1. Tehnici de programare

1.1. Analiza algoritmilor

Prin analiza unui algoritm se identifica resursele necesare pentru executarea
algoritmului: timpul de executie si memoria.

Analiza algoritmilor este necesara atunci cand exista mai multi algoritmi pentru rezolvarea
aceleiasi probleme si trebuie ales algoritmul cel mai eficient.

Eficienta unui algoritm este evaluata prin timpul necesar pentru executarea
algoritmului.

Pentru a compara — din punct de vedere al eficientei — doi algoritmi care rezolva aceeasi
problema, se foloseste aceeasi dimensiune a datelor de intrare — n (acelasi numar de
valori pentru datele de intrare).

Timpul de executie al algoritmului se exprima prin numarul de operatii de baza
executate in functie de dimensiunea datelor de intrare: T(n).

Pentru a compara doi algoritmi din punct de vedere al timpului de executie, trebuie sa se stabi-
leasca unitatea de masura care se va folosi, adica operatia de baza executata in cadrul algorit-
milor, dupa care, se numara de cate ori se executa operatia de baza in cazul fiecarui algoritm.

Operatia de baza este o operatie elementara — sau o succesiune de operatii
elementare, a caror executie nu depinde de valorile datelor de intrare.

Exista algoritmi la care timpul de executie depinde de distributia datelor de intrare. Sa
consideram doi algoritmi de sortare a unui vector cu n elemente — algoritmul de sortare
prin metoda selectiei directe si algoritmul de sortare prin metoda bulelor — si ca operatie
de baza comparatia. Daca, in cazul primului algoritm, timpul de executie nu depinde de
distributia datelor de intrare (modul Tn care sunt aranjate elementele vectorului inainte de

nx(n-1)
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sortarea lui), el fiind T(n) = , In cazul celui de al doilea algoritm timpul de exe-

cutie depinde de distributia datelor de intrare (numarul de executii ale structurii repetitive

while depinde de modul in care sunt aranjate elementele vectorului inainte de sortare). Tn

cazul in care numarul de executii ale operatiilor elementare depinde de distributia datelor
de intrare, pentru analiza algoritmului se folosesc:

- timpul maxim de executie — timpul de executie pentru cazul cel mai nefavorabil de
distributie a datelor de intrare; in cazul sortarii prin metoda bulelor, cazul cel mai
nefavorabil este atunci cand elementele vectorului sunt aranjate in ordine inversa
decét aceea ceruta de criteriul de sortare;

- timpul mediu de executie — media timpilor de executie pentru fiecare caz de
distributie a datelor de intrare.

Deoarece, in analiza eficientei unui algoritm, se urmareste comportamentul lui pentru o
dimensiune mare a datelor de intrare, pentru a compara doi algoritmi din punct de vedere
al eficientei, este suficient sa se ia in considerare numai factorul care determina timpul de
executie — gi care este denumit ordinul de complexitate.
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Ordinul de complexitate al unui algoritm il reprezinta timpul de executie — estimat
prin ordinul de marime al numarului de executii ale operatiei de baza: O((f(n)), unde
f(n) reprezinta termenul determinant al timpului de executie T(n).

De exemplu, daca — pentru algoritmul de sortare, prin metoda selectiei directe — timpul de
2

&Zl)zn?—%, ordinul de complexitate al algoritmului este

O(nz), deoarece in calcularea lui se ia Tn considerare numai factorul determinant din

timpul de executie.

executie este T(n) =

In functie de ordinul de complexitate, existd urmatoarele tipuri de algoritmi:

Ordin de Tipul algoritmului
complexitate
O(n) Algoritm liniar.
m Algoritm polinomial. Daca m=2, algoritmul este patratic, iar daca
Oo(n™) > . .
m=3, algoritmul este cubic.
Algoritm exponential. De exemplu: 2", 3" etc. Algoritmul de tip O(n!)
Oo(k" este tot de tip exponential, deoarece:
1x2x3x4x...xN > 2x2x2x..x2 = 2",
O(logn) Algoritm logaritmic.
O(nlogn) Algoritm liniar logaritmic.

De exemplu, algoritmul de sortare prin metoda selectiei directe este un algoritm patratic.

Ordinul de complexitate este determinat de structurile repetitive care se executa cu multi-
mea de valori pentru datele de intrare. In cazul structurilor repetitive imbricate, ordinul de
complexitate este dat de produsul dintre numarul de repetitii ale fiecarei structuri repetitive.

Structura repetitiva Numarul de executii ale Tipul
corpului structurii algoritmului
for (i=1;i<=n;i=i+k) {....} f(n)=n/k - O(n)=n Liniar
for (i=1;i<=n;i=i*k) {....} f(n)=logkn — O(n)= logn Logaritmic
for (i=n;i>=n;i=i/k) {....} f(n)= logkn — O(n)= logn Logaritmic
for (i=nji<=n;i=i+p) {....} f(n)=(n/p)*(n/q) = n*/(p*q) — Polinomial
for (j=n; j<=n;j=j+q) {....} O(n)= n? pétratic
for (i=nji<=n;i=i++) {....} f(n)=1+2+3+ ... +n =(n*(n+1))/2 > Polinomial
for (j=i; j<=n;j=j++) {....} O(n)= n? patratic

Determinati complexitatea urmatorilor algoritmi $i precizati tipul algoritmului.
@ Pentru fiecare algoritm se va considera dimensiunea datelor de intrare — n.
a. determinarea valorii minime dintr-un sir de numere;
inserarea unui element intr-un vector, dupa un element cu valoare precizata;

stergerea dintr-un vector a unui element cu valoare precizata,
stabilirea daca un gir de numere contine numai numere distincte;
sortarea unui vector folosind metoda bulelor;

cautarea unui element cu valoare precizata, intr-un vector nesortat;
cautarea unui element cu valoare precizata, intr-un vector sortat;
determinarea tuturor permutarilor unei multimi de numere.
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1.2. Metode de construire a algoritmilor

In functie de procesul de calcul necesar pentru rezolvarea unei probleme, existd urmatoarele
clase de probleme:

Clase de pr
e v N
Probleme de enumerare Probleme de decizie Probleme de optimizare
prin care se gasesc toate prin care se precizeaza daca prin care se identifica solutia
solutiile posibile exista sau nu cel putin o optima din multimea de solutii
solutie posibile

Generarea tuturor permutarilor unei multimi de numere este o problema de enumerare, cauta-
rea unei valori precizate ntr-un sir de numere este o problema de decizie, iar gasirea modalitatji
de plata a unei sume s cu un numar minim de bancnote de valori date este o problema de
optimizare.

Pentru rezolvarea aceleiasi probleme se pot folosi mai multe metode de construire a
algoritmilor. Ati invatat deja ca — pentru rezolvarea aceleiasi probleme — puteti folosi un:

- algoritm iterativ;

- algoritm recursiv.

Solutiile recursive sunt mult mai clare, mai scurte si mai usor de urmarit. Alegerea
algoritmului recursiv in locul celui iterativ este mai avantajoasa in cazul in care solutiile
problemei sunt definite recursiv sau daca cerintele problemei sunt formulate recursiv.

Timpul de executie a unui algoritm recursiv este dat de o O(1) pentru n=0
formula recursiva. De exemplu, pentru algoritmul de
calculare a sumei primelor n numere naturale, functia
pentru timpul de executie este prezentata alaturat, unde
O(1) reprezinta timpul de executie a unei operatii elementare de atribuire a unei valori
sumei. Rezulta ca T(n)=(n+1)xO(1), iar ordinul de complexitate a algoritmului este O(n) la
fel ca si cel al algoritmului iterativ. In cazul implementarii recursive, fiecare apel al unui
subprogram recurent inseamna inca o zona de memorie rezervata pentru executia sub-
programului (variabilele locale si instructiunile). Din aceasta cauza, in alegerea intre un
algoritm iterativ si un algoritm recursiv trebuie tinut cont nu numai de ordinul de complexi-
tate, dar si de faptul c&, pentru o adancime mare a recursivitatii, algoritmii recursivi nu
mai sunt eficienti, deoarece timpul de executie creste, din cauza timpilor necesari pentru
mecanismul de apel si pentru administrarea stivei de sistem.

O(1)+T(n-1) pentru

Veti invata noi metode de construire a algoritmilor — care va ofera avantajul ca prezinta
fiecare o metoda generala de rezolvare care se poate aplica unei clase de probleme:

- metoda backtracking;

- metodadivide et impera;

- metoda greedy;

- metoda programarii dinamice.

Fiecare dintre aceste metode de construire a algoritmilor se poate folosi pentru anumite clase
de probleme, iar in cazul in care — pentru aceeasi clasa de probleme — se pot folosi mai multe
metode de construire a algoritmilor, criteriul de alegere va fi eficienta algoritmului.
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1.3. Metoda backtracking
1.3.1. Descrierea metodel backtracking

Metoda backtracking se poate folosi pentru problemele Th care trebuie sa se genereze toate
solutiile, o solutie a problemei putand fi data de un vector:
S ={X1, X2, ..., Xn}

ale carui elemente apartin, fiecare, unor multimi finite A;j (xjeA;), iar asupra elementelor
unei solutii existéd anumite restrictii specifice problemei care trebuie rezolvatd, numite
conditii interne. Multimile Aj sunt multimi ale caror elemente sunt in relatii bine stabilite.
Multimile A;j pot sa coincida sau nu. Pentru a gasi toate solutiile unei astfel de probleme
folosind 0 metoda clasica de rezolvare, se executa urmatorul algoritm:
PASL1. Se genereaza toate elementele produsului cartezian Ay x A2 x Az x ... x Ap.
PAS2. Se verifica fiecare element al produsului cartezian, dacé indeplineste conditiile

interne impuse ca sa fie solutie a problemei.

| Studiu de caz

Scop: identificarea problemelor pentru care trebuie enumerate toate solutiile, fiecare
solutie fiind formata din n elemente x;, care apartin fiecare unor multimi finite A;j si care
trebuie sa respecte anumite conditii interne.

Enuntul problemei 1: S& se genereze toate permutarile mulfimii {1, 2, 3}.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatile de generare a 3 numere naturale din
multimea {1, 2, 3}, astfel incat numerele generate sa fie distincte (conditia interna a solu-
tiei). O solutie a acestei probleme va fi un vector cu 3 elemente: S = {x1,x2,x3}, In care
elementul x; reprezintd numarul care se va gasi, in permutare, pe pozitia i, iar multimea A;
reprezintd multimea numerelor din care se va alege un numar pentru pozitia i. In acest
exemplu, multimile A;j coincid. Ele au aceleasi 3 elemente, fiecare element reprezentand un
numar. Ai={1,2,3}=A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian A1 x Ag x A3= A XA XA = A3, adica multimea:
{(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,2), ..., (3,3,2), (3,3,3)}
dupa care se va verifica fiecare element al multimii daca este o solutie a problemei, adica
daca cele trei numere dintr-o solutie sunt distincte. Solutiile obtinute sunt:
{(3,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)}

Enuntul problemei 2: S& se genereze toate aranjamentele de 2 elemente ale mulfimii {1, 2, 3}.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatile de generare a 2 numere naturale din
multimea {1, 2, 3}, astfel incat numerele generate sa fie distincte (conditia interna a solu-
tiei). O solutie a acestei probleme va fi un vector cu 2 elemente: S = {x1,x2}, in care
elementul x; reprezintd numarul care se va gasi in aranjament pe pozitia i, iar muliimea A;
reprezintd multimea numerelor din care se va alege un numar pentru pozitia i. Si in acest
exemplu, multimile A;j coincid. Ele au aceleasi 3 elemente, fiecare element reprezentand un
numar. Ai={1,2,3}=A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian Ay x Ay = A x A = A2, adica multimea:
{(1,1), (1, 2),(1.3), (2,2), ..., (3,2), (3,3)}
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dupa care se va verifica fiecare element al multimii, dacé este o solutie a problemei,
adica daca cele doua numere dintr-o solutie sunt distincte. Solutiile obtinute sunt:

{(1,2), (1.3), (2,1), (2,3), 3,1), (3,2)}
Enuntul problemei 3: S& se genereze toate combinérile de 2 elemente ale mulfimii {1, 2, 3}.

Cerinta este de a enumera toate posibilitatile de generare a 2 numere naturale din multi-
mea {1,2,3}, astfel incat numerele generate sa fie distincte (conditia interna a solutiei),
iar solutiile obtinute sa fie distincte. Doua solutii sunt considerate distincte daca nu contin
aceleasi numere. O solutie a acestei probleme va fi un vector cu 2 elemente: S = {x1,x2},
n care elementul x; reprezintd numarul care se va gasi in combinare pe pozitia i, iar multi-
mea Aj reprezintd multimea numerelor din care se va alege un numar pentru pozitia i. Si in
acest exemplu, multimile A; coincid. Ele au aceleasi 3 elemente, fiecare element repre-
zentand un numar. Ai={1,2,3}=A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian A; x A2 = A x A = A?, adica multimea:

{1,1), (1, 2), (1,3), (2,1), ..., (3,2), (3,3)}
dupa care se va verifica fiecare element al multimii daca este o solutie a problemei, adica
daca cele doua numere dintr-o solutie sunt distincte si daca solutia obtinuta este distincta
de solutiile obtinute anterior. Solutiile obtinute sunt: {(1,2), (1,3), (2,3)}

Enuntul problemei 4: S& se genereze toate permutérile mulfimii {1,2,3,4} care indeplinesc
condifia cd 1 nu este vecin cu 3, si 2 nu este vecin cu 4.

Cerinta este de a enumera toate posibilitdtile de generare a 4 numere naturale din multimea
{1, 2, 3, 4}, astfel incat numerele generate sa fie distincte, iar 1 sa nu se invecineze cu 3, si 2
sa nu se invecineze cu 4 (conditia interna a solutiei). O solutie a acestei probleme va fi un
vector cu 4 elemente: S = {X1,X2,X3,X4}, In care elementul x; reprezintd numarul care se va
gasi in permutare pe pozitia i, iar multimea A; reprezintd multimea numerelor din care se va
alege un numar pentru pozitia i. In acest exemplu, multimile A; coincid. Ele au aceleasi 4
elemente, fiecare element reprezentand un numar. A; ={1, 2, 3,4} = A

Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele
produsului cartezian A1 x Ao x A3 x A4 =AxAxAxA= A4, adica multimea:
{1,1,11),(1,1,1,2),(1,1,1,3), (1,1,1,4), ...,(4,4,4,3), (4,4,4,4)}
dupa care se va verifica fiecare element al multimii daca este o solutie a problemei, adica
daca cele patru numere dintr-o solutie sunt distincte si daca 1 nu se invecineaza cu 3, iar
2 cu 4. Solutiile obtinute sunt:
{(1,2,3,4), (1,4,3,2), (2,1,4,3), (2,3,4,1), (3,2,1,4), (3,4,1,2), (4,1,2,3), (4,3,2,1)}

Enuntul problemei 5: S& se aranjeze pe tabla de sah opt dame care nu se atacd intre
ele (problema celor 8 dame).

Cerinta este de a enumera toate posibilitdtile de aranjare a 8 dame pe o tabla de sah cu
dimensiunea 8x8 (8 linii si 8 coloane), astfel incat toate cele 8 dame sa nu se atace intre ele
(conditia interna a solutiei). Deoarece nu se pot aranja doua dame pe aceeasi coloana (s-ar
ataca intre ele), inseamna ca pe fiecare coloana a tablei de sah se va pune o dama. O solutie
a acestei probleme va fi un vector cu 8 elemente, S = {X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,Xg}, Th care
elementul x; reprezinta numarul liniei pe care se va pune dama in coloana i, iar multimea A;
reprezintda multimea liniillor pe care se poate aranja dama din coloana i. Si In acest caz
multimile A coincid. Ele au aceleasi opt elemente, fiecare element reprezentand un numar de
linie: Ai={1,2,3,4,56,7,8 =A
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Daca s-ar rezolva clasic aceasta problema, ar insemna sa se genereze toate elementele

produsului cartezian A1 x Ag x Az x ... x Ag=AxAxAx ...xA= A8, adica multimea:

{111,11111),(1,1,1,1111.2),(1,1,1,1,1,1,1,3), ..., (8,8,8,8,8,8,8,7), (8,8,8,8,8,8,8,8)}

dupa care se va verifica fiecare element al multimii, daca este o solutie a problemei, adica

daca cele opt numere dintr-o solutie pot reprezenta coloanele pe care pot fi aranjate

damele pe fiecare linie, astfel incat sa nu se atace intre ele. Solutiile obtinute sunt:
{(1,5,8,6,3,7,2,4), (1,6,8,3,7,4,2,5), (1,7,4,6,8,2,5,3), ..., (8,3,1,6,2,5,7,4),

(8,4,1,3,6,2,7,5)}

Observatie. Metoda clasica de rezolvare a acestui tip de probleme necesita foarte multe
operatii din partea calculatorului, pentru a verifica fiecare element al produsului cartezian.
Presupunand (pentru simplificare) ca fiecare multime A;j are m elemente, atunci algoritmul de
generare a elementelor produsului cartezian are complexitatea O(card(A1) x card(A2) x ... x
card(Ap) = QM xmxm x ... xm) = O(mn). Considerand ca algoritmul prin care se verifica
daca un element al produsului cartezian este o solutie a problemei (respectd conditia interna
a solutiei) are complexitatea O(p), atunci complexitatea algoritmului de rezolvare a
problemei va fi O(pxmn). De exemplu, in algoritmul de generare a permutarilor, complexitatea
algoritmului de verificare a conditiei interne este data de complexitatea algoritmului prin care se
verificd dacad numerele dintr-un sir sunt distincte. In acest algoritm, se parcurge sirul de m
numere — si pentru fiecare numar din sir — se parcurge din nou sirul pentru a verifica
daca acel numar mai exista in sir. Complexitatea algoritmului este data de cele doua
structuri for imbricate: O(mz) —>p=m".

\4

Metoda recomandata pentru acest gen de probleme este metoda backtracking sau meto-
da cautarii cu revenire — prin care se reduce volumul operatiilor de gasire a tuturor solutiilor.

Metoda backtracking construiegte progresiv vectorul solutiei, pornind de la
primul element si adaugand la vector urmatoarele elemente, cu revenire la
elementul anterior din vector, in caz de insucces. Elementul care trebuie adaugat se
cauta fn multime, printre elementele care respecta conditiile interne.

Prin metoda backtracking se obtin toate solutiile problemei, dacéa ele exista. Pentru
exemplificarea modului in care sunt construite solutiile, consideram problema generarii
permutarilor multimii {1, 2, 3, ..., N} (A1=A2= ... =An=A={1, 2,3, ..., n}).

PAS1. Se alege primul element al solutiei ca fiind primul element din multimea A. n
exemplu, x1=1, adica primul numar din permutare este 1.

PAS2. Se cauta al doilea element al solutiei (x2). Pentru a-l gasi, se parcurg pe rand ele-
mentele multimii A si, pentru fiecare element i al multimii, se verificad daca respecta
conditiile interne. Cutarea continua pana cand se gaseste primul element din
multimea A care indeplineste conditia internd, dupa care se opreste. in exemplu, se
cauta numarul de pe a doua pozitie a permutarii, verificandu-se daca al doilea numar
din permutare este diferit de primul numar. Se parcurg primele doua elemente ale
multimii A si se gaseste elementul x2=2, dupa care procesul de cautare se opreste.

PAS3. Se cauta al treilea element al solutiei (x3). Cautarea va folosi acelasi algoritm de
la Pasul 2. In exemplu, se cautd numarul din pozitia a treia din permutare. Se
gaseste elementul x3=3.

PAS4. Presupunand ca s-au gasit primele k elemente ale solutiei, x1, X2, X3, ..., Xk, S€
trece la cautarea celui de al k+1-lea element al solutiei, x¢+1. Cautarea se va face
astfel: se atribuie pe rand Iui xx+1 elementele multimii A, pana se gaseste primul
element i care Indeplineste conditia interna. In exemplu, conditia interna este ca
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numarul din pozitia k+1 a permutarii sa nu fie egal cu nici unul dintre numerele

din pozitiile anterioare lui k+1. Pot s& apara doua situati:

a. Exista un element i in multimea A, astfel incét xk+1 = i sa fie element al solutiei
problemei. Tn acest caz, se atribuie elementului xk+1 al solutiei valoarea i, dupa
care se verifica daca s-a gasit solutia problemei. In exemplu, presupunem cé pe
nivelul k+1 s-a gasit numarul 4. Se verifica daca s-au generat toate cele n
elemente ale multimii S, adica daca s-au gasit numere pentru toate cele n pozitii
din permutare (k=n). Daca s-a gasit solutia problemei, atunci se afiseaza solutia;
altfel, se cautd urmétorul element al solutiei, reluédndu-se operatiile de la Pasul 4.

b. S-au parcurs toate elementele multimii A si nu s-a gasit nici un elementi care sa fie
elementul xx+1 al solutiei problemei. inseamna ca trebuie sa revenim la elementul k
al solutiei — xx. Agadar, se considera generate primele k-1 elemente ale solutiei: X1,
X2, ..., Xk-1 $i, pentru elementul xx al solutiei, se reia cautarea, cu urmatorul
element din multimea A, adica se reiau operatiile de la Pasul 4 pentru elementul
Xk al solutiei, insa nu cu primul element din multimea A, ci cu elementul din multi-
mea A care se gaseste imediat dupa cel care a fost atribuit anterior pentru elemen-
tul xk al solutiei. In exemplu, luand in considerare modul in care au fost generate
primele k numere ale permutarii, in pozitia k+1, orice numar s-ar alege, el mai
exista pe una dintre cele k pozitii anterioare, si se revine la elementul k, care presu-
punem ca are valoarea 3. Se genereaza in aceasta pozitie urmatorul numar din
multimea A (4) si se verificd daca el nu mai exista pe primele k-1 pozitii ale permu-
tarii, iar daca exista, se genereaza urmatorul element din multimea A (5) s.a.m.d.

PASS5. Algoritmul se incheie dupa ce au fost parcurse toate elementele multimii A pentru
elementul x; al solutiei. In exemplu, algoritmul se incheie dupé ce s-au atribuit pe
rand valorile 1, 2, ..., n, elementului de pe prima pozitie a permutarii.

Generarea tuturor permutarilor multimii {1, 2, 3}

1233 el 12 [20sd [ ]  [] [
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(1] [1]
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-1 2 Z&L [ ] 1 IZ 3y : : Au fost parcurse
1T 1] I 2T |2 | 2 | 23 | | toate elementele
] B B B B B Eeb [mtmiapen-

tru elementul x; al solutiei.

Observatie. In metoda backtracking, daca s-a gasit elementul xx al solutiei, elementului
Xk+1 al solutiei i se atribuie o valoare numai daca mai exista o valoare care sa indeplineas-
ca conditia de continuare a construirii solutiei — adica daca, prin atribuirea acelei valori, se
poate ajunge la o solutie finala pentru care conditiile interne sunt indeplinite.

Desenati diagramele pentru generarea prin metoda backtracking a:
@g a. tuturor aranjamentelor de 2 elemente ale multimii {1, 2, 3},
b. tuturor combinarilor de 2 elemente ale multimii {1, 2, 3};

c. tuturor permutarilor multimii {1, 2, 3, 4} care indeplinesc conditia ca 1 nu este vecin cu 3, si
2 nu este vecin cu 4.
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Algoritmul metodei backtracking poate fi generalizat pentru orice problema care indepli-

neste urmatoarele conditii:

1. Solutia problemei poate fi pusad sub forma unui vector S = {X1, X2, ..., Xn} ale carui
elemente xj apartin — fiecare — unei multimi A;, astfel: xyeA1, X2€Ay, ..., XneAn.

2. Multimile Aj sunt finite, iar elementele lor sunt numere intregi si se gasesc intr-o
ordine bine stabilita.

Algoritmul backtracking este urmatorul:
PASL. Se alege primul element al solutiei S: x;€A,.
PAS2. Cét timp nu au fost parcurse toate elementele multimii A1 (nu au fost gasite toate
solutiile) executa:
PAS3. Pentru fiecare element al solutiei executa:
PAS4. Se presupune ca s-au gasit primele k elemente ale solutiei (x1, X2, ..., Xk)
apartinand multimilor Ay, Ao, As, ..., Ak i se trece la cautarea celui de al
k+1-lea element al solutiei, xk+1, printre elementele multimii Ay+;. Cautarea

se va face astfel: se atribuie, pe rand, lui xk+1, elementele multimii Ag+1,
pana se gaseste primul element care indeplineste conditia de continuare.

PASS5. Daca existd un element a; in multimea Ax+1, astfel incét xk+1 = & sa
apartina solutiei problemei, atunci se atribuie elementului xx+1 valoa-
rea a; i se trece la Pasul 7; altfel, se trece la Pasul 6.

PAS6. Deoarece s-au parcurs toate elementele multimii Ag+1 $i nu s-a gasit
nici un element a care sa indeplineasca conditia de continuare, se
revine la elementul xk si se considera generate primele k-1 elemente
ale solutiei: X1, X2, ..., Xk-1, $i pentru elementul xx se reia cautarea cu
urmatorul element din multimea Ak, adicad se reiau operatiile de la
Pasul 4 pentru elementul xx al solutiei, insa nu cu primul element din
multimea Ak ci cu elementul din multimea Ak care se gaseste imediat
dupa cel care a fost atribuit anterior elementului x.

PAS7. Se verifica daca s-a gasit solutia problemei, adicd dacd s-au gasit
toate elementele multimii S. Daca s-a gasit solutia problemei, atunci
se afigeaza solutia; altfel, se trece la cautarea urmatorului element al
solutiei, reluandu-se operatiile de la Pasul 4.

1.3.2. Implementarea metodel backtracking

Pentru implementarea metodei se folosesc urmatoarele structuri de date si subprograme.
Date si structuri de date

Pentru a memora elementele xi ale solutiei se foloseste o structura de date de tip stiva, care
este implementata static printr-un vector — st . Pentru varful stivei se foloseste variabila k.
Cand s-a gasit elementul xx al solutiei, se urca in stiva, prin incrementarea vérfului cu 1
(k++), pentru a cauta elementul xk+1 al solutiei, iar pentru a reveni la elementul xi-1 al solutiei
se coboara in stiva prin decrementarea varfului cu 1 (k- -). Initial, stiva are dimensiunea 1
(kmin=1), corespunzatoare pozitiei de pornire, si contine valoarea primului element al solutiei.
Pentru elementul din varful stivei (care corespunde elementului xk al solutiei) se va atribui o
valoare din multimea Ak care poate fi un element al solutiei: st [ k] =a[ i ] . Dupa parcurgerea
completa a multimilor Ak, stiva va avea dimensiunea n (kmax=n) corespunzatoare numarului
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de elemente ale solutiei. Varful stivei va fi initial 1, la gasirea unei solutii va avea valoarea n,
iar la terminarea algoritmului varful stivei va avea valoarea O.

Se mai folosesc urmatoarele variabile de memorie:

- as — pentru a sti daca pentru elementul xi al solutiei mai exista un succesor, adica daca
mai exista un element in multimea Ak care ar putea fi elementul xi al solutiei (este o varia-
bila logica ce are valoarea 1 — true, daca exista succesor; altfel, are valoarea 0 — false),

- ev — pentru a gti daca succesorul gasit respecta conditia de continuare si poate fi
elementul xx al solutiei (este o variabila logica ce are valoarea 1 — true, daca
succesorul este element al solutiei; altfel, are valoarea 0 — false) si

2> n — pentru dimensiunea solutiei (numarul de elemente ale solutiei, In cazul
problemelor in care toate solutiile au acelasi numar de elemente).

typedef int stival100];
stiva st; //st=stiva
int n,k,ev,as; //k=varful stivei

n cazul problemelor prezentate in studiul de caz, un element xi al solutiei este format
dintr-o singura valoare: numarul din pozitia k (in cazul permutarilor, al aranjamentelor si
al combinarilor), respectiv numarul liniei pe care va fi pusa dama din coloana k. In proble-
mele n care trebuie gasit un traseu, un element xi al solutiei este format din doua valori
care reprezinta coordonatele pozitiei in care se face urmatoarea deplasare. in acest caz,
pentru memorarea elementelor xi ale solutiei se va folosi o stiva dubla:

typedef int stiva[100][3];
stiva st;

sau o Tnregistrare Tn care cele doua campuri reprezinta coordonatele deplasarii:

struct element{int x,y;};

t ypedef el enent stival 100];

stiva st;
Elementele multimii Ak vor fi perechi de valori (i,j) si vor reprezenta coordonatele unei
pozitii, iar pentru elementul din varful stivei se va atribui o valoare, din multimea Ak, care
poate fi un element al solutiei, astfel: st[k][1]=i si st[k][2]=j, respectiv
st[k].x=i sist[K].y=j.

Pentru simplificarea implementarii, toate aceste date si structuri de date sunt declarate
globale, deoarece valoarea pentru varful stivei se va transmite mai usor, intre subpro-
grame — ca variabila globala.

Subprograme

Algoritmul va fi implementat prin:

- un subprogram — care va fi acelasi pentru toti algoritmii de rezolvare prin metoda
backtracking (parte fixa) si care descrie strategia generala backtracking si

- subprogramele care au aceeagi semnificatie pentru toti algoritmii, dar al caror conti-
nut difera de la o problema la alta, depinzand de conditiile interne ale solutiei.

Semnificatia subprogramelor folosite este (se va considera ca exemplu generarea

permutarilor multimii {1, 2, 3, ..., n}):

- Subprogramul i ni t (functie procedurald). Se initializeaza elementul din varful stivei
(elementul k). Tn acest element se va inregistra urmétorul element al solutiei. Acest
element se initializeaza cu o valoare care nu face parte din multimea Ak considerata,
urmand ca In urmatorii pasi ai algoritmului sa se atribuie acestui element prima
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valoare din multimea Ak. In exemplu, nivelul k al stivei se va initializa cu valoarea 0
(st [ k] =0), urménd ca la pasul urmator sa i se atribuie ca valoare 1, adica primul
numar din multimea {1, 2, 3, ..., n}.
void init()
{st[k]=0;}
Subprogramul succesor (functie operand). Verifica daca mai exista in multimea Ak
un element pentru nivelul k al solutiei (un succesor). Daca mai exista un succesor, se
trece la urmétorul element din multimea Ak, iar functia va returna valoarea 1 (true).
Daca nu mai exista un succesor, functia va returna valoarea 0 (false). Valoarea
returnata de functie se va atribui variabilei as. Initial, valoarea variabilei de memorie
as este 1 (true) — se presupune ca mai exista un succesor. In exemplu, subprogramul
succesor va verifica daca pentru pozitia k din permutare mai exista un numar. Daca
numarul i de pe nivelul k este mai mic decat n, pozitiei k i se va atribui numarul
urmator, i+1, si functia va returna valoarea 1 (true), iar daca numarul de pe nivelul k
este n, inseamna ca pe aceasta pozitie din permutare nu mai poate fi pus nici un
numar — si functia va returna valoarea 0O (false).
i nt succesor()
{if (st[k]<n) {st[Kk]++; return 1;}
el se return 0;}
Subprogramul val i d (functie operand). Verificd daca valoarea atribuitd elementului
Xk al solutiei indeplineste conditia de continuare, adica poate fi consideratd ca face
parte din solutia problemei (daca succesorul gasit este element al solutiei). Daca este
indeplinitd conditia (Se evalueaza expresia prin care este descrisa conditia), functia va
returna valoarea 1 (true); altfel, va returna valoarea 0 (false). Valoarea returnata de
functie se va atribui variabilei ev. Initial, valoarea variabilei ev este 0 (false) — se
presupune ca succesorul gasit nu este elementul k al solutiei. In exemplu, subpro-
gramul val i d va verifica dacd numarul din pozitia k nu mai exista in cele k-1 pozitii
anterioare. Daca numarul nu indeplineste aceasta conditie, functia va returna valoarea
0 (false).
int valid()
{for (int i=1;ic<k;i++)
if (st[i]==st[k]) return O;
return 1;}
Subprogramul sol ut i e (functie operand). Verifica daca s-au obtinut toate elementele
solutiei. Tn exemplu, subprogramul sol ut i e va verifica daca au fost gasite toate cele
n elemente ale solutiei, adica daca s-au gasit solutii de aranjare Tn permutare pentru
toate cele n numere. Dacéa s-a gasit solutia, subprogramul intoarce valoarea 1 (true);
altfel, intoarce valoarea 0 (false).

int solutie()

{return k==n;}
Subprogramul t i par (functie procedurald). Afiseaza elementele solutiei. De obicei,
afisarea solutiei consta n afigarea valorilor din stiva.

void tipar()
{for (int i=1;i<=n;i++) cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
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Numarul de ordine al Elementele solutiei
eiementelor solutiei
n an1l an2 anj anm Xn

----- Parcurgerea elementelor se face cu

..... subprogramul succesor

i aj1 aio aj aim Xj
.................................................. k=k+1 k=k-1
2 ao1 a» ... ay . aom X2
1 ail aio e ayj .. aim X1
1 2 j m t
Numarul de ordine al elementelor din multimea Ak Stiva — st[k]

Subprogramul val i d verifica daca este element al solutiei
Subprogramul fix poate fi implementat iterativ sau recursiv.
Implementarea iterativa
void bt() //partea fixa a al goritnul ui

{k=1; [/se initializeaza varful stivei
init(); //seinitializeazs stiva pentru priml element al sol utiei
whi | e (k>0) [lcat tinp stiva nu s-a golit

{as=1; ev=0;
while(as & 'ev) [/ cat tinp are succesor si nu s-a gasit
/1 elementul k al sol uti ei
{as=succesor(); // se cauti succesor
i f(as) /1 daca are succesor, atunci
ev=valid();} /1l se verifica dacd este el enent al sol uti ei
[/l se iese din structura repetitivad while dacd nu nai exista
/] succesor sau daca s-a gasit el ementul sol uti ei
if(as) // daca are succesor, atunci
if (solutie()) //daca s-au obtinut toate el ementel e sol uti ei,
tipar(); [// atunci se afi seazs el enentel e sol uti ei ;
el se {k++; [/ altfel, se urcid Tn stiva pentru a inregistra
[/ urmatorul elerment al sol utiei
init();} // si se initializeaza stiva pentru
/1 urmatorul elenment al sol utiei;
else k--;} /] altfel, se coboara Tn stiva pentru a reveni
} // |la elenentul anterior al sol utiei
void main() { ... bt(); ...}

Implementarea recursiva — Prelucrarile care se fac pentru elementul k al solutiei se fac
si pentru elementul k+1 al solutiei si aceste prelucrari pot fi apelate pentru elementul k+1
al solutiei, iar trecerea de la elementul k al solutiei la elementul k+1 al solutiei se face prin
apelul recursiv al acestor prelucrari. In algoritmul backtracking implementat iterativ, reve-
nirea la nivelul k-1 trebuie sa se faca atunci cand pe nivelul k nu se gaseste o valoare
care sa indeplineasca conditiile interne. In cazul implementarii recursive, conditia de
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baza este ca pe nivelul k sa nu se gaseasca o valoare care sa indeplineasca conditiile
interne. Cand se ajunge la conditia de baza, inceteaza apelul recursiv si se revine la
subprogramul apelant, adica la subprogramul in care se prelucreaza elementul k-1 al
solutiei, iar in stivda se vor regasi valorile prelucrate anterior in acest subprogram.
Deoarece apelul recursiv se face in functie de valoarea varfului stivei (k), aceasta valoare
se va transmite, intre subprograme, prin intermediul parametrilor de comunicatie.

void bt(int k) //partea fixa a algoritnmului
{init(k); //se initializeaza stiva pentru el ementul k al sol uti ei
whi | e(succesor (k))
[/cat tinp se gaseste succesor pentru el ementul k al sol uti ei
if(valid(k)) daca succesorul este elenment al sol utiei
i f(solutie(k)) //daca s-au obtinut toate el enentel e sol uti ei,
tipar(k); // atunci se afiseazs el enentel e sol utiei;_
el se bt (k+1); //altfel, se apel eaza subprogramul pentru a gasi
} [lelenentul k+1 al sol uti ei
void main() { ... bt(1); ... }

Complexitatea algoritmului metodei backtracking

Daca fiecare solutie are n elemente si fiecare multime A; din care se alege un element al
solutiei are m elemente, atunci complexitatea algoritmului metodei backtracking este
O(card(A1) x card(Az) x ... x card(An)) = Q(M x m x m x ... x m) = O(m"). Daca numarul de
elemente ale multimilor A;j este diferit gi notam cu:

Mmin= Min(card(A1), card(Ap), ..., card(An))

Mmax= Max(card(A1), card(Ay), ..., card(An))
atunci complexitatea algoritmului va fi cuprinsa intre o complexitate minima O(mminn) sio
complexitate maxima O(mmaxn). Rezulta ca algoritmul metodei backtracking este un
algoritm exponential. Avand o complexitate exponentiald, metoda backtracking se reco-
manda numai daca nu se cunoaste un algoritm mai eficient.

1.3.3. Probleme rezolvabile prin metoda backtracking

Metoda backtracking este recomandata in cazul problemelor care au urmatoarele
caracteristici:

-> se cere gasirea tuturor solutiilor posibile;

—> nu se cunoasgte un algoritm mai eficient.

Alte exemple de probleme clasice care se pot rezolva folosind metoda backtracking:
generarea tuturor elementelor unui produs cartezian;

generarea tuturor partitiilor unui numar natural;

generarea tuturor partitilor unei mulfimi;

generarea tuturor functiilor surjective;

generarea tuturor functiilor injective;

generarea tuturor posibilitatilor de plata a unei sume cu bancnote de valori date;
generarea tuturor posibilitatilor de acoperire a tablei de sah prin saritura calului (parcur-
gerea tablei de sah prin saritura calului, fara a se trece de doua ori prin aceeasi pozitie).
generarea tuturor posibilitatilor de iesire dintr-un labirint;

22\ 2 2\ 2 222
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1.3.3.1. Generarea permutarilor

Prin asamblarea subprogramelor definite anterior, programul pentru generarea tuturor

permutarilor mutimii {1, 2, 3, ..., n} va fi:
Implementarea iterativa

Implementarea recursiva

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100];
int n,k,ev,as;
stiva st;
void init()
{st[k]=0;}
i nt succesor()
{if (st[k]<n)
{st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se return 0;}

int valid()
{for(int i=1;i<k;i++)

if (st[k]l==st[i]) return O;
return 1;}

int solutie()
{return k==n;}
voi d tipar()
{for(int i=1;i<=n;i++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
voi d bt ()
{k=1;
init();
whi | e (k>0)
{as=1; ev=0;
whil e(as && !ev)
{as=succesor () ;

#i ncl ude<i ostr eam h>

typedef int stiva[100];
int n;

stiva st;

void init(int k)
{st[k]=0;}

i nt succesor (int k)
{if (st[k]<n)
{st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se return 0;}
int valid(int k)

{for(int i=1;i<k;i++)
if (st[kl]==st[i]) return O;
return 1;}

int solutie(int k)
{return k==n;}
voi d tipar()
{for(int i=1;i<=n;i++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
void bt (int k)

{init(k);
whi | e(succesor (k))
i f(valid(k))

if(solutie(k)) tipar();
el se bt (k+1);}
voi d mai n()

if(as) ev=valid();} {cout<<"n="; cin>>n;
i f(as) bt(1);}
if (solutie()) tipar();
el se {k++; init();}

el se k--;}}
voi d main()
{cout<<"n="; cin>>n;

bt();}

Algoritmul de generare a permutarilor poate fi folosit si in alte probleme. De exemplu, sa se
genereze toate permutarile multimii {1, 2, 3, ..., n} In care nu apar numere consecutive.

Aceasta problema face parte din categoria de probleme de generare a permutarilor cu
conditie — solutia contine o conditie interna suplimentara fata de cea impusa de permutare.
Tn acest exemplu, conditia suplimentara de continuare a construirii solutiei este ca numérul ales
pentru nivelul k al solutiei s& nu difere printr-o unitate de numarul care se gaseste pe nivelul k-1
al solutiei. Modificarea apare in subprogramul val i d() :
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int valid()

{if (k>1 &% abs(st[k]-st[k-1])==1) return O;

for (int i=1;i<k;i++)if (st[i]==st[k]) return O;
return 1;}

Scrieti urméatoarele programe, in care sa folositi metoda backtracking pentru
@g generarea tuturor permutarilor.
1. Sa se genereze toate permutdrile unei multimi de numere oarecare.

Numerele se memoreazé intr-un vector. (Indicatie. Se permuta indicii elementelor din
vectorul v, si in subprogramul t i par () se afiseaza elementele v[st[i]]).
Sa se afiseze toate anagramele unui cuvand citit de la tastatura.
3. Sa se genereze toate matricele binare patrate, de dimensiune n, care au un singur
element de 1 pe linie si un singur element de 1 pe coloand. O matrice binara este o
matrice ale carei elemente au valoarea 0 sau 1. Indicatie. Solutia are n elemente.
Elementul solutiei xk reprezintd numarul coloanei de pe linia k pe care se gaseste
elementul cu valoarea 1.
Sé se genereze toate functiile bijective f : A—B, unde card(A)=card(B)=n.
Sé se genereze toate posibilitatile de aranjare pe o tabla de sah, cu dimensiunea nxn, a
n ture care sa nu se atace intre ele. Deoarece tura se poate deplasa numai pe linia sau
pe coloana pe care a fost plasata, turele se pot ataca intre ele pe linie si pe coloana.
Indicatie. Se observa cé fiecare tura trebuie sa fie plasata singura pe o coloana, ca
sa nu se atace intre ele. Solutia problemei este datd de multimea cu n elemente {xj,
X2, ..., Xn} care se memoreaza in stiva. Elementul solutiei xx reprezintd numarul liniei
in care se agaza tura din coloana k — si se memoreaza pe nivelul k al stivei st.
Deoarece doua ture nu pot fi agezate pe aceeasi linie, stiva trebuie sa contina ele-
mente distincte. Problema se reduce la generarea permutarilor multimii {1, 2, 3, ..., n}.
Interpretarea solutiei este: fiecare tura se plaseaza in coloana k, pe linia st [ k] .
6. Sa se genereze toate permutarile multimii {1, 2, 3, ..., n} in care doua numere vecine nu
trebuie sa fie ambele pare sau ambele impare. Indicatie. in subprogramul val i d() se
mai verifica si conditia suplimentara de vecinatate.

int valid()
{if (k>1 && (st[k-1]9%®==0 && st[Kk]%@2==0)]| |
(st[k-1]9%®==1 && st[k]%2==1)) return O;
for (int i=1;i<k;i++) if (st[i]==st[k]) return O;
return 1;}

7. Sa se genereze toate permutarile multimii {1, 3, 5, ..., 2xn+1}. Indicatie. Solutia are n
elemente. Tn subprogramul i ni t () elementul din varful stivei se initializeaza cu valoa-
rea -1, iar in subprogramul succesor () se modifica modul de determinare a succe-
sorului.

N

o>

i nt succesor ()
{if (st[k]<2*n+1) {st[k]= st[k]+2; return 1;}
el se return 0;}
8. Sa se genereze toate permutarile unei multimi de numere oarecare, astfel incat cea mai
mica si cea mai mare valoare sa-gi pastreze pozitiile initiale.
9. Intr-un gir sunt aranjate n persoane. Sa se genereze toate posibilititile de rearanjare in
sir a acestor persoane, astfel incét fiecare persoana din sir:
a. sanu aiba in fata sa aceeasi persoana pe care a avut-o in sirul initial;
b. sa nu aiba aceiagi vecini ca in sirul initial;
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c. sanu aiba in fata sa persoanele pe care le-a avut in sirul initial;
d. sa fie despartita — de vecinii pe care i-a avut in girul initial — de una sau cel mult p
persoane; valoarea pentru p se citeste de la tastatura.

1.3.3.2. Generarea produsului cartezian

Se genereaza toate elementele produsului cartezian Ay x Az x Az x ...
2, ..., N}

O solutie a problemei va fi un element al produsului cartezian si va fi formata din n ele-
mente. Un element xk al solutiei poate fi orice element din multimea Ak (nu exista
conditii interne). Numarul de elemente ale fiecarei multimi Aj va fi memorat intr-un
vector mcu lungimea logica n, unde ni i ] =n; . Fata de algoritmul pentru generarea per-
mutarilor, apar urmatoarele diferente:

- Deoarece fiecare multime Ax are un numar diferit de elemente, elementul de pe nive-

lul k are succesor daca numarul i de pe acest nivel este mai mic decat ni k] .

-> Deoarece nu exista conditii interne, nu exista restrictii nici pentru conditia de conti-

x Ap, unde Aji={1,

nuare, si subprogramul val i d() va furniza valoarea 1.

Implementarea iterativa

Implementarea recursiva

#i ncl ude<i ost ream h>

typedef int stiva[10];
int n,k,ev,as,nf10];
stiva st;

void init()
{st[k]=0;}

i nt succesor()
{if (st[k]<nfk])
{st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se return O;}
int valid()
{return 1;}
int solutie()
{return k==n;}
voi d tipar()
{for(int i=1;i<=n;i++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
voi d bt ()
{//partea fixa a algoritnului}
voi d main()

#i ncl ude<i ost r eam h>

typedef int stiva[10];
int n;

stiva st;

void init(int k)
{st[k]=0;}

i nt succesor (int k)
{if (st[k]<nfk])
{st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se return 0;}
int valid(int k)
{return 1;}
int solutie(int k)
{return k==n;}
voi d tipar()
{for(int i=1;i<=n;i++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
void bt (int k)
{//partea fixa a algoritnului}
voi d mai n()

{cout<<"n="; cin>>n; {cout<<"n="; cin>>n;
for(int i=1;i<=n;i++) for(int i=1;i<=n;i++)
{cout<<"N. de elenente multinea " {cout<<"N. de elenente nultinea "
<< << " << << "
cin>nji];} cin>nfi];}
bt();} bt (1);}

Algoritmul de generare a produsului cartezian poate fi folosit si in alte probleme. De exemplu,

pentru generarea tuturor submultimilor unei multimi.
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O submultime este formata din elemente ale multimii A. Pentru simplificarea algoritmului,
vom considera multimea A={1,2,3,...,n}. Consideram multimea B={0,1}. Pentru construirea

submultimilor, pentru fiecare submultime se defineste functia [ sypmultimile | Stiva
f:A—B, astfel: daca elementul i din multimea A apartine sub- {}:é 000
multimii, atunci f(i)=1; altfel, f(i)=0. Problema se reduce la 3 001
generarea produsului cartezian B". Solutia va fi memorata in {2} 010
stiva si va avea n elemente, fiecare element k al solutiei avand {2,3} 011
valoarea 0 sau 1, cu semnificatia ca elementul k din multimea {1} 100
A apartine, respectiv nu apartine submultimii. Alaturat, sunt {1,3} 101
prezentate toate submultimile multimii {1,2,3} si continutul {1,2} 110
stivei pentru fiecare dintre ele. {1,2,3} 111

Fata de programul anterior, apar urmatoarele modificari:

- Deoarece multimile produsului cartezian sunt identice (B={0,1}), s-au modificat: sub-
programul i ni t () — initializarea nivelului k al stivei se face cu valoarea -1, cu 1 mai
mic decéat 0 — si subprogramul succesor () — elementul are succesor numai daca
este mai mic decat ultimul element din multime, 1.

- In subprogramul de afisare a solutiei, va fi afigat numarul nivelului i pentru care, in
stiva, se memoreaza valoarea 1.

Implementarea iterativa Implementarea recursiva
#i ncl ude<i ostream h> #i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100]; typedef int stival100];
int n,Kk,ev,as; int n;
stiva st; stiva st;
void init() void init (int k)
{st[k]=-1;} {st[k]=0;}
i nt succesor() i nt succesor(int k)
{if (st[k]<1) {if (st[k]<st[k-1]+1)
{st[k]=st[k]+1; return 1;} {st[k]=st[Kk]+1;return 1;}
el se return 0;} el se return 0;}
int valid() int valid() {return 1;}
{return 1;} int solutie(int k)
int solutie() {return k==n;}
{return k==n;} void tipar()
void tipar () {int i,x=0; cout<<"{";
{int i,x=0; cout<<"{"; for (i=1;i<=n;i++)
for (i=1;i<=n;i++) if (st[i]==1)
if (st[i]==1) {cout <<i <<","; x=1;}
{cout <<i <<" | "; x=1;} if (x) cout<<'\b';
if (x) cout<<'\b'; cout <<"}"<<endl ;}
cout <<"}"<<endl ;} cout <<endl ; }
void bt () void bt(int k)
{//partea fixa a algoritmului} {//partea fixa a algoritnului}
voi d mai n() voi d mai n()
{cout<<"n="; cin>>n; {cout<<"n="; cin>>n; bt(1);}
bt ()7} bservati e. Caracterul escape
"\'b' este caracterul Backspace
(sterge ultimul caracter din sir)
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Scrieti urmatoarele programe, in care sa folositi metoda backtracking pentru
@g generarea produsului cartezian.
1. Se considera n multimi de cuvinte A, fiecare multime avand n;

cuvinte. Sa se genereze toate textele de n cuvinte care se pot forma cu cuvintele din aceste
multimi, cuvantul i din text apartinand multimii A;.

2. intr-un restaurant, un meniu este format din trei feluri de mancare. Existd patru
preparate culinare pentru felul unu, cinci preparate culinare pentru felul doi si trei prepa-
rate culinare pentru felul 3. Sa se genereze toate meniurile care se pot forma cu aceste
preparate culinare.

3. Intr-un restaurant, un meniu este format din trei feluri de mancare. Exista patru preparate
culinare pentru felul unu, cinci preparate culinare pentru felul doi si trei preparate culinare
pentru felul 3. Fiecare preparat culinar are un pret si un numar de calorii. Sa se genereze
toate meniurile pe care le poate comanda o persoana, care sa nu depaseasca suma s $i
numarul de calorii c. Datele se citesc dintr-un figier text, astfel: de pe primul rand suma s si
numarul de calorii, de pe randul urmator, in ordine, pretul fiecarui preparat culinar, si de pe
ultimul rand, Tn aceeasi ordine, caloriile fiecarui preparat culinar.

4. Pentru o multime oarecare A, cu n elemente, sa se genereze toate submultimile care au
suma elementelor egalad cu s. Numarul de elemente ale multimii, elementele multimii A
si valoarea pentru suma s se citesc de la tastatura.

5. Sa se afiseze toate numerele cu n cifre (1<n<10) care au proprietatea ca sunt formate
numai din cifre pare, in ordine descrescatoare.

6. Sa se afigseze toate numerele formate din cifre distincte cu proprietatea ca suma
cifrelor este S. Valoarea variabilei S se citeste de la tastatura.

7. Sa se afigseze toate secventele de n litere (n numar natural par, citit de la tastatura)
din multimea {A,B,C,D}, secvente care se construiesc astfel: nu se asaza doua litere
identice una langa alta si trebuie sa se foloseasca exact n/2 litere A.

8. Se citesc de la tastatura un numar natural n (0<n<10) si apoi n numere naturale aj,
ap, as, ..., an. Sa se afigseze pe ecran toate posibilitdtile de a intercala intre toate cele n
numere operatorii + gi - astfel incat, evaluand expresia obtinuta, de la stanga la
dreapta, la fiecare pas, rezultatul obtinut sa fie strict pozitiv.

9. S& se rezolve — in multimea numerelor naturale — ecuatia 4x+3y+2xy=48. Indicatie.
Solutia are 2 elemente: x si y. Ele pot lua valori in intervalul [0,16]. Limita inferioara a
intervalului este 0, pentru ca numerele sunt naturale. Limita superioara s-a determinat
considerand, pe rand, situatiile limita x=0 si y=0. Consideram multimea A={0,2,3,...,16}.
Problema se reduce la generarea produsului cartezian cu conditie AxA — solutia contine
o conditie interna suplimentara: elementele ei trebuie s& verifice ecuatia.

10.Se citesc n cifre distincte si un numar natural x. Sa se genereze toate numerele care se
pot forma cu aceste cifre si sunt mai mici decat numarul x. De exemplu, pentru cifrele 0,
1 si 3 si numarul x=157, se genereaza 1, 3, 10, 11, 13, 30, 31, 33, 100, 101, 103, 110,
111, 113, 130, 131, 133. Indicatie. Se calculeazd numarul de cifre m ale numarului x.
Pentru multimea A formaté din cele n cifre, se genereaza produsele carteziene AP, cu
1<p<m. Elementele produsului cartezian sunt cifrele numarului care se formeaza.
Pentru ca un element al produsului cartezian sa fie solutie, trebuie ca primul element sa
fie diferit de O (cifra cea mai semnificativa din numar nu trebuie sa fie 0), iar numarul
format cu m cifre sa fie mai mic decat numarul x.

11.Sa se genereze toate numerele naturale, cu cel mult n cifre (n<10), care sunt formate
numai din cifre pare, n ordine strict crescatoare.
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12.S3a se genereze toate numerele naturale, cu n cifre, care contin p cifre k. Valorile pentru
n, p si k se citesc de la tastatura.

13.Se citegte un numar natural n. Sa se genereze toate numerele naturale care, reprezen-
tate in baza 2, au acelasi numar de cifre de 0 si acelasi numar de cifre de 1 ca si
reprezentarea in baza 2 a numarului n.

14.Pe un bilet exista 12 pozitii care pot fi perforate, aranjate pe 4 linii si 3 coloane. Sa se
genereze toate posibilitatile de perforare a celor 12 pozitii, astfel incét sa nu existe doua
pozitii aldturate neperforate. Indicatie. Consideram multimea A, formata din 12 elemente,
fiecare element reprezentand o pozitie care poate fi perforata, si multimea B={0,1}. Se
defineste functia f:A—B astfel: daca pozitia i este perforata, atunci f(i)=1; altfel, f(i)=0.
Problema se reduce la generarea produsului cartezian B~ — solutia contine o conditie
interna suplimentara: pozitia k care se adauga, nu trebuie sa fie neperforata (nu trebuie
sa aiba valoarea 0) daca pozitia k-1 sau pozitia k-3 este neperforata (are valoarea 0).

1.3.3.3. Generarea aranjamentelor

Se genereaza toate aranjamentele de m elemente ale multimii {1, 2, 3, ..., n}.

O solutie a problemei va fi un aranjament — si va avea m elemente. Fata de algoritmul
pentru generarea permutarilor, se modifica doar conditia prin care se verifica daca s-au
obtinut toate elementele solutiei.

Implementarea iterativa Implementarea recursiva

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100];

#i ncl ude<i ost ream h>
typedef int stival100];

int n,mk,ev, as; int n,m

stiva st; stiva st;

void init() void init(int k)
{st[k]=0;} {st[k]=0;}

i nt succesor(int k)
{if (st[k]<n)
{st[k]=st[k]+1; return 1;}

i nt succesor()
{if (st[k]<n)
{st[k]=st[k]+1; return 1;}

el se return 0;}

int valid()
{for(int i=1;i<k;i++)

if (st[k]==st[i]) return O;
return 1;}
int solutie()
{return k==m}
void tipar()
{for(int i=1;i<=nmi++)

cout<<st[i]<<" ";

cout <<endl ; }
void bt ()
{//partea fixa a algoritmului}
voi d mai n()
{cout<<"n="; cin>>n;
cout<<"me "; cin>m bt();}

el se return 0;}
int valid(int k)
{for(int i=1;i<k;i++)
if (st[k]==st[i]) return O;
return 1;}
int solutie(int k)
{return k==m}
void tipar()
{for(int i=1;i<=nmi++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
void bt(int k)
{//partea fixa a algoritnului}
voi d mai n()
{cout<<"n="; cin>>n;
cout<<"me= "; cin>m bt(1);}
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Algoritmul de generare a aranjamentelor poate fi folosit si ih alte _ _
probleme. De exemplu, pentru generarea tuturor functiilor injective. Solutia  Afisarea

Se genereaza toate functiile injective f:A—B, unde card(A)=m si 02 X _NGZ
card(B)=n. Pentru simplificarea algoritmului vom considera multi- i) 1% -
mile A={1,2,3,...,.m} si B={1,2,3,...,n}. O solutie este formata din m 13 X 12
elemente. Elementul k al solutiei reprezinta valoarea functiei f(k). f(x) | 13
Deoarece valoarea functiei f(k) apartine multimii B, in stiva se vor 21
. . . I o X 12

genera numere din multimea {1,2,3,...,n}. Din definitia functiei 0 o1
injective, f(i)#f(j), pentru orice i#. Rezulta ca, pentru ca functia sa
fie injectiva, trebuie ca m<n. Problema se reduce la generarea in 23 X |12
stiva a tuturor aranjamentelor de n elemente luate cate m. Solutiile f(x) | 23
vor fi afisate sub forma tabelului de variatie al functiei. De g4 x | 12
exemplu, daca A={1,2} si B={1,2,3}, solutile si modul in care vor fi f(x) 31
afisate sunt prezentate alaturat. —
Fata de programul anterior, nu se va modifica decéat subprogramul 32 x |12
de afisare a solutiilor t i par () . f(x) | 32
voi d tipar()
{int i; cout<<" x | ";

for (i=1;i<=mi++) cout<<i<<" "; cout<<endl;

for (i=1;i<=mi++) cout<<"----- ", cout<<endl <<"f(x)| ";

for (i=1;i<=mi++) cout<<st[i]<<" "; cout<<endl <<endl;}
voi d mai n()
{cout <<"nurmarul de elenente ale multimi A="; cin>m

cout<<"numarul de elenente ale multimi B="; cin>>n; bt();}

Scrieti urmatoarele programe, in care sa folositi metoda backtracking pentru
generarea tuturor aranjamentelor.
1. Sa se genereze toate posibilititile de aranjare pe m scaune a n per-

soane (m<n). Valorile pentru n si m si numele persoanelor se citesc dintr-un figier text.

2. Se citesc de la tastatura n cifre distincte. Sa se genereze toate numerele de m cifre
(m<n) care se pot forma cu aceste cifre — si care contin toate cele n cifre.

3. Sa se genereze toate anagramele unui cuvant, din care se elimina p litere oarecare.
Valoarea minima a numarului p este 1, iar valoarea maxima este cu 1 mai mica decat
lungimea cuvantului. Se citesc de la tastatura cuvantul si valoarea numarului p.

4. Se citesc de la tastatura n caractere distincte. Sa se genereze toate cuvintele de m carac-
tere (m<n) care se pot forma cu aceste caractere si care contin toate cele n caractere.

5. Se citeste un numar n care are m cifre. Sa se genereze toate numerele, cu cel mult m
cifre, care se pot forma cu cifrele numarului initial.

6. Dintr-o multime de n persoane, aranjate intr-un sir, se elimina p persoane. Sa se genereze
toate posibilitdtile de aranjare intr-un sir a persoanelor ramase, astfel incét fiecare persoana
sa nu aiba aceiasi vecini ca in sirul initial. Valorile pentru n si p se citesc de la tastatura.

7. Sa se genereze toate aranjamentele, de m numere, ale unei multimi de n numere oarecare
astfel incat suma elementelor generate sa fie egala cu s. Numarul de elemente ale multimii,
n, elementele multimii, valoarile pentru m si pentru suma s, se citesc de la tastatura.

8. Sa se genereze toate drapelele cu trei culori care se pot forma cu sase culori: alb, gal-
ben, rosu, verde, albastru si negru, care au in mijloc culoarea alb, verde sau rosu.
Indicatie. Solutia are 3 elemente, un element al solutiei fiind indicele din vector al unei



Tehnici de programare

culori. Se genereaza aranjamente cu conditie de 6 obiecte luate céate 3 — solutia contine o
conditie interna suplimentara fatéd de cea impusa de aranjamente: elementul 2 al solutiei
trebuie sa fie indicele culorii alb, verde sau rosu.

. Se considera n cuburi. Fiecare cub i are latura L; si culoarea cj. Sa se construiasca toate
turnurile stabile, formate cu m cuburi, astfel incat doua cuburi vecine in turn sa nu aiba
aceeasi culoare. Valorile pentru n si m si atributele celor n cuburi se citesc de la tastatura.
Indicatie. Informatiile despre cuburi se memoreaza intr-un vector de inregistrari cu n ele-
mente. Solutia are m elemente. Un element al solutiei este indicele din vector al unui cub.
Se genereaza aranjamente cu conditie de n obiecte luate cate m — solutia contine o
conditie interna suplimentara fata de cea impusa de aranjamente: cubul k care se adauga
la turn trebuie sa aiba latura mai mica decét a cubului k-1 si culoarea diferita de acesta.

1.3.3.4. Generarea combinarilor

Se genereaza toate combinarile de m elemente ale multimii {1, 2, 3, ..., n}.

O solutie a problemei va fi o combinare si va avea m elemente. Fata de algoritmul pentru
generarea aranjamentelor, apare o conditie suplimentara: aceea ca solutiile obtinute sa fie
distincte, adica doua solutii s& nu contina aceleasi numere. Pentru aceasta, se va adauga o
conditie de continuare suplimentara: valoarea de pe nivelul k trebuie sa fie strict mai
mare decét oricare dintre valorile de pe nivelele inferioare. Altfel spus, elementele solutiei
trebuie sa fie ordonate: st[1]<st[2]< ... <st[k-1]<st[k]. Conditia de continuare este indeplini-
ta daca elementul de pe nivelul k va avea o valoare strict mai mare decét valoarea elemen-
tului de pe nivelul k-1 (se initializeaza cu o valoare egala cu cea a elementului de pe nivelul
k-1) si 0 valoare mai mica decét n-m+k (se cauta succesorul pana la valoarea n-m+k).

Implementarea iterativa

Implementarea recursiva

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival[100];
int n,mk, ev, as;
stiva st;
void init()
{if (k==1) st][Kk]=0;
el se st[k]=st[k-1];}
i nt succesor()
{if (st[k]<n-mtk)
{st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se return 0;}
int valid() {return 1;}
int solutie()
{return k==m}
voi d tipar()
{for(int i=1;i<=mi ++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
void bt ()
{//partea fixa a algoritnului}
voi d main()
{cout<<"n="; cin>>n;
cout<<"me "; cin>m

bt ()}

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stiva[100];
int n,m
stiva st;
void init(int k)
{ if (k==1) st[k]=0;
el se st[k]=st[k-1];}
i nt succesor (int k)
{if (st[k]<n-mtk)
{st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se return 0;}
int valid() {return 1;}
int solutie(int k)
{return k==m}
void tipar()
{for(int i=1;i<=mi++)
cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl ; }
voi d bt (int k)
{//partea fixa a algoritnmului}
voi d mai n()
{cout<<"n="; cin>>n;
cout<<"m= "; cin>m bt(1);}
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Algoritmul de generare a combinarilor poate fi folosit in problemele de generare a
tuturor posibilitatilor de a forma din n obiecte grupuri de m obiecte care sa aiba
anumite proprietati. De exemplu, din n obiecte trebuie s& se distribuie unei persoane m
obiecte, care sa contina obligatoriu obiectul p si s nu contina obiectul g. Sa se genereze
toate posibilitatile de a forma grupuri de m astfel de obiecte. Pentru simplificare vom
considera multimea obiectelor ca fiind {1, 2, 3, ..., n}. Valorile pentru numarul de obiecte
n, numarul de obiecte din grup, m, si indicii obiectelor p si g — se citesc de la tastatura.

Deoarece obiectul p face parte obligatoriu din grupul de obiecte, el va fi memorat ca prim
element al solutiei (st [ 1] =p), iar subprogramul bt () va genera numai urmatoarele m-1
elemente ale solutiei. Se modifica si conditia de continuare a construirii solutiei (subpro-
gramul val i d()) ), deoarece obiectele p si g nu pot fi elemente ale solutiei.

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100];

int n,mp,q,Kk,ev, as;
stiva st;
void init() {if (k==2) st[k]=0; else st[k]=st[k-1];}
int succesor() {//la fel ca in exenplul anterior}
int valid()
{return st[Kk]!=p && st[k]!=q;}

int solutie() {//la fel ca Tn exenplul anterior}
void tipar() {//la fel ca in exenplul anterior}
voi d bt ()
{k=2;init();

whi l e (k>1)
/[/la fel ca Tn exenplul anterior}
voi d mai n()
{cout<<"n="; cin>>n; cout<<"n¥ "; cin>m
cout<<"p="; cin>>p; cout<<"g="; cin>>q;

st[1]=p; bt();}

Scrieti urmatoarele programe, 1n care sa folositi metoda backtracking pentru
@g generarea tuturor combinarilor.
1. Sa se genereze toate grupurile de p persoane care se pot forma din n

persoane. Informatiile se citesc dintr-un fisier text unde, pe primul rdnd, sunt scrise
valorile pentru p si n, despartite printr-un spatiu, iar pe urmatoarele randuri numele
persoanelor, cate un nume pe un rand.

2. Doua persoane Tsi impart n obiecte astfel: prima persoana ia m obiecte, iar cealalta
persoana — restul obiectelor. S& se genereze toate posibilitdtile de distribuire a celor n
obiecte intre cele doua persoane.

3. Doua persoane igi impart n obiecte. Fiecare obiect are o valoare vi. Sa se genereze
toate posibilitatile de distribuire a celor n obiecte, intre cele doua persoane, astfel Tncat
fiecare persoana sa primeasca obiecte, care sa aiba aceeasi valoare totala.

4. Doua persoane fsi impart n obiecte astfel: prima persoana ia m obiecte, iar cealalta
persoand, restul obiectelor. Fiecare obiect are o valoare vi. S& se genereze toate
posibilitatile de distribuire a celor n obiecte, intre cele doua persoane, astfel incat fiecare
persoana sa primeasca obiecte care sa aiba aceeasi valoare totala.
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5. Sa se genereze toate numerele binare de n cifre care au m cifre de 0. Indicatie. O
solutie este formata din m elemente, un element fiind pozitia din numar in care se poate
gasi cifra 0 — exceptand prima pozitie.

6. Din n obiecte date, sa se genereze toate grupurile de m obiecte care Tndeplinesc
urmatoarele conditii:

contin exact p obiecte precizate;

nu contin nici unul din p obiecte precizate;

contin numai un obiect din p obiecte precizate;

contin cel putin un obiect din p obiecte precizate;

contin exact g obiecte din p obiecte precizate;

contin exact q obiecte din p obiecte precizate si nu contin r obiecte precizate;

contin exact q obiecte din p obiecte precizate si nu contin s obiecte din r obiecte

precizate.

@~ ooo0 oy

1.3.3.5. Generarea tuturor partitiillor unui numar natural

O partitie @ unui numar natural nenul n este o descompunere a NuU- [4=1+1+1+1 (m=4)
marului n in suma de m numere naturale nenule. Solutile care nu |4=1+1+2 (m=3)
difera decét prin ordinea termenilor nu sunt considerate distincte. [4=1+3 (m=2)
Alaturat sunt prezentate toate partitile numarului 4. 4=2+2 (M=2)

O solutie a problemei va fi formata din m elemente a caror suma este 4=4 (m=1)

egala cu numarul n. Elementele solutiei reprezinta termenii unei descompuneri. Numarul de
elemente ale unei solutii (m) este egal cu valoarea varfului stivei k atunci cand s-a obtinut
solutia. Solutia se obtine atunci cand suma elementelor din stiva este egala cu n. Altfel
spus, solutia se obtine atunci cAnd suma s=st[1]+st[2]+ ... +st[k-1]+st[k] are valoarea n.
Pentru a evita repetarea aceleiasi descompuneri, valoarea de pe nivelul k trebuie sa fie mai
mare sau egala cu oricare dintre valorile de pe nivelele inferioare. Altfel spus, elementele
solutiei trebuie sa fie ordonate: st[1]<st[2]< ... <st[k-1]<st[Kk]. Aceasta conditie este
indeplinita daca elementul de pe nivelul k va avea o valoare mai mare sau egala cu
valoarea elementului de pe nivelul k-1 (se initializeaza cu o valoare mai mica cu 1 decéat
cea a elementului de pe nivelul k-1) si o valoare mai mica decét diferenta dintre numarul n
si suma termenilor descompunerii gasiti pana la nivelul k, s=st[1]+st[2]+ ... +st[k-1].

Conditia de continuare este ca suma termenilor generati, s, sa fie mai mica sau egala
cu n (s<n), o solutie completa obtinandu-se atunci cand s=n. Initial, suma s are valoarea
0 si ea trebuie actualizata in permanenta. Exista doua cazuri de actualizare:

- Atunci cand se adauga in stiva un nou termen, acesta se adauga si la suma. Altfel
spus, daca succesorul gasit poate fi element al solutiei (prin adaugarea lui la suma
aceasta nu va depasi valoarea numarului n), atunci el se adauga la suma. Actuali-
zarea sumei se va face in subprogramul val i d() (termenul se adauga la suma
numai daca face parte din descompunere): s+=st [ k] .

- Atunci cand se coboara in stiva, trebuie scazute din suma doua valori: valoarea
elementului din varful stivei (k) si valoarea elementului de pe nivelul precedent (k-1).
Deoarece in stiva se coboara intotdeauna dupa ce s-a obtinut o solutie completa si nu
se mai poate gasi un element pentru nivelul k cu care sa se continue dezvoltarea
solutiei, scaderea din suma a termenului curent se va face dupa ce se afiseaza o
solutie completa in subprogramul ti par(): s-=st[k], iar scaderea din suma a
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termenului precedent se face in subprogramul succesor (), atunci cand nu se
gaseste succesor pentru elementul din varful stivei: — s- =st [ k- 1] .

Implementarea iterativa Implementarea recursiva
#i ncl ude<i ostream h> #i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100]; typedef int stival100];
int n,s=0,Kk, ev, as; int n,s=0;
stiva st; stiva st;
void init () void init (int k)
{if (k==1) st[Kk]=0; {if (k==1) st[k]=0;
el se st[k]=st[k-1]-1;} el se st[k]=st[k-1]-1;}
i nt succesor() i nt succesor(int k)
{if (st[k]<n-s) {if (st[k]<n-s)
{st[k]=st[k]+1; return 1;} {st[k]=st[k]+1; return 1;}

el se {s-=st[k-1]; return 0;}} el se {s-=st[k-1]; return O;}}
int valid() int valid(int k)
{if (s+st[k]<=n) {if (s+st[k]<=n)

{s+=st[k]; return 1;} {s+=st[k]; return 1;}
el se return 0;} el se return 0;}

int solutie() int solutie(int k)
{return s==n;} {return s==n;}
void tipar() void tipar(int k)
{for(int i=1;<k;i++) {for(int i=1;<k;i++)

cout<<st[i]<<"+ "; cout<<st[i]<<"+ ";
cout <<st [ k] <<endl ; cout <<st [ k] <<endl ;
s-=st[k];} s-=st[k];}
void bt () void bt (int k)
{//partea fixa a algoritmului} {//partea fixa a algoritnului}
voi d mai n() voi d mai n()
{cout<<"n="; cin>>n; bt();} {cout<<"n="; cin>>n; bt(1);}

Algoritmul de generare a tuturor partitilor unui numar natural poate fi folosit si In alte
probleme. De exemplu, generarea tuturor posibilitatilor de plata a unei sume cu
bancnote de valori date.

PrE)bIema se reduce la generarea tuturor partitilor unui nu- Se—EreTE e (m=5)
mar patural nenuJ suma, o partitie fiind o descompunere a |55 — 51515410 (m=4)
numarului suma in suma de m numere naturale, nenule, cu | o5 = 5410+10 (m=3)
valori apartindnd multimii A={aj,az, ..., an}. Alaturat, sunt
prezentate toate partitile sumei 25 pentru bancnote cu valori apartinand multimii A={5,10}.

Fata de problema anterioara, apar urmatoarele modificari:

- Deoarece suma suma se descompune in valori precizate, apartinand multimii A,
aceste valori se memoreaza in vectorul a, care are lungimea logica n (numarul de
valori ale bancnotelor).

- Un element al solutiei este indicele valorii bancnotei din vectorul a, adica un element
din multimea {1,2, ..., n}.

- O solutie a problemei va fi formata din m elemente, alese astfel incat suma valorilor
bancnotelor corespunzatoare lor sa fie egalda cu numarul suna. Altfel spus, solutia se
obtine atunci cand suma s=a[st[1]]+a[st[2]]+ ... + a[st[k-1]]+ a[st[K]] are valoarea suma.
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-> Conditia de continuare este ca suma valorilor termenilor generati, s, sa fie mai mica
sau egala cu sunma (s<sumay), o solutie completa obtindndu-se atunci cand s=suma.
Atunci cand se urca in stiva, se aduna la suma valoarea bancnotei cu indicele k:
s+=a[ st [Kk] ], iar cand se coboara in stiva, se scade din suma valoarea bancnotei
cu indicele k: s-=a[ st[k]] sivaloarea bancnotei cu indicele k-1: s+=a[ st [ k-1]] .

- Deoarece este posibil ca — pentru anumite valori ale sumei surma si ale valorilor
bancnotelor — s& nu existe nici o solutie, se foloseste variabila de tip logic est e, care
are valoarea 1 (true), daca exista cel putin o solutie, si O (false), in caz contrar.

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100];
int n,k,ev,as,s=0, suma, este=0, a[ 10] ;
stiva st;
void init ()
{if (k==1) st[k]=0;
el se st[k]=st[k-1]-1;}
i nt succesor ()
{if (st[k]l<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;}
el se {s-=a[st[k-1]]; return 0;}}
int valid()
{if (s+a[st[k]]<=summ) {s+=a[st[k]]; return 1;}
el se return 0;}
int solutie()
{return s==sunm; }
void tipar()
{int i,j,p,este=1;
for (i=1;i<=n;i++)

{for(j=1,p=0;j<=k;j++) if (i==st[j]) p++
if (p!'=0) cout<<p<<"*"<<a[i]<<" + ";}
cout<<'\b'<<'\b'<<" "<<endl; s-=a[st[k]];}
void bt() {//partea fixad a algoritmului }

voi d mai n()

{cout<<"n="; cin>>n;
for (int i=1;i<=n;i++)
{cout <<"Val oare bancnota "<<i<<": "; cin>>a[i];}
cout<<"suma= "; cin>>sum; bt();
if (leste) cout<<"lnposibil"; }

Scrieti urmatoarele programe, in care sa folositi metoda backtracking pentru
generarea tuturor partitiior unui numar natural.
1. Sa se genereze toate descompunerile unui numar natural n n

numere naturale distincte.

Sa se genereze toate descompunerile unui numar natural n in numere prime.

Sa se genereze toate descompunerile unui numar natural n in suma de 3 si 5.

4. O bara are lungimea L. Se considera n repere de lungimi diferite. Sa se genereze toate
posibilitatile de a taia bara dupa reperele existente, fara sa ramana rest la taiere, un
reper putand fi folosit de mai multe ori. Se poate ca unele repere sa nu fie folosite Se
citesc dintr-un fisier text, de pe primul rand, lungimea barei — L si numarul de repere —n,
iar de pe urmatorul rand, reperele. Numerele de pe un rand sunt separate prin spatiu.

w N
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5. Pentru realizarea unui chestionar exista n intrebari, fiecare intrebare avand un punctaj.
Numarul de ntrebari si punctajul fiecarei intrebari se citesc dintr-un figier text. Sa se
genereze toate chestionarele care au intre a si b intrebari distincte si un punctaj total
intre p si q puncte. Valorile pentru a, b, p si gq se citesc de la tastatura.

6. Sa se gaseasca modalitatea de plata a unei sume cu un humar minim de bancnote cu valori
date.

1.3.3.6. Generarea tuturor partitiilor unei multimi
O partitie a unei multimi A este formata din multimile nevide disjuncte A;j a caror reuniune

este multiimea A: BAi =A si A|(JA; =@ pentru orice i,j = 1+m.
i=1
Pentru simplificarea algoritmului vom considera multimea A={1,2,3, ...,n}. O partitie va fi
formata din m multimi, cu 1<m<n. Solutia va fi memorata in stiva si va avea n elemente,
fiecare element k al solutiei reprezentand multimea i (1<i<n) careia ii apartine elementul k din
multimea care se partitioneaza: st[k]=i Thseamna ca elementul k din multimea A face parte
din multimea i a partitiei. In cadrul unei partitii nu intereseaza ordinea in care apar elementele
multimii A. Cel mai mare numar care va fi generat n stiva reprezinta numarul de multimi m in
care a fost descompusa multimea A. In plus, numerele generate in stiva trebuie s& apartina
unei multimi de numere consecutive care incepe cu 1, deoarece
partitia nu contine multimi vide. Aldturat, sunt prezentate toate
partitile multimii {1,2,3} si continutul stivei pentru fiecare dintre ele. n
exemplu, nu exista solutia 1 3 3 deoarece aceste valori nu apartin {1, 2} {3} 112
unei multimi de numere consecutive (nu se poate ca un element din {i' 3% {:23} 1 g %
multimea A sa apartind multimii A1, si alte doua elemente multimii {{1}}{{2}’{3}} 123
Az deoarece ar Tnsemna ca multimea Az este vida).

Partitiille | Stiva
{1,2,3} 111

Conditia de continuare este asigurata prin modul in care este ales succesorul st[k]<k,

ceea ce inseamna ca elementul k din multimea A nu poate apartine decét unei partitii al carei

numar este mai mic sau cel mult egal cu numarul de ordine al elementului. Altfel spus, daca

pana la nivelul k numarul maxim atribuit pentru o partitie este i, acest numar reprezentand

numarul de multimi ale partitiei care exista in solutia partiala, pe nivelul k+1 elementul poate

avea una dintre urmatoarele valori:

- Orice valoare de la 1 la i, ceea ce inseamna ca elementul k+1 din multimea A se
adauga la una dintre multimile care exista deja.

- Valoarea i+1, ceea ce inseamna ca elementul k+1 din multimea A va genera o noua
multime Tn partitie.

Implementarea iterativa Implementarea recursiva
#i ncl ude<i ostream h> #i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival[100]; typedef int stiva[100];
int n,Kk,ev,as; int n;
stiva st; stiva st;
void init() {st[k]=0;} void init (int k) {st[k]=0;}
i nt succesor() i nt succesor (int k)
{if (st[k]<st[k-1]+1) {if (st[k]<st[k-1]+1)
{st[k]=st[k]+1; return 1;} {st[k]=st[k]+1;return 1;}
el se return 0;} el se return 0;}
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int valid() {return 1;}
int solutie()
{return k==n;}
voi d tipar()
{int i,j,mx=st[1];
for(i=2;i<=n;i++)

if (st[i]>max) max=st[i];
for (i=1;i<=nmax;i++)

{cout <<" {";

for (j=1;j<=n;j++)

if (st[j]==i) cout<<j<<",";

cout<<'\b'<<"} ";}
cout <<endl ; }
voi d bt ()
{//partea fixa a algoritnului}

int valid() {return 1;}
int solutie(int k)
{return k==n;}
voi d tipar()
{int i,j,mx=st[1];
for(i=2;i<=n;i++)
if (st[i]>max) nmax=st[i];
for (i=1;i<=max;i++)
{cout <<"{";
for (j=1;j<=n;j++)
if (st[j]l==i) cout<<j<<",";
cout<<'\b'<<"} ";}
cout <<endl ; }
voi d bt (int k)
{//partea fixa a algoritnmului}

voi d main()

{cout<<"n=";

voi d mai n()

{cout<<"n=";

ci n>>n;

bt ()}

ci n>>n;

bt (1)}

citesc de la tastatura.

Scrieti urmatoarele programe, in care sa folositi metoda backtracking pentru
generarea tuturor partitilor unei multimi. Se considera multimea A, cu n
numere Tntregi. Valorile pentru n si m si pentru elementele multimii A se

1. Sa se genereze toate partitile multimii A formate din doua submultimi care au suma

elementelor egale.
2. Sa se genereze toate partitiile multimii A formate din m submultimi.

3. Sa se genereze toate partitile multimii A formate din submultimi care au acelagi numar

de elemente.

1.3.3.7. Generarea tuturor functiilor surjective

Se genereaza toate functiile surjective f:A—B unde card(A)=m si
card(B)=n. Pentru simplificarea algoritmului vom considera muilti-
mile A={1,2,3,....m} si B={1,2,3,...,n}. O solutie este formata din m
elemente. Elementul k al solutiei reprezinta valoarea functiei: f(k).
Deoarece valoarea functiei f(k) apartine multimii B, in stiva se vor
genera numere din multimea {1,2,3,...,n}. Din definitia functiei
surjective, trebuie ca, pentru orice jeB, sa existe ieA, astfel incét
f(i)=j. Rezultéd ca — pentru ca functia sa fie surjectivd — trebuie ca
n<m. Problema se reduce la generarea in stiva a tuturor elemen-
telor produsului cartezian B" din care vor fi considerate solutii
numai cele care contin toate elementele din multimea B. Solutiile
vor fi afigate sub forma tabelului de variatie a functiei. De
exemplu, daca A={1,2,3} si B={1,2}, solutile si modul in care vor fi
afisate sunt prezentate alaturat.

Conditia de continuare este asigurata prin modul in care este ales
succesorul ca element din multimea B, singurul caz special fiind al
elementului care se adauga pe ultimul nivel din stiva (m). Prin adau-
garea acestui element, trebuie ca 1n stiva sa existe toate elementele

Solutia  Afisarea
112 X 123
f(x) 1112
121 X 123
f(x) 1121
122 X 123
f(x) 1122
211 X |123
f(x) 1211
221 X |123
f(x) 1221
212 X |123
f(x) 1212
221 X |123
f(x) 1221
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multimii B. Aceasta conditie este verificata prin functia surj ectiva() care furnizeaza un
rezultat logic: 1 (true), daca in stiva exista toate cele n elemente ale multimii B, si O (false), in

caz contrar.
Implementarea iterativa

Implementarea recursiva

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stival100];
int n,mk, ev, as;
stiva st;
int surjectiva()
{int i,j,x;
for (j=1;j<=n;j++)
{for (i=1,x=0;i<=m && !Xx;i++)
if (stl[i]l=F) x=1;
if (!'x) return 0O;}
return 1;}
void init() {st[k]=0;}
i nt succesor()
{if (st[k]<st[k-1]+1)
{st[k]=st[k]+1;
el se return 0;}
int valid()

return 1;}

if (!surjectiva()) return O;
return 1;}

int solutie()
{return k==m1}
voi d tipar()
{int i; cout<<" x | ";

for (i=1;i<=mi++) cout<<i<<
cout <<endl ;

for (i=1;i<=mi++) cout<<"----- ;
cout <<endl <<"f(x)| ";

for (i=1;i<=mi++) cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl <<endl ; }

voi d bt ()

{//partea fixa a algoritnului}
voi d main()
{cout <<"el enent e

multinmea A= ";

#i ncl ude<i ostream h>
typedef int stiva[100];
int n,m
stiva st;
int surjectiva()
{int i,j,x;
for (j=1;j<=n;j++)
{for (i=1,x=0;i<=m && !Xx;i ++)
if (stli]l==) x=1;
if (!x) return O;}
return 1;}
void init (int k) {st[k]=0;}
i nt succesor (int k)
{if (st[k]<st[k-1]+1)
{st[k]=st[k]+1;return 1;}
el se return 0;}
int valid(int k)

{if (k==m
if (!surjectiva()) return O;
return 1;}

int solutie(int k)

{return k==n;}

voi d tipar()

{int i; cout<<" x | ";
for (i=1;i<=mi++) cout<<i<<" ";
cout <<endl ;
for (i=1;i<=mi++) cout<<"----- ;
cout <<end| <<"f(x)| ";
for (i=1;i<=mi++) cout<<st[i]<<" ";
cout <<endl <<endl ; }

void bt (int k)

{//partea fixa a algoritnului}

voi d mai n()

{cout<<"elenente nultimea A= ";

ci n>>m ci n>>m
cout<<"el emente multinea B= "; cout<<"el enente nmultinmea B= ";
cin>>n; bt();} cin>>n; bt(1);}

Scrieti urmatoarele programe, in care sa folositi metoda backtracking pentru
generarea tuturor functiilor surjective.
1. Se citesc de la tastatura n cifre distincte. Sa se genereze toate nu-

merele de m cifre (n<m) care se pot forma cu aceste cifre si care contin toate cele n cifre.
2. Se citesc de la tastatura n caractere distincte. Sa se genereze toate cuvintele de m carac-
tere (n<m) care se pot forma cu aceste caractere si care contin toate cele n caractere.
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3. Profesorul de informatica a pregatit m teme, pentru proiecte pe care trebuie sa le repar-
tizeze celor n elevi din clasa (m<n), astfel incat nici o tema de proiect s& nu ramana
nerepartizatad. Sa se genereze toate solutiile de repartizare a temelor pentru proiect.

4. O bara are lungimea L. Se considera n repere de lungimi diferite. Sa se genereze toate
posibilitatile de a taia bara dupa reperele existente, fara sa ramana rest la taiere, fiecare
reper fiind folosit cel putin o data. Se citesc dintr-un figier text, de pe primul rand,
lungimea barei — L si numarul de repere — n, iar de pe urmatorul rand, reperele.
Numerele de pe un rénd sunt separate prin spatiu.

5. Sa se genereze toate constructiile corecte de paranteze ( si ); n este numar par si se
citeste de la tastatura. De exemplu, pentru n=6, constructiile (())() si ()(()) sunt corecte,
iar constructia ())(() nu este corecta. Indicatie. Se genereaza functiile surjective f:A—B
unde A = {1,2,3,...,n} = multimea pozitilor ocupate de paranteze, si B = {0,1} = multimea
parantezelor — (=0 si )=1 — care indeplinesc urmatoarele conditii:

- f(1)=0 si f(n)=1 (expresia incepe cu paranteza deschisa si se termind cu o paranteza
nchisa).

-> Numarul de valori 0 ale functiei si numarul de valori 1 ale functiei sunt egale cu n/2
(numarul de paranteze deschise este egal cu numarul de paranteze inchise).

- In timpul construirii solutiei, nu trebuie ca numarul de valori 1 ale functiei sa fie mai mare
decat numarul de valori O generate pana la acel moment (numarul de paranteze inchise
este intotdeauna cel mult egal cu numarul de paranteze deschise).

1.3.3.8. Problema celor n dame

Se genereaza toate posibilitatile de aranjare, pe o tabla de sah, cu dimensiunea nxn, a n
dame care sa nu se atace Intre ele. Damele se pot ataca intre ele pe linie, pe coloana si
pe diagonala.

s s < > . . 8

Se observa ca fiecare dama trebuie sa fie plasata singura 7
pe o coloana, ca sa nu se atace intre ele. Solutia proble- 6
mei este datd de multimea cu n elemente {x1, X2, ..., Xn}
care se memoreaza in stiva. Elementul solutiei Xy 5
reprezintd numarul liniei Tn care se asaza dama din 4
coloana k, si se memoreaza pe nivelul k al stivei st. De 3
exemplu, pentru n=8, o solutie este S={4,8,1,5,7,2,6,3} si 2
damele sunt aranjate pe tabla de sah ca in figura 1
alaturata. 12345678
Date fiind coordonatele i,j, de pe tabla de
sah ale pozitiei unei dame care a fost C
asezata anterior (linia i este memorata pe i+p Kk
nivelul j in stiva — i=st[j]), ca ea sa nu atace i p
dama care urmeaza sa fie pusa in coloana k :
— trebuie sa fie indeplinite urmatoarele A B;
conditii interne: e |k
- Dama din coloana k nu trebuie sa se : :

gaseasca pe linia i.
- Dama din coloana k nu trebuie sa se ga- W

seasca pe diagonala cu dama din coloa- i-p, k

na j, adica triunghiul ABC nu trebuie sa :

fie isoscel. Pentru ca triunghiul ABC sa
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nu fie isoscel, conditia pe care trebuie s o indeplineascé dama din coloana k se
poate exprima astfel: oricare ar fi j<k, xj # Xk $i [xk — Xj| # k.

Aceste conditii interne ale solutiei trebuie s& se regaseasca in conditia de continuare a
solutiei — care se verifica in subprogramul val i d() : st[jl=st[k] si abs(st[Kk]-st[j])#k—],
pentru orice j#k.

#i ncl ude<i ostream h>

#i ncl ude<mat h. h>

typedef int stiva[100];

int n,Kk,ev,as;

stiva st;

void init() {st[k]=0;}

i nt succesor ()

{if (st[k]l<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;}

el se return 0;}
int valid()
{for(int i=1;i<k;i++)
if (st[Kl==st[i] || abs(st[K]-st[i])==k-i) return O;

return 1;}

int solutie() {return k==n;}

voi d tipar()

{for(int i=1;i<=n;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<endl;}
void bt() {//partea fixa a algoritmului }

void main() {cout<<"n="; cin>>n; bt();}

Sé se genereze toate posibilititile de aranjare, pe o tabla de sah, cu
@ dimensiunea nxn, a n nebuni, care sa nu se atace intre ei. Nebunul se
poate deplasa numai pe diagonala.

1.3.3.9. Parcurgerea tablei de sah cu un cal

Se cauta toate posibilitatile de parcurgere a tablei de sah prin saritura calului, fara a trece
de doua ori prin aceeasi pozitie. Tabla de sah are dimensiunea nxn, iar pozitia initiala a
calului este data de i — numarul liniei si j — numarul coloanei. Se citesc de la tastatura
valorile pentru n, i sij.

Solutia problemei este data de multimea cu nxn elemente {X1, X2, ..., Xnxn} care se
memoreaza in stiva. Elementul solutiei xx reprezinta coordonatele i si j ale patratului in
care se deplaseaza calul la mutarea k — si se memoreaza pe nivelul k al stivei st. Pentru
a inregistra traseul strabatut de cal, elementele stivei vor fi de tip nregistrare cu doua
campuri, X si'y, corespunzatoare celor doua coordonate ale patratului.

struct element{int x,y;};
typedef el enent stival 100];
stiva st;

Stiva va avea dimensiunea nxn, corespunzatoare parcurgerii intregii table de sah
(kmax=nxn), si va contine, in ordine, coordonatele tuturor patratelor de pe traseul de
parcurgere: st[1].x si st[1].y corespund primei poziti de pe tabla, st[2].x si
st[ 2] .y corespund celei de a doua pozitii de pe tabla, ..., st[nxn].x sist[n«n].y
corespund ultimei pozitii de pe tabla.
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De exemplu, pentru n=5 — gi ca pozitie de pornire patratul de pe linia 1 si coloana 1 — 0
solutie va avea 25 de elemente. Prima dintre solutiile obtinute este prezentatd mai jos:

Ordinea de ocupare atablei de sah
Solutia 11 1 |16 (21|10 | 25

1132 51 43 55 212011 |24 |15 | 22

34 42 54 35 14

22 41 53 45 24 317 2 19| 6 | 9

1,2 3,1 5,2 3,3 2,1

13 25 44 23 15 412y r)4)2814
5 18(13| 8 | 5

1 2 3 4 5

Data fiind o pozitie curenta i,j a

traseului, variantele posibile 4 3

pentru urmatoarea pozitie a L i+2, j+1

calului pe tabla de sah sunt 5 2
prezentate alaturat. i+1, j-2 i+1, j+2

Se observa ca exista 8 variante e e L N ) e
posibile pentru continuarea dru-

mului. Coordonatele urméatoru- 6 1
lui patrat de pe tabla de sah in P

care poate sari calul, pentru 7 8

fiecare dintre cele 8 variante,
sunt prezentate in tabel.

In vectorul p, de dimensiune nxn

Varianta Coordonate Varianta Coordonate © r X
se pastreaza varianta care s-a ales

1 i-1, j+2 5 i+1, j-2

2 i+1, j+2 6 i1, j-2 pentru continuarea drumului. Ele-
3 i+2'j+1 7 i—2’j—1 mentele sale sunt de tip intreg.
4 i+2 i-1 8 i-2'j+1 Elementul k din vector arata care

dintre cele 8 variante s-a ales
pentru a ajunge de la pozitia k-1 la pozitia k Orice element k al vectorului trebuie sa
indeplineasca urmatoarea conditie: 1< p [k] < 8.

Fiecare dintre cele 8 variante de deplasare din patratul k-1 in patratul k inseamna
adaugarea unei constante de deplasare la coordonata x, respectiv y, a patratului k-1.
Aceste constante sunt memorate in vectorul d (pentru varianta O, care nu exista, depla-
sarea este 0):

element d[9]={{0,0},{-1,2},{1,2},{2 1},{2,-1},{1,-2},{-1,-2},{-2,-1},{- 2, 1}};

Variabila logica est e se foloseste pentru a sti daca s-a gasit cel putin o solutie (de
exemplu, pentru n=4 problema nu are solutii). Este initializata cu valoarea 0 (nu s-a gasit
nca nici o solutie). Va lua valoarea 1 (s-a gasit o solutie) Tn subprogramul t i par () care
se executd numai daca s-a gasit o solutie a problemei.

Subprogramele
- Subprogramul i ni t (). Se initializeaza varianta cu care se trece din patratul k-1 in
patratul k, adica elementul k din vectorul p: p[ k] =0.
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>

>

Subprogramul succesor () . Se considera ca mai exista o posibilitate de continuare a
construirii solutiei pe nivelul k daca mai exista o variantd de mutare din patratul k-1 n
patratul k, adica daca p[ k] <8. Daca mai exista o varianta de mutare, pe nivelul k din
stiva, se trece la aceasta varianta (p[ k] =p[ k] +1) si se inregistreaza coordonatele
patratului k, care se vor obtine prin adaugarea, la coordonatele patratului k-1, a
deplasarilor corespunzatoare acestei variante (st [ k] . x=st[ k- 1] . x+d[ p[ k] ] . x i
st[k].y=st[k-1].y+d[p[Kk]]. V).

Subprogramul val i d() . Se considera ca patratul k in care s-a ajuns poate fi conside-
rat ca este bun pentru a continua construirea solutiei, daca coordonatele sale nu sunt
n afara tablei de sah (coordonatele st [ k] . x sist[K] .y iau valori in intervalul [1,n])
si prin patratul k nu s-a mai trecut (se verifica daca n stiva, pe nivelurile anterioare, nu
mai exista un patrat cu coordonatele patratului k).

- Subprogramul sol uti e() . Se verificad daca a fost parcursa toata tabla de sah, adica

daca varful stivei k are valoarea n=n.

- Subprogramul bt () . Deoarece coordonatele primului patrat nu trebuie modificate,

primului element al solutiei (k=1) i se atribuie coordonatele Tn subprogramul mai n(),
iar in subprogram se va incepe cu initializarea nivelului 2 din stiva (k=2); cautarea
tuturor solutiilor se va face pana cénd varful stivei coboara pana la primul element al
solutiei: whi | e (k>1) .

#i ncl ude<i ostream h>
struct elenent{int x,y;};
element d[9]={{0,0},{-1,2},{1,2},{2 1},{2,-1},{1,-2},{-1,-2},{-2,-1},{-2, 1} };
int n,Kk,ev,as,p[100], est e=0;
typedef el enent stiva[ 100];
stiva st;
void init() {p[k]=0;}
i nt succesor()
{if (p[k]<8)
{p[ k] =p[ k] +1; st[k].x=st[k-1].x+d[p[k]]. X;
st[Kk].y=st[k-1].y+d[p[k]].y; return 1;}
el se return 0;}
int valid()
{if (st[Kk].x<l || st[Kk].y<l || st[k].x>n || st[k].y>n) return O;
for (int i=1;i<k;i++)
if (st[Kk].x==st[i].x && st[k].y==st[i].y) return O;
return 1;}
int solutie() {return k==n*n;}
void tipar()
{int i; este=1;
for (i=1;i<=n*n;i++) cout<<st[i].x<<","<<st[i].y<<" ";
cout <<endl ; }
void bt ()
{k=2; init();
whil e (k>1)
{as=1; ev=0;
whil e(as && !ev)
{as=succesor () ;
if(as) ev=valid();}
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i f(as)
if(solutie()) tipar();
el se {k++; init();}

el se k--;}}
voi d main()
{int i,j; cout<<"n="; cin>>n;
cout<<"linia de pornire "; cin>>i; st[1].x=i;
cout <<"col oana de pornire "; cin>>j; st[1].y=j; bt();
if (leste) cout<<"Nu exista solutii";}

Observatie. Daca se doreste numai afigsarea primei solutii, cdutarea solutiei se face
pana cand variabila est e trece de la valoarea 0 (nu s-a gasit solutie) la valoarea 1 (s-a
gasit solutie), modificAndu-se in subprogramul bt() conditia de terminare a cautarii tuturor
solutiilor (in loc dewhi l e (k>1) sevascriewhile (k>1 & !este)).

Sa se genereze toate posibilitatile de aranjare pe o tabla de sah, cu
dimensiunea nxn, a n cai care sa nu se atace intre ei.

1.3.3.10. Generarea tuturor solutiilor de iesire din labirint

Se cauta toate posibilitatile unui traseu printr-un labirint, ntre doua pozitii, initiala si finala,
fara a se trece de doua ori prin aceeasi pozitie. Labirintul are dimeniunea nxm. Pozitia
initiala este data de x1 — numarul liniei — si y1 — numarul l Plecare

coloanei — care se comunica de la tastatura. Pozitia finala !

corespunzatoare iesirii din labirint este data de x2 — numarul i
liniei — si y2 — numarul coloanei — care vor fi determinate Tn |

urma gasirii traseului. Deplasarea in labirint se poate face

numai ortogonal (pe verticala si orizontala), nu si pe diagonala. I

Solutia problemei este data de multimea cu t elemente {x1, X2,
..., Xt} care se memoreaza in stiva. Numarul de elemente ale
solutiei depinde de solutia gasita. Elementul solutiei xx repre- ;
zinta coordonatele i si j ale patratului Tn care se deplaseaza o I | |
persoana in labirint si se memoreaza pe nivelul k al stivei st. Sosire ¥
Pentru a Tnregistra traseul strabatut, elementele stivei vor fi de

tip Tnregistrare cu doua campuri, X si y, corespunzatoare celor doua coordonate ale
patratului. Stiva va avea dimensiunea t

corespunzatoare parcurgerii intregului traseu,

de la patratul de plecare pana la patratul de 1 Nord
sosire, si va contine, In ordine, coordonatele i-1,

tuturor patratelor de pe traseul de parcurgere: 4

st[1].x sist[1].y corespund patratului de “\/est | Est
plecare, st[ 2] . x si st[2].y corespund celui A+ 0 r 2
de al doilea patrat in care se trece, ..., i,j-1 | i, j+1
st[t].x sist[t].y corespund pétratului de v

sosire, prin care se iese din labirint. 3

Daté find o pozitie curentd ij a traseului, i+1,] [Sud
variantele posibile pentru urmatoarea pozitie

sunt prezentate alaturat.
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Se observa ca exista 4 variante posibile pentru continuarea drumului. Coordonatele
urmatorului patrat de pe traseu in care poate sa treaca persoana, pentru fiecare dintre
cele 8 variante, sunt prezentate in tabel.

In vectorul p, de dimensiune nxm, se pastreaza varianta
care s-a ales pentru continuarea drumului. Elementele sale

Varianta Coordonate

; :+1+i sunt de tip intreg. Elementul k din vector arata care dintre
3 i’+11 ; cele 4 variante s-a ales pentru a ajunge de la pozitia k-1 la
4 i JlJ pozitia k Orice element k al vectorului trebuie sa inde-

plineasca urmatoarea conditie: 1< p [k] < 4.

Fiecare dintre cele 4 variante de deplasare din patratul k-1 in patratul k Thseamna
adaugarea unei constante de deplasare la coordonata x, repsectiv y, a patratului k-1.
Aceste constante sunt memorate ih vectorul d (pentru varianta O, care nu exista,
deplasarea este 0):

element d[ 5] ={{0,0},{-1,0},{0,1},{1,0},{0,-1}};

Deoarece din patratul k-1 se poate trece in patratul k, gasit pe una dintre cele patru
directii de deplasare numai daca cele doua patrate comunica (exista un culoar ntre ele)
trebuie gasita o metoda de descriere a labirintului printr-o matrice L cu dimensiunea nxm.
Vor fi prezentate doud metode de reprezentare a labirintului.

Varianta 1 Nord: cale blocat;
Fiecare element al matricei L corespunde a patra cifra: 0
unui patrat din labirint si memoreaza infor-
matii despre migcarile care pot fi executate
n patrat. Fiecarui patrat i se atribuie un sir Vest: Est:
de patru cifre binare, care va fi construit e jibers; < m—p cale libers;
dupa urmatoarele reguli: prima cifra: 1 a treia cifra: 1
- prima cifra: are valoarea 1, daca se
poate executa un pas spre Vest;
- a doua cifra: are valoarea 1, daca se
poate executa un pas spre Sud; Sud: cale blocata;
- a treia cifr&: are valoarea 1, daca se a doua cifra: 0
poate executa un pas spre Est;
-> a patra cifra: are valoarea 1, daca se poate executa un pas spre Nord.

Pentru patratul din exemplu este Elementul matricei corespunzator patratului
prezentatd aldturat valoarea ele- /1 (\‘
mentului care i se asociaza in ma- f K

tricea L. Sirul de patru cifre binare prima cifra a patra cifra
formeaza un numar binar, care va fi adouacifra  atreiacifra
transformat intr-un numar zecimal.

0011 /111010101010 |1010|1010)1100 | 0100 3 [14|10|10({10|10|12| 4
0100 | 0101 { 0010 | 1010 | 1010|1100 ) 0111 | 1001 4(5|2]10(10(12| 7|9
0101 | 0111 {1010 {1010 | 1100|0101 ) 0011 | 1100 5(7]10]|10(12| 5| 3 |12
0111|1001 )0010|1100)0101 001111101001 71912112(5]|3(14(9
0111 {1110 [ 1000 | 0101 | 0111|1100 {0011 [1000—¥ 7 (14| 8|5 |7 [10[ 3|8
0111 |1001)0010|1101)0111 10111010 |1000 7(1912(13]7]11)10| 8
0011 |1000) 0010|1011 )1011 10101010 |1100 3[8]2]11]11)10]10)12
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Pentru a simplifica verificarea conditiei de iegire din labirint, matricea L este bordata cu o
valoare pe care nu o poate lua nici unul dintre elementele ei (de exemplu, valoarea 16).

Matricea L are 7 linii i 8 coloane.

Sol

prin care se trece:

Subprogramele

>

>

utia obtinutd va afisa coordonatele patratelor

Solutia
1,1 1,2 2,2 3.2 3,3
3.4 3,5 4,5 5,5 6,5
7,5 7,6 7,7 7.8

Subprogramul i ni t (). Se initializeaza varianta 1 2 3 456 7 8
cu care se trece din patratul k-1 Tn patratul k, adica elementul k din vectorul p: p[ k] =0.
Subprogramul succesor () . Se considera ca mai exista o posibilitate de continuare a
construirii solutiei pe nivelul k daca mai exista o varianta de deplasare din patratul k-1
in patratul k, adica daca p[ k] <4. Daca mai exista o varianta de deplasare, pe nivelul
k din stiva, se trece la aceasta varianta (p[ k] =p[ k] +1) si se inregistreaza coordo-
natele patratului k, care se vor obtine prin adaugarea, la coordonatele patratului k-1, a
deplasarilor corespunzatoare acestei variante (st [ k] . x=st[ k-1] . x+d[ p[ k] ] . X si
st[K].y=st[k-1].y+d[ p[Kk]].VY).

Subprogramul val i d(). Se considera ca patratul k, in care s-a ajuns, poate fi
considerat ca este bun, pentru a continua construirea solutiei, numai daca exista culoar
de trecere intre patratul k-1 si patratul k — pe directia de deplasare aleasa (daca in
matricea L, in elementul asociat patratului k-1, bitul corespunzator directiei de deplasare
are valoarea 1) — si daca prin patratul k nu s-a mai trecut (se verifica daca in stiva, pe
nivelurile anterioare, nu mai exista un patrat cu coordonatele patratului k).

Subprogramul sol uti e() . Se verifica daca patratul in care s-a ajuns se afla in afara
matricei (elementul asociat lui in matricea L are valoarea cu care a fost bordata
matricea: L[ st[k].x][st[k].y]==16). Pentru a evita solutia prin care se iese din
labirint prin patratul prin care s-a intrat, in stiva trebuie sa existe cel putin doua elemente
(k>2). Deoarece ultimul patrat din stiva nu face parte din solutia problemei (este ca un
terminator al solutiei), coordonatele lui nu vor fi afisate in subprogramul ti par () .
Subprogramul bt () . Deoarece coordonatele primului patrat nu trebuie modificate, primu-
lui element al solutiei (k=1) i se atribuie coordonatele in subprogramul mai n() , iar in sub-
program se va incepe cu initializarea nivelului 2 din stiva (k=2); cautarea tuturor solutiilor se
va face pana cand varful stivei coboara pana la primul element al solutiei: whi | e (k>1) .

#i ncl ude<f st ream h>

struct element{int x,y;};

el enent d[5]={{0,0},{-1,0},{0, 1},{1,0},{0,-1}};
int n,mk,ev,as, p[100], este=0, L[10][ 10];
typedef el enent stiva[ 100];

sti

va st;

fstreaemf("labirintl.txt",ios::in);

VOi

dinit() {p[k]=0;}

i nt succesor()
{if (p[k]<4) {p[k]l=p[k]+1;st[Kk].x=st[k-1].x+d[p[k]].Xx;

st[Kk].y=st[k-1].y+d[p[Kk]].y; return 1;}
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el se return 0;}
int valid()
{int x=st[k-1].x,y=st[k-1].y;
for (int i=1;i<k;i++)
if (st[Kk].x==st[i].Xx && st[K].y==st[i].y) return O;
switch (p[k])

{case 1: if (L[x][y] & 1) return 1; break; //spre N
case 2: if (L[x][y] & 2) return 1; break; //spre E
case 3: if (L[x][y] & 4) return 1; break; //spre S
case 4: if (L[x][y] & 8) return 1;} [lspre V

return 0O;}
int solutie() {return k>2 && L[st[k].x][st[k].y]==16;}
voi d tipar()
{int i; este=1;

for (i=1;i<k;i++) cout<<st[i].x<<","<<st[i].y<<" ";

cout <<endl ; }
void bt(){//partea fixa a algoritmului ca in exenplul anterior}
voi d main()
{int i,j; f>>n>>m

for (i=1;i<=n;i++)

for (j=1;j<=mj++) £>>L[I][]];

cout<<"Intrarea in labirint: "<<endl;

cout<<"x="; cin>>i; st[l].x=i; cout<<"y="; cin>>j; st[1l].y5];
for (i=1;i<=n;i++) {L[i][0]=16; L[i][m1]=16;}

for (i=1;i<=mi++) {L[O][i]=16; L[n+1][i]=16;}

bt(); if (!este) cout<<"Nu exista solutii";}

Varianta 2
Fiecare element al matricei L corespunde unei pozitii din labirint:
L(ij)= {1, daca se poate trece prin pozitia (i, j) — este culoar
0, daca nu se poate trece prin pozitia (i, j) — este zid)

Matricea L are 15 linii si 17 coloane. Punctul de intrare in labirint se gaseste pe linia 1 si
in coloana 2.

0|1|0|0|0|0|O|O|O|O|0O]|0O|0O|0O|0O|0O]O
Oj1j1j1j1j1j2f2j2)2)1)1]|1]|1|0]1]0
0/0j0|1l|0|0|O|O|O|O]|O|O|O|1]1]2]|O
0|1{0|1]|0f1j1f21|21j1)1]1]|0[1]|0]0]O
0|1|0|1|0|0|O|O|0O|O]|0O]1]|0O[1|0|0]O
0|1|0j1j1f1j1f2j21j2)0]1]|0Of1|1]1]|0
0/1j/1|1|0|0|0|O|O[1]|0O|21]|0|0O]|0O]|1]|O
O|1{1|1|0f1j1f1|O0j1]|0O]1]1[1|1]1]|O0
0|1|0|0|0|0|0Of21|0|1]|0]|0O]|1]|0|0|0O]O
Oj1|1|1j1]1/0f21|0Oj1)1]|0O]1]1]1]1]|0
0/1/1|0|0|0|0O|1|0[1]21|/0|0|0O]|0O]|0O]|O
O|1{1|0j1|1j1f2|Ooj2)2]1]1[1|1]1]|0
0|1|0|0|0|0|0Of1|0|1]|0]|0O]|0O]|0O|0O|0O]O
Oj1|1|0j1f1j2f2j2j2)2)1]1f1)1]1]|0
0j0ojo|0|0OjO|O|O|O|O]|O|O|O|O]O]1]|O
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Solutia obtinuta va afiga coordonatele punctelor prin care se trece:

Solutia 0/1/0(0|0|0]|0O|0O|O|O|O|O]|O]|O|0O|O|O

1,2 ) 23 2.4 3,4 olala]afala]a]a a2l |a]1]1]0]l1]0

4.4 5,4 6,4 6,5 6,6 0|0|0[1|/0|0]|0O|0O|0O|0O|0O|0O]|0O]2|2|1]|0

6,7 6,8 6.9 6,10 7.10 0|1/0(1|/0|1]j1|2|21f{1(1|1|0]|21|0|0O|O

0/1/{0(1/0|0]|0|0|0O|O|O|1]|0]|2|0|0|O

8,10 9,10 10,20 10,11 11,11 ofilolalaralaaralzlolilolil1l1l0

12,11 12,10 13,10 14,10 14,11 ol1l2/1/olololololzlol2lololol1]0
14,12 14,13 14,14 14,15 14,16 O|1|1|1|0|1|1fa|Oof1|0|1|1|1|1|1]|0
15,16 0/1/0(0|0|0]|0|2|0f1(0|0]21]|0|0|0O|O

Of1l]2j1]2j1]j0j1]|0f1]j2j0j2j1j1j1]0

Subprogramele (sunt prezentate numai |0|1/1/0[/0[/0[0]1]/0[1[2]{0]|0]|0]|0]|0]|O
modificarile fata de varianta anterioara): 0[11|0j1]1j1]1]|Of1f2]1j1]1]1j1]|0
- Subprogramul val i d() . Se considera c& 8 i 2 8 2 2 (1) i 2 1 2 2 2 2 2 2 8
pozitia k, in care s-a ajuns, poate fi consi- ootoTolooomlatolotolotolotiio

deratd ca este buna, pentru a continua
construirea solutiei, numai daca ea este culoar de trecere (L[ st [ K] . x] [st[Kk] . y] ==1)
si daca prin pozitia k nu s-a mai trecut (se verifica daca in stiva, pe nivelurile anterioare,
nu mai exista o pozitie cu coordonatele pozitiei k).

- Subprogramul sol uti e() . Se verifica daca pozitia In care s-a ajuns nu se afla la iesi-
rea din labirint, adica se gaseste pe marginea matricei (st[k].x==1 sau
st[K].x==n sau st[k].y==1 sau st[k].y==m).

#i ncl ude<f st ream h>

struct elenent{int x,y;};

el enent d[5]={{0,0},{-1,0},{0,1},{1,0},{0,-1}};

int n,mk,ev,as, p[100], este=0, L[ 10][ 10];

typedef el enent stiva[ 100];

stiva st;

fstreamf("labirintl.txt",ios::in);

void init() {p[k]=0;}

i nt succesor()

{if (p[kl<4) {p[K]=p[Kk]+1;st[K].x=st[k-1].x+d[p[K]].X;

st[Kk].y=st[k-1].y+d[p[Kk]].y; return 1;}
el se return 0;}
int valid ()
{if (L[st[K].x][st[k].y]==0) return O;
for (int i=1;i<k;i++)
if (st[Kk].x==st[i].x && st[k].y==st[i].y) return O;
return 1;}

int solutie()

{return st[k].x==1 || st[k].x==n || st[k].y==1 || st[k].y==m}

void tipar()

{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i].x<<","<<st[i].y<<" ";
cout <<endl ; }

void bt(){//partea fixa a algoritmului ca in exenplul anterior}

voi d mai n()

{int i,j; f>>n>>m

for (i=1;i<=n;i++)
for (j=lij<=mj++) f>>L[i][]];
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cout<<"Intrarea in labirint: "<<endl;
cout <<" x= u; ci n>>i ) St [ 1] L X=i : cout <<lly: ||; Ci n>>j , st [ 1] . y:] \
bt(); if (!este) cout<<"Nu exista solutii";}

Observatie. Algoritmul folosit pentru generarea tuturor traseelor de iesire dintr-un labirint poate
fi folosit ih orice problema de gasire a unui traseu pe o suprafatd impartita in patrate si pentru
care exista restrictii de deplasare de la un patrat la altul.

1. Problema bilei. Un teren este impartit in mai multe zone, fiecare

@g zona avand o naltime h. Pentru simplificare, vom considera fiecare

zona ca fiind un patrat cu aceeasi dimensiune. Terenul poate fi
reprezentat sub forma unei matrice cu n linii si m coloane, fiecare element al matricei
reprezentand Tnaltimea unei zone de teren. O bila se gaseste intr-o zona cu coordo-

natele x (numarul liniei) si y (numarul coloanei). Ea se poate rostogoli numai catre o

zona care are naltimea mai mica decét cea a zonei in care se gaseste. Sa se genereze
toate posibilitatile de rostogolire a bilei — panéa la marginea terenului. Indicatie. Construi-
rea solutiei traseului are urmatoarele caracteristici:

- O solutie este formata din coordonatele zonelor prin care se rostogoleste bila.

-> Fiecare solutie are un numar variabil de elemente. Primul element al solutiei contine
coordonatele zonei de plecare a bilei, iar ultimul element al solutiei contine coordo-
natele unei zone de la marginea terenului.

-> Bila se poate rostogoli in 8 directii (corespunzatoare celor 8 patrate adiacente patra-
tului n care se gaseste), fiecare directie de deplasare corespunzand unei constante
de deplasare care se adauga la coordonata x, respectiv y, a patratului in care se
gaseste bila.

-> Conditia de continuare a construirii solutiei este ca patratul in care a ajuns bila sa
aiba Tnaltimea mai mica decét a patratului anterior.

2. Problema capcanelor. Un teren este impartit in mai multe zone. Pentru simplificare
vom considera fiecare zona ca fiind un patrat cu aceeasi dimensiune. Terenul poate fi
reprezentat sub forma unei matrice cu n linii si m coloane, fiecare element al matricei
reprezentand un patrat de teren. Anumite patrate contin diverse capcane ascunse. O
persoand se gaseste in patratul cu coordonatele x; (numarul liniei) si y1 (numarul
coloanei) si trebuie sa ajunga in patratul cu coordonatele x, si y> deplaséndu-se orto-
gonal si fara sa calce n patratele cu capcane. Datele se citesc dintr-un figier text, astfel:
de pe primul rénd, n, m si coordonatele patratului de pornire si ale patratului destinatie,
iar de pe urmatoarele randuri — perechile de coordonate ale patratelor cu capcane. Sa
se gaseasca traseele pe care trebuie sa le urmeze persoana respectiva. Indicatie.
Construirea solutiei traseului are urmatoarele caracteristici:

- O solutie este formata din coordonatele zonelor prin care trece persoana.

-> Fiecare solutie are un numar variabil de elemente. Primul element al solutiei contine
coordonatele patratului din care pleaca persoana, iar ultimul element al solutiei
contine coordonatele patratului in care trebuie sa ajunga.

-> Persoana se poate deplasa in 4 directii (corespunzatoare celor 4 patrate aflate pe
diagonala patratului in care se gaseste), fiecare directie de deplasare corespunzéand
unei constante de deplasare care se adauga la coordonata x, respectiv y, a
patratului in care se gaseste persoana.

- Conditia de continuare a construirii solutiei este ca patratul Th care a ajuns per-
soana sa nu contind capcane.
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1.4. Metoda ,, Divide et Impera“
1.4.1. Descrierea metodei , Divide et Impera*

Metoda divide et impera se poate folosi pentru problemele care pot fi descompuse n
subprobleme similare cu problema initiala (care se rezolva prin aceeagi metoda) si care
prelucreaza multimi de date de dimensiuni mai mici, independente unele de altele (care
folosesc multimi de date de intrare disjuncte).

| Studiu de caz

Scop: identificarea problemelor care pot fi descompuse in subprobleme similare care
folosesc multimi de date de intrare disjuncte.

Enuntul problemei 1: S& se calculeze suma elementelor dintr-un vector v care confine
numere intregi.

Multimea datelor de intrare o reprezinta cele n elemente ale vectorului v. Ele pot fi divizate
in cate doua submultimi disjuncte, prin divizarea multimii indicilor in doua submultimi.
Multimea initiala a indicilor este determinata de primul indice (s) si de ultimul indice (d), iar
intervalul indicilor care se divizeaza este [s,d]. El se divizeaza in doua submultimi disjuncte,
[s,m] si [m+1,d], unde m este indicele din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. Astfel, problema
initiala este descompusa in doua subprobleme, fiecare dintre ele constand in calcularea
sumei numerelor dintr-o submultime de elemente (care corespunde unui subinterval al
indicilor). Descompunerea continua pana cand fiecare submultime contine un singur
element — si se poate calcula suma, obtindndu-se solutia subproblemei.

Enuntul problemei 2: S& se calculeze suma 1x2+2x3+ ... +nx(n+1).

Multimea datelor de intrare o reprezinta primele n numere naturale. Multimea initiala este
determinata de primul numar (s=1) si de ultimul numar (d=n), iar intervalul care se divi-
zeaza este [s,d]. El se divizeaza in doua submultimi disjuncte, [s,m] si [m+1,d], unde m
este numarul din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. Astfel, problema initiala este descompusa
in doua subprobleme, fiecare dintre ele constand Tn calcularea sumei produselor dintre
doua numere consecutive dintr-o submultime de elemente (care corespunde unui subinter-
val al numerelor). Descompunerea continua pana cand fiecare submultime contine un
singur element — si se poate calcula produsul, care se va adauga la suma, pentru a obtine
solutia subproblemei.

Enuntul problemei 3: S& se genereze termenul n al sirului lui Fibonacci.

Sirul lui Fibonacci este definit recursiv: f1=1, fo=1 si fn= fh2+ fn-1, pentru n>3. Problema
determinarii termenului n al sirului lui Fibonacci se poate descompune in doua subpro-
bleme: determinarea termenului n-1 si determinarea termenului n-2. Descompu-
nerea continua pana cand trebuie determinati termenii f1 si f2, a caror valoare este
cunoscuta.

Metoda Divide et impera se bazeaza pe descompunerea unei probleme in
subprobleme similare, prin intermediul unui proces recursiv. Procesul recursiv de
descompunere a unei subprobleme in alte subprobleme continua pana se obtine
0 subproblema cu rezolvarea imediata (cazul de baza), dupa care se compun
solutiile subproblemelor péna se obtine solutia problemei initiale.
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Pasii algoritmului sunt:

PAS1. Se descompune problema in subprobleme similare problemei initiale, de dimen-
siuni mai mici, independente unele de altele (care folosesc multimi de date de

intrare disjuncte — d;).

PAS2. Daca subproblema permite rezolvarea imediata (corespunde cazului de baza),

atunci se rezolva obtindndu-se solutia s; altfel, se revine la Pas1.

PAS3. Se combina solutiile subproblemelor Tn care a fost descompusa (s;) o subproble-

ma, pana cand se obtine solutia problemei initiale.

1.4.2. Implementarea metodel Divide et Impera

Deoarece subproblemele Th care se descompune problema sunt similare cu problema initi-
ala, algoritmul divide et impera poate fi implementat recursiv. Subprogramul recursiv
divide_et_impera(d,s), unde d reprezinta dimensiunea subproblemei (corespunde multimii

datelor de intrare), iar s solutia subproblemei, poate fi descris in pseudocod astfel:

di vi de_et _i npera(d, s)
T nceput
daca di nensi unea d corespunde unui caz de bazi
atunci se determ nd solutia s a probl enegi;
altfel
pentru i =1, n executa
se determ ni di nensiunea d i a subproblenei P.i;
se determing solutia s i a subproblemei Pi prin
apel ul divide_et_inpera(d_i,s_i);
sférsit_pentru;
se conbing solutiile s 1, s 2, s 3, ..., s n;
sféarsit_dacs;
sfarsit;

Implementarea acestui algoritm n limbajul C++ se face astfel:
/*decl aratii globale pentru datele de intrare ce vor fi divizate in sub-
mul tim di sjuncte pentru subprobl enel e in care se desconpune probl ema*/
voi d divizeaza(<paranmetri: submul timle>)
{//se divizeazi mul tinea de date de intrare Tn submul tim disjuncte d i}
voi d conbi na(<parametri: solutiile s i care se conbi nd>)
{//se conbini solutiile obtinute s i}
voi d dei (<paranetri: mul tinmea de date d si sol utia s>)
{//decl aratii de variabile |ocale

if (<este caz de baza>) {//se obtine sol utia corespunzitoare subprobl enei }

el se
{di vizeaza(<paranetri: k subrul ti m >);
for (i=1;i=k;i++)
dei (<paranetri: mul tinea de date d 1 si solutia s i>);
conbi na(<paranetri: solutiile s 1>);}}

voi d nain()
{//declaratii de variabile |ocale

//se citesc datele de intrare ale problenei — mul tinmea d

dei (<paranetri: mul tinea de date d si solutia s>);
/lse afi seazd sol utia problenmei — s}
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Exemplul 1. Sa se calculeze suma elementelor pare dintr-un vector v care contine nume-
re intregi. Numarul de elemente ale vectorului (n) si elementele lui se citesc de la tastatura.

s=1 1 2 3 4 5 d=5
[ 5 [ 10 [ 15 | 20 [ 25 |
m=(1+5)/2=3
z=7212345= 7123+ z45=10+20=30
el <
1 2 3 4 5
s=1] 5 | 10 | 15 |d=3 s=4| 20 | 25 |d=5
m=(1+3)/2=2 m=(4+5)/2=4
7123=z12+ 745= 74+ 75=20+0=20
/v 73=10+0= 10\ A \
s=1 d=2 - - -
m=(1+2)/2=1 s=d=3
z12=z1+ z2=0+10=10 z3=0 24:20 25:0
A X
1 2
s=d=1 [ ]|  [[10 Js=d=2
z1=0 z2=10

Implementarea metodei divide et impera Tn acest exemplu se face astfel:

-> Subprogramul di vi zeaza() — Numarul de subprobleme in care se descompune problema
este 2 (k=2). Multimea datelor de intrare este divizata in doua submultimi disjuncte, prin
divizarea multimii indicilor Tn doua submultimi disjuncte de indici, adicd multimea indicilor
[s,d] (unde s este primul indice, iar d ultimul indice) este divizata in doua submultimi disjunc-
te [s,m] si [m+1,d], unde meste indicele din mijlocul intervalului: m=( s+d) / 2. Tn subpro-
gram, procesul de divizare consta in determinarea mijlocului intervalului —

- Subprogramul cormbi na() — Combinarea solutiei Tnseamna adunarea celor doua sume
obtinute prin rezolvarea celor dou& subprobleme. In subprogram sunt combinate cele
doua valori obtinute din prelucrarea celor doua intervale, adicd se aduna cele doua
valori X si 'y, obtindndu-se solutia z.

- Subprogramul dei () — O subproblema corespunde cazului de baza atunci cand sub-
multimea contine un singur element (Se poate calcula suma, obtindndu-se solutia subpro-
blemei). Daca s-a terminat procesul recursiv (prin procesul de divizare, cele doua capete
ale intervalului au ajuns sa fie identice), atunci se prelucreaza cazul de baza (se calcu-
leaza suma in variabila z, corespunzatoare solutiei, astfel: daca numarul v[ s] este par,
atunci suma va fi chiar numarul; altfel, are valoarea 0); altfel, se apeleaza subproramul
pentru divizarea intervalului, se apeleaza subprogramul dei () pentru primul interval, se
apeleaza subprogramul dei () pentru al doilea interval si se combina cele doua rezultate.

#i ncl ude<i ostream h>
int v[100], n;
void divizeaza(int s,int d,int &) {me(s+d)/2;}
voi d conbina(int x,int y,int &) {z=x+y;}
void dei (int s,int d,int &)
{int mx1, x2;
if (d==s)
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if (v[s]¥®==0) z=v[s]; else z=0;
el se
{di vi zeaza(s, d, n); dei(s,mx1); dei (ml, d,x2); conbina(xl,x2,2);}}
voi d mai n()
{int i,z; cout<<"n=";cin>>n;
for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"v["<<i<<"]="; cin>>v[i];}
dei (1, n, z); cout<<"suma= "<<z;}

Exemplul 2: S& se calculeze suma 1x2+2x3+ ... +nx(n+1).

s=1l 12 | 2 | 3 | 4 | 5 |d=5
m=(1+5)/2=3
z=212345= 7123+ z45=20+50=70
et b }
s=1l 1 | 2 | 8 |d=3s=4f 4 | 5 |d=5
m=(1+3)/2=2 m=(4+5)/2=4
7123= 712+ 73=8+12=20 745= 74+ 75=20+30=50
— AN Vol w
s=1l_1 | 2 Jd=2 [ 3 | L4 | [ 5 |
m=(1+2)/2=1 s=d=3 s=d=4 s=d=5
z12=z1+ z2=2+6=8 z3=3x4=12 z4=4x5=20 z5=5x6=30
A o
s=d=1| 1 | | 2 |s=d=2

z1=1x2=2 22=2x3=6

Implementarea metodei divide et impera n acest exemplu se face astfel:

- Subprogramul di vi zeaza() — Numarul de subprobleme in care se descompune pro-
blema este 2 (k=2). Multimea datelor de intrare este divizata Th doua submultimi disjunc-
te, prin divizarea multimii primelor n numere naturale in doua submultimi disjuncte, adi-
ca multimea [s,d] (unde s este primul numar din multime, iar d ultimul numar din
multime) este divizata in doua submultimi disjuncte, [s,m] si [m+1,d], unde meste nu-
marul din mijlocul intervalului: me('s+d) / 2. In subprogram, procesul de divizare consta
in determinarea mijlocului intervalului, m

- Subprogramul conmbi na( ) — Combinarea solutiei Tnseamna adunarea celor doua sume
obtinute prin rezolvarea celor douad subprobleme. In subprogram sunt combinate cele
doua valori obtinute din cele doua intervale (se aduna cele doua valori, X si y) obtin&n-
du-se solutia z.

- Subprogramul dei () — O subproblema corespunde cazului de baza atunci cand sub-
multimea contine un singur element (se poate calcula termenul sumei — produsul celor
doua numere consecutive — obtindndu-se solutia subproblemei). Daca s-a terminat
procesul recursiv (prin procesul de divizare, cele doua capete ale intervalului au ajuns
sa fie identice), atunci se prelucreaza cazul de baza (se calculeaza produsul in variabila
z, corespunzatoare solutiei); altfel, se apeleaza subprogramul pentru divizarea inter-
valului, se apeleaza subprogramul dei () pentru primul interval, se apeleaza subpro-
gramul dei () pentru al doilea interval si se combina cele doua rezultate.

#i ncl ude<i ostream h>

int n;

voi d divizeaza(int s,int d,int &) {nm=(s+d)/2;}

voi d conmbina(int x,int y,int &) {z=x+y;}
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void dei (int s,int d,int &)
{int mx1, x2;
if (d==s) z=s*(s+1);
el se {divizeaza(s,d, n); dei (s, mx1); dei (ml,d, x2); conbi na(x1,x2,2);}}
voi d mai n()
{int z; cout<<"n= ";cin>>n; dei(1,n,z); cout<<"suma ="<<z; }

Exemplul 3: Sa se calculeze termenul n al sirului lui Fibonacci.

Eonke

|4 /vz=1+1=2\‘| f) |=1
f(5) z=2+1=3 S [ 1(2) |=1

@ =
Z
z=1+1=2 * | f(1) |=1

f(6) f2) |=1
z=5+3=8 [
~ Lf@ |7 z=1+1=2 f(1) J=1
z=2+1=3"a [ 1) ]=1

Implementarea metodei divide et impera Tn acest exemplu se face astfel:

- Subprogramul di vi zeaza()— Numarul de subprobleme in care se descompune
problema este 2 (k=2): determinarea termenului n-1 si determinarea termenului n-2.
Descompunerea se face implicit, prin parametrul cu care se apeleaza subprogramul
dei (), si subprogramul de divizare nu mai este necesar.

- Subprogramul cormbi na() — Combinarea solutiei inseamna adunarea celor doi termeni
ai sirului (x1 si x2), obtindndu-se solutia z.

-> Subprogramul dei () — O subproblema corespunde cazului de baza atunci cand s-a ajuns
la un termen direct calculabil. Daca s-a terminat procesul recursiv (prin procesul de divizare
s-a ajuns la termenul f1 sau f2), atunci se prelucreaza cazul de baza; altfel, se apeleaza
subprogramul dei () pentru primul termen al descompunerii, se apeleaza subprogramul
dei () pentru al doilea termen al descompunerii si se combina cele doua rezultate.

#i ncl ude<i ostr eam h>

int n;

voi d conmbi na(int x1,int x2,int &) {z=x1+x2;}

void dei (int n,int &)

{int x1,x2;

if (n==1 || n==2) z=1;
el se {dei (n-1,x1); dei(n-2,x2); conbina(xl,x2,2);}}
voi d mai n()
{int z; cout<<"n="; cin>>n; dei(n,z); cout<<z;}

In acest exemplu, problema a fost descompusa n probleme care nu
sunt independente unele de altele si, Tn apelurile recursive,
aceeasi subproblema este rezolvata de mai multe ori: f(4), (3), f(2),

f(1). Pentru acest tip de problema nu se recomanda metoda divide et impera deoarece
nu este eficienta.
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Exemplul 4: Sa se determine simultan valoarea minima si valoarea maxima dintr-un
vector v care contine numere intregi. Numarul de elemente ale vectorului (n) si elementele
lui se citesc de la tastatura.

Implementarea metodei divide et impera Tn acest exemplu se face astfel:

>

>

Subprogramul di vi zeaza( ) — Numarul de subprobleme in care se descompune pro-
blema este 2 (k=2). Divizarea multimii datelor de intrare se face la fel ca la exemplul
pentru calcularea sumei elementelor unui vector si subprogramele sunt identice.
Subprogramul conbi na( ) — Combinarea solutiei Tnseamna determinarea minimului (z1)
si a maximului (z2) dintre cele doua valori minime (x1 si y1), respectiv maxime (x2 siy2),
obtinute prin rezolvarea celor dou&d subprobleme. in subprogram sunt combinate cele
doua perechi de valori obtinute din cele doua intervale. Daca x1>y1, atunci minimul (z1)
este y1; altfel, este x1. Daca x2>y2, atunci maximul (z2) este x2; altfel, este y2.
Subprogramul dei ()— O subproblema corespunde cazului de baza atunci cand
submultimea contine un singur element (se pot calcula minimul i maximul; atat minimul
céat si maximul vor avea valoarea elementului). Daca s-a terminat procesul recursiv (prin
procesul de divizare cele doua capete ale intervalului au ajuns sa fie identice), atunci se
prelucreaza cazul de baza (se calculeaza minimul si maximul in variabilele z1 si z2
corespunzatoare solutiei); altfel, se apeleaza subprogramul pentru divizarea interva-
lului, se apeleaza subprogramul dei () pentru primul interval, se apeleaza subpro-
gramul dei () pentru al doilea interval si se combina cele doua rezultate.

#i ncl ude<i ostr eam h>
int v[100], n;
voi d divizeaza(int s,int d,int &n{m=(s+d)/2;}
voi d conbina(int x1,int yl,int &1,int x2,int y2,int &2)
{if (x1>yl) zl=yl; else z1l=x1;
if (x2>y2) z2=x2; else z2=y2;}
void dei(int s,int d,int &1, int &2) /1z1 — minim z2 — maxim
{int mx1, x2,y1,y2;
if (d==s) zl=z2=v[s];

el se {divizeaza(s,d, m;
dei (s, m x1, x2); [IXx1 — mnim X2 — maxim
dei (mtl,d,yl,y2); [/lyl — minim y2 — maxim
conbi na(x1,yl, z1,x2,y2,22);}}

voi d mai n()

{int i,z1,2z2; cout<<"n=";cin>>n;
for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"v["<<i<<"]="; cin>>v[i];}
dei (1, n, z1, z2);
cout <<"m ni mul ="<<zl<<endl <<"maxi mul ="<<z2<<endl ;}

Exemplul 5: Sa se calculeze suma a doua polinoame. Gradele celor doua polinoame, n
si m, si coeficientii celor doua polinoame se citesc de la tastatura. Coeficientii celor doua
polinoame se memoreaza Tn vectorii p si g, iar coeficientii polinomului suma se memoreaza
in vectorul r.

Implementarea metodei divide et impera in acest exemplu se face astfel:

>

Subprogramul di vi zeaza( ) — Numarul de subprobleme in care se descompune pro-
blema este 2 (k=2). Deoarece exista doua multimi de date de intrare (vectorii p si q care
memoreaza coeficientii celor doua polinoame), se va lua ca reper multimea cu cele mai
multe elemente. Multimea datelor de intrare este divizata in doud submultimi disjuncte,
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prin divizarea multimii indicilor in doud submultimi disjuncte de indici, adicad multimea
indicilor [s,d] (unde s este primul indice, iar d este ultimul indice — d=maxim(n,m)+1)
este divizata in doua submultimi disjuncte [s,mijl] si [mijl+1,d], unde m j | este indicele
din mijlocul intervalului: mi j | =(s+d)/ 2. Procesul de divizare este identic cu cel de la
exemplele anterioare.

Subprogramul conbi na( ) — Deoarece in cazul de baza se determina unul dintre coe-
ficientii polinomului suma care se scrie direct in vectorul r, acest subprogram nu mai
este necesar.

Subprogramul dei () — O subproblema corespunde cazului de baza atunci cand submul-
timea contine un singur element (se poate calcula coeficientul polinomului suma). Daca
s-a terminat procesul recursiv (prin procesul de divizare, cele doua capete ale intervalului
au ajuns sa fie identice), atunci se prelucreaza cazul de baza, prin care se calculeaza
coeficientul polinomului suma pentru acel indice (daca termenul care se calculeaza are
indicele mai mic decét gradul minim al polinoamelor, atunci el este egal cu suma coefi-
cientilor celor doua polinoame; altfel, daca polinomul p are gradul mai mic decét al polino-
mului g, atunci el este egal cu coeficientul polinomului g; altfel, el este egal cu coeficientul
polinomului p); altfel, se apeleaza subprogramul pentru divizarea intervalului, se apelea-
za subprogramul dei () pentru primul interval si apoi pentru al doilea interval.

#i ncl ude<i ostr eam h>

int p[10], q[10],r[20],n, m

int mximint x,int y) {if (x>y) return x; else return y;}
int mnimiint x,int y) {if (x>y) returny; else return x;}
voi d divizeaza(int s,int d,int &rjl) {mjl=(s+d)/2;}
void dei (int s,int d)

{int mjl;

i f (d==s)
if (d<=mnin(n,m) r[d]=p[d]+q[d];
else if(n<n) r[d]=q[d];
el se r[d] =p[d];
el se {divizeaza(s,d,nmjl); dei(s,mjl); dei(mjl+1,d);}}

voi d mai n()

{int i; cout<<"n= ";cin>>n; cout<<"me ";cin>>m
for(i=1;i<=n+1;i++) {cout<<"p("<<i-1<<")="; cin>>p[i];}
for(i=1;i<=mtl;i++) {cout<<"q("<<i-1<<")="; cin>>q[i];}

dei (1, maxi n(n, m +1);

for(i=maximn, m+1;i>=1;i--)

if (r[i]!=0)
{if (r[i]!=1) {cout<<r[i]; if (i!=1) cout<<"*";}
if (i>2) cout<<"x""<<i-1; else if (i==2) cout<<"x";
if (i!=1) cout<<" + ";}}

1. Programul urmator afiseaza, in ordine inversa, elementele unui
vector. Explicati cum a fost folositd metoda divide et impera pentru a

rezolva problema.

#i ncl ude<i ostr eam h>

int v[2100], n;

voi d divizeaza(int s,int d,int &m
{me(s+d)/2;}
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void dei (int s,int d)
{int m
if (d==s) cout<<v[s]<<" ";
el se {divizeaza(s,d,n); dei(ml,d); dei(s,n;}}
voi d mai n()

{int i; cout<<"n= ";cin>>n;
for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"a("<<i<<")="; cin>v[i];}
dei (1,n);}

2. Determinati ce calculeaza programul urmator. Explicati cum a fost folositda metoda
divide et impera pentru a rezolva problema.

#i ncl ude<i ostream h>

int n;

voi d divizeaza(int s,int d,int &) {m=(s+d)/2;}

voi d conbina(int x,int y,int &) {z=x+y;}

void dei (int s,int d,int &)

{int mx1, x2;

if (d==s) {if(s%2==0) z=-s*5;el se z=s*5;}

el se
{divi zeaza(s, d,n); dei(s,mx1); dei(ml,d, x2); conbina(xl,x2,2z);}}

voi d mai n()

{int z; dei(1,20,2z); cout<<"suma = "<<z;}

Scrieti urmatoarele programe, in care folositi metoda divide et impera.
@ Valorile pentru datele de intrare se citesc de la tastatura.
1. Sa se calculeze n!.

Sa se calculeze simultan produsul si suma a n numere memorate ntr-un vector.

Sa se calculeze suma 1+1x2+1x2x3+...+1x2x3x...xN.

Sa se numere elementele pare dintr-un vector.

Sa se verifice daca un vector contine numai numere pozitive sau numai numere negative.

Sa se calculeze c.m.m.d.c. a n numere memorate ntr-un vector.

Sa se determine numarul de aparitii ale unei valori x Tntr-un vector.

Sa se calculeze valoarea unui polinom P(x) Tntr-un punct x precizat.

Intr-o matrice cu n linii si m coloane, sa se interschimbe coloana p cu coloana g.

10 Tntr-o matrice patrata cu dimensiunea n sa se interschimbe linia p cu coloana q.

11.Intr-o matrice patratd cu dimensiunea n sd se interschimbe diagonala principala cu
diagonala secundara.

12.Sa se determine simultan valoarea minima si valoarea maxima, dintr-o matrice cu n linii

si m coloane.

©@N@WPWN

Complexitatea algoritmului divide et impera

Metoda divide et impera se bazeaza pe rezolvarea recursiva a subproblemelor in care
este divizata problema initiala.

Atunci cand un algoritm contine un apel recursiv, timpul sau de executie este dat de o formula
recursiva care calculeaza timpul de executie al algoritmului pentru o dimensiune n a datelor
de intrare, cu ajutorul timpilor de executie pentru dimensiuni mai mici. Timpul de executie al
unui algoritm care foloseste metoda divide et impera se bazeaza pe calculul timpilor de exe-
cutie ai celor trei etape de rezolvare a problemei. Daca:
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problema initiala se divizeaza in a subprobleme, pentru care dimensiunea datelor de
intrare reprezintd 1/b din dimensiunea problemei initiale;

timpul de executie a problemei initiale este T(n);

timpul necesar pentru a divide problema in subprobleme este D(n);

timpul necesar pentru combinarea solutilor subproblemelor, pentru a obtine solutia
problemei, este C(n);

timpul necesar pentru rezolvarea cazului
de baza este O(1);

atunci se obtine functia pentru timpul de exe-
cutie care este prezentata alaturat.

De exemplu, pentru a calcula suma elementelor unui vector cu n elemente, problema se
descompune in doua subprobleme (a=2) si dimensiunea datelor de intrare pentru o subpro-
blema reprezinta jumatate din dimensiunea datelor initiale (b=2). Pentru divizarea problemei
in subprobleme, se calculeaza mijlocul intervalului de indici si O(D(n))=©(1)). Pentru combi-
narea celor doua solutii ale fiecarei subprobleme, se aduna cele doua valori, si O(C(n))=0(1).
Consideram ca n=2". Rezulta ca:
T(n):T(2k)+2xO(k1%= 2x(T(2k-l)42-2x0(1));2x0(k1 )= 2§<(T(2k'1)+22x9(1) =

2>f((2xT%2 i Lﬁ%x@(l))+2 I(x(D(l)ZZ k’iI(Z )+2 >I<(G)(1) =..=

2°xT(27)+27 "xO(1) = 2"xO(1)+2" "xO(1) = 2"x3 = nx3.
Ordinul de complexitate al algoritmului este O(n). Algoritmul iterativ pentru rezolvarea
acestei probleme are ordinul de complexitate O(n).

Observatie. Pentru acest gen de probleme, metoda iterativa este mai eficientd. Rezolvarea
acestui tip de probleme cu ajutorul metodei divide et impera a avut numai un rol scolastic,
pentru intelegerea metodei si a implementarii ei.

Metoda divide et impera se recomanda n urmatoarele cazuri:

-> algoritmul obtinut este mai eficient decat algoritmul clasic (iterativ) — de exemplu, algo-
ritmul de cautare intr-un vector sortat si algoritmii pentru sortarea unui vector;

- rezolvarea problemei prin divizarea ei in subprobleme este mai simpla decéat rezol-
varea clasica (iterativa) — de exemplu, problema turnurilor din Hanoi si generarea unor
modele fractale.

N2 20 20 22

O(1) pentru cazul de baza

axT(n/b)+D(n)+C(n) in caz contrar |

1.4.3. Cautarea binara

Sa se caute, intr-un sir de numere ntregi ordonate strict crescator (sau varianta strict des-
crescator), pozitia in care se gaseste in sir o valoare x citita de la tastatura. Daca valoarea
nu se gaseste in sir, sa se afiseze un mesaj de informare.

Algoritmul de cdutare secventiald intr-un vector are ordinul de complexitate O(n). Pornind
de la faptul ca vectorul este un vector particular (este ordonat strict crescator sau strict
descrescator), se poate folosi metoda divide et impera. Pentru un vector ordonat strict
crescator, pasii algoritmului sunt:

PAS1. Se divizeaza vectorul v in doi subvectori, prin divizarea multimii indicilor [s,d] (unde
s este indicele primului element, iar d indicele ultimului element) in doud submultimi
disjuncte, [s,m] si [m+1,d], unde m este indicele din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2.

PAS2. Daca elementul situat pe pozitia din mijloc (v[m]) are valoarea X, atunci proble-
ma este rezolvata si pozitia este m; altfel, daca elementul din mijlocul vectorului
este mai mic decét valoarea X, atunci cautarea se face printre elementele cu
indicii Tn multimea [s,m]; altfel, cautarea se face printre elementele cu indicii din
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multimea [m+1,d]. Pasul 2 se executa pana cand se gaseste elementul sau pana
cand vectorul nu mai poate fi impartit in subvectori.

#i ncl ude<i ostream h>

int v[100], n, x;

voi d divizeaza(int s,int d,int &) {nm=(s+d)/2;}

void cauta(int s,int d,int &)

{int m
if (d>s){divizeaza(s,d, m;

if (vinm==x) z=m
else if (x>v[n]) cauta(mtl,d, z);
el se cauta(s,mz);}}

voi d mai n()

{int i,z=0; cout<<"n= ";cin>>n; cout<<"x=";cin>>Xx;
for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"v["<<i<<"]="; cin>>v[i];}
cauta(l,n, z);

i f(z==0) cout<<"nu exista elenentul "<<x<<" in vector";
el se cout<<"exista pe pozitia "<<z;}

Complexitatea algoritmului de cautare binara. Pentru divizarea problemei in subpro-
bleme, se calculeaza mijlocul intervalului de indici si O(D(n))=©(1). Deoarece cautarea se
face numai intr-unul dintre cei doi subvectori (problema initiala se rezolva prin rezolvarea
uneia dintre cele doua subprobleme) si a= 1 formula recurentd a timpului de executie
este T(n)= T(n/2)+0(1) Con5|deram ca n=2% (k=logzn). Rezulta ca:
T(Q)—T(Z )+0(1) = (T(2 ) +0(1)) +O(1)= T(2 )+2x0(1)) =.=
T(2")+(k+1)x0(1) = O(1)+ (k+1)xO(1) = (k+2)xO(1)= logzn x O(1).
Ordinul de complexitate al algoritmului este O(logzn).

Aplicarea algoritmului de cautare binara

Exemplu. Sa se determine, cu o precizie de 4 zecimale, radacina reald, din intervalul [0,1], a
ecuatiei X +x-1=0.

S -a identificat pentru aceasté ecuatie 0 rédéciné n intervalul [O 1] si ne propunem sa Iocali-
rea valorii x se va f0I03| metoda bisectiei — care consté in reducerea mtervalulw de cautare
prin Tnjumatatirea repetata si selectarea subintervalului in care se gaseste radacina. Intervalul
[s.d] este impartit in doua subintervale, [s,m] si [m,d], unde m=( s+d) / 2. Cautarea radacinii
se va face in subintervalul in care functia f(x)=x"+x-1 igi schimbd semnul, astfel: daca
f(s)*f(m)<O0, atunci cautarea continua in intervalul [s,m]; altfel, cdutarea continua in subinter-
valul [m,d]. Procesul recursiv este intrerupt cand se ajunge la intervalul [s,d] pentru care
d- s<r,under este eroarea acceptata pentru o precizie de 4 zecimale si are valoarea 0,0001.

#i ncl ude<i ostr eam h>
#i ncl ude<i osmani p. h>
const float r=0.0001;
float f(float x) {return x*x*x+x-1;}
voi d divizeaza(float s,float d,float &1 {m=(s+d)/2;}
voi d radaci na(float s,float d,float &z)
{float m
if (d-s<r) z=(s+d)/2;
el se
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{divi zeaza(s, d, n;
if (f(s)*f(m<0) radacina(s,mz);
el se radacina(md, z); }}
voi d mai n()
{float z=0; radacina(0, 1, z); cout<<"radacina= "<<z<<end| ;
cout <<"f(x)= "<<setiosflags(ios::fixed)<<f(z); }

1. Sa se caute, intr-un sir de numere intregi, Th care mai intai se gasesc
numerele pare si apoi numerele impare, pozitia in care se gaseste, in
sir, 0 valoare X citita de la tastatura.

2. Sa se calculeze radicalul de ordinul 2 din numarul a, cu o aproximatie de 4 zecimale,
fara a folosi functia matematica de sistem sqrt(). Sa se compare rezultatul obtinut cu
rezzultatul furnizat de functia matematica de sistem. Indicatie. Pornind de la ecuatia
X"-a=0, se va identifica intervalul in care se gaseste solutia si apoi se va localiza, cu o
precizie de 4 zecimale, radacina reala din acest interval.

3. Sa se calculeze partea intreaga a radicalului de ordinul 3 din numarul a fara a folosi
functia matematica de sistem.

4. Sa se calculeze radicalul de ordinul 3 din numarul a, cu o aproximatie de 4 zecimale.

1.4.4. Sortarea rapida (QuickSort)

Prin aceasta metoda de sortare se executd urmatoarele operatii prin care sunt rearanjate
elementele din cadrul vectorului:

L | % | x| | X | X | X | | Yo | X0 |
T N
Pivotul Vectorul initial

- Primul element din vector, numit pivot, este mutat Tn cadrul vectorului pe pozitia pe
care trebuie sa se gaseasca in vectorul sortat.

- Toate elementele mai mici decét el vor fi mutate in vector in fata sa.

- Toate elementele mai mari decét el vor fi mutate in vector dupa el.

| X | Xeu | X2 | | Xoa | %o | Xous | | Xes | Xa |

N— g N— 7
—~ ~

Subvectorul din stdnga pivotului T Subvectorul din dreapta pivotului

(elemente mai mici decat pivotul) Pivotul  (elemente mai mari decat pivotul)

De exemplu, daca vectorul contine elementele {3, 4, 1, 5, 2}, dupa executarea operatiilor
precizate vectorul va fi {2, 1, 3, 5, 4}.

Folosind metoda divide et impera problema initiald va fi descompusa Tn subprobleme, astfel:

PASL. Se rearanjeaza vectorul, determinandu-se pozitia in care va fi mutat pivotul (m).

PAS2. Problema initiald (sortarea vectorului initial) se descompune in doua subprobleme,
prin descompunerea vectorului in doi subvectori: vectorul din stanga pivotului si
vectorul din dreapta pivotului, care vor fi sortati prin aceeasi metoda. Acesti sub-
vectori, la randul lor, vor fi gi ei rearanjati si impartiti de pivot in doi subvectori etc.
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PAS3. Procesul de descompunere ih subprobleme va continua pana cand, prin descom-
punerea vectorului in subvectori, se vor obtine vectori care contin un singur element.

Subprogramele specifice algoritmului divide et impera vor avea urmatoarea semnificatie:

- Tn subprogramul di vi zeaza() se va rearanja vectorul si se va determina pozitia pivotului
Xm, care va fi folosita pentru divizarea vectorului in doi subvectori: [Xs, Xm-1] $i [Xm+1, Xd].

- Subprogramul conbi na() nu mai este necesar, deoarece combinarea solutiilor se
face prin rearanjarea elementelor in vector.

In subprogramul di vi zeaza() vectorul se parcurge de la ambele capete catre pozitia in
care trebuie mutat pivotul. Se vor folosi doi indici: i — pentru parcurgerea vectorului de la
Tnceputul lui catre pozitia pivotului (i se va incrementa) sij — pentru parcurgerea vectorului
de la sféarsitul lui catre pozitia pivotului (j se va decrementa). Cei doi indici vor fi initializati
cu capetele vectorului (i =s, respectiv j =d) si se vor deplasa pana cand se intalnesc, adica
atat timp cat i <j . In momentul in care cei doi indici s-au Intalnit inseamna& ca operatiile de
rearanjare a vectorului s-au terminat si pivotul a fost adus n pozitia corespunzatoare Iui in
vectorul sortat. Aceasta pozitie este i (sau j ) si va fi pozitia mde divizare a vectorului.

In exemplele urmétoare sunt prezentate doua versiuni pentru subprogramul di vi zeaza() :

Versiunea 1. Se folosesc variabilele logice: pi , pentru parcurgerea cu indicele i, si pj ,
pentru parcurgerea cu indicele j . Ele au valoarea: 1 — se parcurge vectorul cu acel indice,
si 0 — nu se parcurge vectorul cu acel indice; cele doua valori sunt complementare.

#i ncl ude<i ost r eam h>
int x[100], n;
voi d schinb(int &, int &){int aux=a; a=b; b=aux;}
voi d divizeaza(int s,int d,int &m
{int i=s,j=d,pi=0,pj=1;
[l pivotul fiind pe pozitia s, parcurgerea incepe cu indicele j
while (i<j)
{if (x[i1>x[j1) {schinmb(x[i],x[j]); schinb(pi,pj);}

P=i+pi; j=i-pj;}
mei ; }
void QuickSort(int s,int d)
{int m

if (s<d) {divizeaza(s,d, m;
Qui ckSort (s, m1);
Qui ckSort (mtl,d);}}
voi d mai n()

{int i; cout<<"n= ";cin>>n;

for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"x["<<i<<"]= ";cin>x[i];}

Qui ckSort (1, n);

cout <<"vectorul sortat"<<endl; for(i=1;i<=n;i++) cout<<x[i]<<" ";}

Cei doi indici i si j sunt initializati cu extremitatile vectorului i j

(i=1; j=5) si parcurgerea incepe cu indicele j (pi=0; pj=1) 1 2 3 4 5
(3[4]1]5]2]

Se compara pivotul (3) cu ultimul element (2). Deoarece i J

pivotul este mai mic, cele doua valori se interschimba, si 1 2 3 4 5

se schimbé §i mgdul de parcurgere (pi=1; pj=0 — | 2 | 4 | 1 | 5 | 3 |

avanseaza indicele i).
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Se compara elementul din pozitia i (4) cu elementul din [ J

pozitia j (3). Deoarece 4 este mai mare decéat 3, cele 1 2 3 4 5

doua valori se interschimba, si se schimba si modul de | 2 | 3 | 1 | 5 l r'

parcurgere (pi=0; pj=1 — avanseaza indicele j).

Se compara elementul din pozitia i (3) cu elementul din I j

pozitia j (5). Deoarece 3 este mai mic decét 5, cele doua 1 2 3 4 5

valori nu se interschimba, si se pastreaza modul de | 2 | 3 | 1 | 5 | 4 |

parcurgere (pi=0; pj=1 — avanseaza indicele j).

Se compara elementul din pozitia i (3) cu elementul din po- ij

zitia j (1). 3 fiind mai mare decét 1, cele doua valori se in- 1 2 3 4 5

terschimba si se schimba si modul de parcurgere (avansea- | 2 | 1 | 3 | 5 | 4 |

za indicele i). Cei doi indici fiind egali, algoritmul se termina.

Versiunea 2.
voi d divizeaza(int s,int d,int &m
{int pivot=x[s],i=s,]j=d;
while (i<j) {while(x[i]<pivot) i++;
whil e(x[]j]>pivot) j--;
it (i<j) schinb(x[i],x[j]);}
e}

Initial, cei doi indici i si j sunt initializati cu extremitatile I ]

vectorului (i=1; j=5) si pivotul are valoarea 3. 1 2 3 4 5
[314[1[]5]2]

Elementul din pozitia i (3) nu este mai mic decét pivotul; I j

indicele i nu avanseaza (i=1). Elementul din pozitia j (2) 1 2 3 4 5

nu este mai mare decat pivotul; indicele j nu avanseaza | 2 | 4 | 1 | 5 | 3 |

(7=5). Valorile din pozitiile i si j se interschimba.

Elementul din pozitia i (2) este mai mic decét pivotul; I J
indicele i avanseaza pana la primul element mai mare 1 2 3 4 5
decat pivotul (i=2). Elementul din pozitia j (3) nu este mai | 2 | 3 | 1 | 5 | 4 |
mare decéat pivotul; indicele j (j=5) nu avanseaza. Valorile

din pozitiile i si j se interschimba.

Elementul din pozitia i (3) nu este mai mic decét pivotul; I ]

indicele i nu avanseaza (i=2). Elementul din pozitia j (4) 1 2 3 4 5
este mai mare decét pivotul; indicele j avanseaza pana la | 2 | 1 I 3 I 5 | 4 |
primul element mai mic decat pivotul (j=3). Valorile din

pozitiile i si j se interschimba.

Elementul din pozitia i (1) este mai mic decét pivotul; indi- J i

cele i avanseaza la primul element mai mare decét pivotul 1 2 3 4 5
(i=4). Elementul din pozitia j (3) nu este mai mare decét | 2 | 1 | 3 | 5 | 4 |

pivotul; indicele j nu avanseaza (j=3). Indicele i fiind mai
mare decét indicele j, algoritmul se termina.

Observatie. In ambele cazuri algoritmul continua cu divizarea vectorului in subvectorii cu
indicii [1,2] si [4,5] si rearanjarea elementelor Tn cei doi subvectori.

Complexitatea algoritmului de sortare rapida. Pentru divizarea problemei in subpro-
bleme se calculeaza mijlocul intervalului de indici si O(D(n))=0(1). Pentru combinarea
solutiilor se parcurge vectorul cu ajutorul celor doi indici, de la primul element pana la
ultimul element, si O(D(n))=0(nx®(1))=0(n). Timpul de executie este T(n)= 2xT(n/2)+n.
Considerand ca n=2", rezulta:
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TN)=TRN+2" = 2T ™M)+ 27) +2% = 2xT (21 +2 42" = . =
2x2x(T(27 )+ 27) 427 427 = 2°%(T(2" )+ 279 +2" 42" +2° =kx2" = logzn xn.
Ordinul de complexitate al algoritmului este O(nxlogzn).

1.4.5. Sortarea prin interclasare (MergeSort)

Algoritmul de interclasare se executa pe doi vectori, ordonati dupa acelasi criteriu, pentru a
obtine un al treilea vector, care sa contind elementele primilor doi vectori, ordonate dupa
acelasi criteriu. Algoritmul de sortare prin interclasare se bazeaza pe observatia ca orice
vector care contine un singur element este un vector sortat. Algoritmul de interclasare se
poate folosi pentru sortarea unui vector cu ajutorul metodei divide et impera, astfel:

PAS1. Se descompune problema in subprobleme
similare, prin Tmpartirea vectorului in doi sub-
vectori, avand multimea indicilor [s,m] si
[m+1,d], unde m este indicele din mijlocul
intervalului: m=( s+d) / 2.

PAS2. Daca subvectorul contine un singur element,
atunci se considera sortat (corespunde
cazului de baza); altfel, se continua descom-
punerea lui in subvectorii care au multimea
indicilor [s,m] si multimea indicilor [m+1,d].

PAS3. Se combina solutiile celor doua subpro-
bleme, prin interclasarea celor doi vectori
sortati, obtinandu-se un vector sortat.

Vectorul care se sorteaza este x. Prin subprogramul

i nterclaseaza() se realizeaza combinarea solutii-

lor prin interclasarea subvectorului x, care are multi-

mea indicilor [s,m], cu subvectorul x, care are multi-

mea indicilor [m+1,d], in vectorul auxiliar v. Vectorul v

se copiaza n vectorul x, care are multimea indicilor [s,d].

#i ncl ude<i ostr eam h>
int x[2100], n;
voi d divizeaza(int s,int d,int &) {nm=(s+d)/2;}
void interclaseaza(int s,int d,int m
{int i=s,j=mtl, k=1, v[ 100] ;
while (i<=m && j<=d)
{if (x[i1<x[jl) {vlkl=x[i]; i++}
el se {v[k]=x[j]; j++}

k++; }
if (i<=m) while (i<=m) {v[Kk]l=x[i]; i++ Kk++;}
else while (j<=d) {Vv[k]=x[]]; j++ Kk++}
for (k=1,i=s;i<=d; k++,i++) x[i]=v[Kk];}
void MergeSort(int s,int d)
{int m
if (s<d) {divizeaza(s,d, m;
MergeSort (s, m;
Mer geSort (mt+1, d) ;
i ntercl aseaza(s,d, n);}}
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voi d mai n()

{int i; cout<<"n= ";cin>>n;
for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"x["<<i<<"]= ";cin>x[i];}
MergeSort (1,n);
cout <<"vectorul sortat"<<endl; for(i=1;i<=n;i++) cout<<x[i]<<" ";}

Complexitatea algoritmului de sortare prin interclasare. Pentru divizarea problemei in
subprobleme se calculeazd mijlocul intervalului de indici si O(D(n))=0@(1). Pentru combi-
narea solutiilor se executa interclasarea a doi vectori si O(D(n))=0(n). Timpul de executie
este T(n)= 2xT(n/2)+n. Considerand ca n=2", rezulta:
T(rp:T(2'§)+2k = 2x (T2 N+ 20 +2K = ox 2Ky +28 40K = | =

2x2x(T(2%9)+ 252) 42K 42K = 22(T(2?)+ 2K2) +2K 42K 12K = kx2X = logn xn.
Ordinul de complexitate al algoritmului este O(nxlogzn).
Observatie. In comparatie cu algoritmii de sortare prin metoda selectiei directe si prin metoda
bulelor, care au ordinul de complexitate O(nz), algoritmii de sortare care folosesc strategia
divide et impera sunt mai eficienti.

1. Sa se rearanjeze elementele unui vector astfel Tncat in vector sa se
@g gaseasca mai Intdi numerele impare si apoi numerele pare. Se vor
realiza doua versiuni ale programului, cate una pentru fiecare meto-

da de sortare care foloseste strategia divide et impera.

2. Intr-un figier text sunt scrise urmatoarele informatii: pe primul rand numéarul de elevi din
clasa — n, iar pe urmatoarele n randuri urmatoarele informatii despre un elev: numele,
prenumele si mediile semestriale la disciplina informatica. In cadrul unui rand datele
sunt separate prin spatiu. Sa se scrie un program care sa realizeze urmatoarele cerinte.
Fiecare cerinta va fi rezolvata printr-un subprogram. Ordonarea elementelor vectorului si
cautarea unui elev In vector se vor face folosind algoritmii cei mai eficienti.

a. Se citesc datele din fisierul text si se calculeaza media anuala a fiecarui elev.

b. Se rearanjeaza datele in ordinea alfabetica a numelui si prenumelui elevilor.

c. Pentru numele si prenumele unui elev, citite de la tastatura, se afiseaza mediile
semestriale si media anuala.

d. Se scriu informatiile obtinute Tn urma prelucrarilor intr-un alt figier text.

1.4.6. Problema turnurilor din Hanoi

Pe trei tije notate cu A, B si C se pot monta discuri perforate de diferite dimensiuni. Initial
pe tija A (tija sursd) sunt agezate unele peste altele n discuri in ordinea descrescatoare a
diametrelor, iar celelalte tije sunt goale. Sa se afiseze toate mutarile care trebuie facute
ca discurile de pe tija A sa fie aranjate pe tija B (tija destinatie) in aceeagi ordine in care
erau pe tija A, folosind tija C ca tija de manevra. O mutare nu se poate face decéat cu un
disc si el nu poate fi asezat pe o tija decét peste un disc cu diametrul mai mare.

Sa analizam mutarile care trebuie facute pentru n=3: s
- Se muta discul de pe tija A pe tija B (1).
- Se muta discul de pe tija A pe tija C (2).
- Se muta discul de pe tija B pe tija C (3).
- Se muta discul de pe tija A pe tija B (4).
- Se muta discul de pe tija C pe tija A (5). | | | |
- Se muta discul de pe tija C pe tija B (6). (| |
- Se muta discul de pe tija A pe tija B (7).

n discuri
A
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Folosind metoda divide et impera problema initiala va fi descompusa h subprobleme astfel:
PAS1. Se muta primele n-1 discuri de pe tija sursa pe tija de manevra.

PAS2. Se muta discul cu diametrul cel mai mare de pe tija sursa pe tija destinatie.

PAS3. Se muta cele n-1 discuri de pe tija de manevra pe tija destinatie.

#i ncl ude<i ost r eam h>
voi d hanoi (int n, char a, char b, char c)
{if (n==1) cout<<"Mitarea: "<<a<<"->"<<b<<endl;
el se
{hanoi (n-1, a, c, b);

cout <<" Mut area: "<<a<<"->"<<b<<endl ;

hanoi (n-1,c, b,a); }}
voi d mai n()
{int n; char a=" A ,b="B ,c="C; cout<<"n="; cin>>n;

hanoi (n, a, b, c);}
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1. S& se determine numéarul de partitii distincte ale 4
@g unui numar natural n. Indicatie. Se descompune P
numarul n in doud numere ni si ny, dupd care /3+1 2+2
fiecare numar nou obtinut se descompune in alte +1
doua numere. Procesul de descompunere continua pana cand ni<nj. A
Numarul de partitii este egal cu numarul de descompuneri obtinute. 11

2. Intr-un parc cu o suprafata dreptunghiulara care are coordonatele coltului din stanga sus
(X1,Y1) si ale coltului din dreapta jos (X2,Y2) se gasesc n copaci. Pozitia fiecarui copac
pe teren este datd de coordonatele (xj,yi). in parc trebuie amenajat un teren de joaca
pentru copii, de forma dreptunghiulard, cu laturile paralele cu laturile parcului. Sa se
determine dreptunghiul cu arie maxima pe care se poate amenaja terenul de joaca fara
sa se taie nici un copac. Indicatie. Considerand ca un copac i imparte dreptunghiul
initial Tn patru dreptunghiuri cu laturile paralele cu dreptunghiul initial, problema se
descompune in patru subprobleme, fiecare subproblema rezolvand cazul unuia dintre
cele patru dreptunghiuri, care au coordonatele colturilor ((X1,Y1); (Xi, Y2)), ((Xi, Y1);
(X2,Y2)), ((X1,Y1); (X2,yi) si (X1, Vi); (X2,Y2)). La cazul de baza se ajunge atunci cand
dreptunghiul nu contine nici un copac. Pentru fiecare dreptunghi care nu contine nici un
copac se calculeaza aria si se memoreaza coordonatele colturilor. Din combinarea
solutiilor obtinute se identificd dreptunghiul care are aria cea mai mare.

3. Intr-un vector sunt memorate mai multe numere intregi. S& se plieze repetat vectorul,
pana cand raméne un singur element, si sa se afiseze valoarea acestui element. Plierea
unui vector Tnseamna suprapunerea unei jumatati (numitd donatoare) peste cealalta
jumatate (numita receptoare). Daca numarul de elemente ale vectorului este impar,
elementul din mijloc se elimina. De exemplu, pentru vectorul {1,2,3,4,5,6,7}, considerand
prima jumatate ca fiind cea receptoare, vectorul obtinut dupa prima pliere este {5,6,7}.

1.4.7. Generarea modelelor fractale

Modelele fractale sunt modele matematice care descriu fenomene sau obiecte care au o
structura periodica. Ele pot fi folosite si in grafica, pentru desenarea unor forme geometrice
complexe.

In descrierea matematica a formei geometrice se porneste de la un nucleu, care, In urma

unui proces iterativ, este generat succesiv la scari diferite. Numarul de iteratii reprezinta

ordinul curbei. Un exemplu clasic este forma geometrica cunoscuta sub numele de curba

lui Koch, care se genereaza astfel:

PAS1. Se porneste de la nucleul care este un triunghi echilateral, cu latura avand lungi-
mea finita L.

PAS2. Fiecare latura a triunghiului este Tmpartita in trei segmente egale. Segmentul din
mijloc este eliminat si inlocuit cu un unghi care are laturile egale cu el.

PAS3. Pentru fiecare iteratie se repeta Pasul 2, pentru fiecare segment al figurii obtinute.

~_"

< 2

PN




Informatica 57

Se obtine o constructie perfect regulata. Dupa fiecare iteratie cresc: numarul de unghiuri,
numarul de laturi ale poligonului si perimetrul poligonului. Notdm cu p perimetrul nucleu
(triunghiul echilateral de la care se porneste). In procesul de constructie a curbei, la fiecare
iteratie, fiecare latura L a triunghiului echilateral este impartita in trei segmente de lungime
egala (Li/3) si este mlocwta cu 4 astfel de segmente (4xLi/3). Dupa n iteratii, perimetrul
poligonului va fi px(4/3)".

Pentru realizarea constructiei se folosesc urmatoarele 3 elemente:

/\ /\

initiator generator nucleu

(n=0) (n=1)
Pentru construirea poligonului trebuie desenata fiecare latura. Pentru fiecare latura se
cunosc: coordonatele x1 si yi1, lungimea segmentului L si

. . e iX2,Y2
unghiul a. Coordonatele x2 si y2 se pot determina:
X2=X1+Lxcos(a) si yo=yi+Lxsin(a).

Pentru desenarea segmentului se foloseste functia | i ne()
implementata n biblioteca graphics.h: 1 i ne(x1, y1, x2,y2).

Desenarea poligonului Tnseamna desenarea fiecarei laturi, care este determinata de coor-
donatele x1 si y1, lungimea segmentului L si unghiul a. Problema se reduce la generarea
datelor care caracterizeaza fiecare latura si la desenarea unei linii folosind aceste date.
Generarea laturilor poligonului este un proces recursiv in care initiatorul care are lungimea
L este inlocuit cu generatorul. Generatorul este format din patru segmente, fiecare segment
avand lungimea L/3. Acest proces poate fi descompus n patru procese.

Folosind metoda divide et impera pentru a genera curba lui Koch de ordinul n, problema

initiald va fi descompusa n patru subprobleme, astfel (subprogramul Koch(') ):

PAS1. Se genereaza primul segment, care este un segment cu lungimea L/3 si cu aceeasi
orientare cu a initiatorului. EI devine initiatorul curbei lui Koch de ordinul n- -1

PAS2. Se genereaza al doilea segment, prin rotirea segmentului obtinut cu 60° spre stan-
ga (subprogramul st anga( ) ). El devine initiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1.

PAS3. Se genereaza al treilea segment, prin rotirea segmentului obtinut cu 120° spre dreap-
ta (subprogramul dr eapt a( ) ). El devine initiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1.

PAS4. Se genereaza al patrulea segment, prin rotirea segmentului obtinut cu 60° spre
stanga (subprogramul st anga( ) ). El devine initiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1.

Procesul de descompunere se termina cand se ajunge la ordinul O si se obtine initiatorul, care
se va desena (subprogramul deseneaza() ).

Pentru desenarea poligonului, se construieste nucleul (se genereaza cele trei laturi ale
triunghiului echilateral de lungime L) si pentru fiecare laturd se construieste curba lui
Koch de ordinul n (subprogramul nucl eu_Koch()) .

#i ncl ude<i ostream h>

#i ncl ude<mat h. h>

#i ncl ude<gr aphi cs. h>

int x,y;

float alfa;

voi d stanga(fl oat unghi)
{al f a+=unghi *M PI / 180. ; }
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voi d dreapta(float unghi)
{al f a- =unghi *M PI/ 180. ;}
voi d deseneaza(float L)
{x1=x; yl=y; x+=(int)(L *cos(alfa); y+=(int)(L*sin(alfa);
line(x,y,x1,yl);}
voi d Koch(int n, float L)
{if (n==0) deseneaza(l);
el se
{Koch(n-1,L/3); stanga(60);
Koch(n-1,L/3); dreapta(120);
Koch(n-1,L/3); stanga(60);
Koch(n-1,L/3);}}
voi d nucl eu_Koch(int n,float L)
{Koch(n, L); dreapta(120);
Koch(n, L); dreapta(120);
Koch(n, L); dreapta(120);}
voi d mai n()
{int n,L;
cout<<"n= "; cin>>n; cout<<"L="; cin>L
nucl eu_Koch(n, L);}

1. Desenati praful lui Cantor, care este generat astfel: un segment de
lungimea L, care este paralel cu axa Ox, este impartit in cinci
segmente egale, din care se elimina segmentul din mijoc — si se

repeta acest proces de n ori pentru fiecare segment ramas.
2. Desenati curba lui Koch, definitd prin urmatoarele trei elemente, in care fiecare
segment al generatorului are lungimea L/4, unde L este lungimea segmentului initiator.

initiator

(n=0) generator
(n=1)

3. Desenati curba dragonului, definita prin urmatoarele trei elemente, in care fiecare seg-
ment al generatorului are lungimea L/sqrt(2), unde L este lungimea segmentului initiator.

initiator \/ |—

(n=0)

nucleu

generator curba de nucleu
(n=1) ordinul n=2

4. Sa se deseneze figura geometrica obtinuta astfel: se deseneaza un patrat cu latura L,
se deseneaza un patrat care uneste mijloacele laturilor patratului initial si se repeta
acest proces de n ori pentru fiecare patrat obtinut.

5. Sa se deseneze covorul lui Sierpinski, astfel: se deseneaza un patrat cu latura L, se
Tmparte acest patrat in 9 patrate egale, se hasureaza patratul din mijloc si se repeta
acest proces de n ori pentru fiecare patrat nehasurat.



Informatica 59

1. 5. Metoda greedy
1.5.1. Descrierea metodei greedy

Metoda greedy se poate folosi pentru problemele in care, dandu-se o multime finita A,
trebuie determinata o multime ScA care sa indeplineascd anumite conditii. Metoda furni-
zeaza o singura solutie, reprezentata prin elementele multimii S. Ca si in cazul metodei
backtracking, solutia problemei este data de un vector S = {X, Xo, ..., Xn} ale carui elemente
apartin insa unei singure multimi A. Spre deosebire de metoda backtracking, metoda Greedy
nu gaseste decat o singura solutie i, in general, aceasta solutie este solutia optima.

| Studiu de caz

Scop: identificarea problemelor in care solutia optima este o submultime inclusa intr-o
multime data, care trebuie sa indeplineasca anumite conditii.

Enuntul problemei 1: S& se repartizeze optim o resursa (de exemplu, o sald de specta-
cole, o sald de conferinfe, o sald de sport) mai multor activitafi (spectacole, prezentdri de
produse, respectiv meciuri) care concureaza pentru a obfine resursa respectiva.

Multimea A este formata din cele n activitati. Fiecare activitate i (1< i< n) are un timp de
incepere t; si un timp de terminare fj, unde tj < f; si ocupa resursa in intervalul de timp

disjuncte, adica daca fj < tj sau daca} fj < ti. Cerinta problemei este de a selecta o multime
maximala de activitati compatibile. In acest caz, multimea S este formata din activitatile
care vor folosi resursa, iar conditia pe care trebuie sa o indeplineasca elementele multimii S
este ca ele sa fie activitati compatibile. In plus, pentru ca repartizarea resursei s fie optima,
trebuie ca multimea S sa contina maximul de elemente care indeplinesc aceasta conditie.

Enuntul problemei 2: S& se ocupe optim un mijloc de transport (de exemplu, un ruc-
sac, un autocamion) care are o capacitate maxima de ocupare (care poate transporta o
greutate maxima G) cu n obiecte, fiecare obiect avand greutatea gj si un profit obfinut Tn
urma transportului c;, iar din fiecare obiect putand sé se ia o fracfiune x; €[0,1] .

Multimea A este formatéa din cele n obiecte. Fiecare obiect i (1<i<n) are o eficienta a trans-
portului ej care reprezinta profitul pentru o unitatea de greutate. Cerinta problemei este de a
selecta o multime de obiecte astfel incét eficienta transportului sa fie maxima. Multimea S
este formata din obiectele care vor ocupa mijlocul de transport, iar conditia pe care trebuie sa
o Tndeplineasca elementele multimii S este ca, prin contributia adusa de fiecare obiect la
eficienta transportului, sa se obtina o eficientd maxima, iar greutatea obiectelor selectate sa
fie egala cu greutatea maxima a transportului.

Enuntul problemei 3: Pentru doud mulfimi de numere intregi nenule: C cu n elemente,
C ={c1,¢2, ..., cn} si A cu m elemente, A = {a1,az, ..., am}, §i nsm, sa se selecteze o
submulfime de n numere din mulfimea A, astfel incat expresia:

E=cixX{+Cox X2 +...+ChxXp
in care Xxj€A, sa aiba valoarea maxima.

In acest caz, multimea S = {x1,X2, ... , Xn}, In care xjeA, trebuie sa indeplineasca conditia:
E=c1x X1+ CoxXo + ... + Cn X Xn = Emax

Criteriul de alegere a elementelor x; este urmatorul: dacé in multimea A mai exista elemente

care au acelasi semn cu coeficientul cj, se va alege elementul aj pentru care termenul Cj x X;
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are valoarea maxima (deoarece acest termen se aduna la valoarea expresiei), iar daca in
multimea A nu mai existd elemente care au acelagi semn cu coeficientul cj, se va alege
elementul aj pentru care termenul ¢j x xj are valoarea miniméa (deoarece acest termen se
scade din valoarea expresiei).

Enuntul problemei 4: S& se plateasca o suma s cu un numar minim de bancnote cu
valori date. Se considera ca din fiecare tip de bancnotad se poate folosi un numar nelimitat
de bancnote, iar pentru ca problema sé& aib& solufie, vom considera c& existad si bancnote
cu valoarea 1.

Multimea A este formatéa din cele n valori distincte ale bancnotelor. Cerinta problemei este
de a selecta 0 multime minima de bancnote pentru plata sumei s. in acest caz, multimea S
este formata din valorile cu care se va face plata, iar conditia pe care trebuie sa o inde-
plineasca elementele multimii S este ca, prin adunarea sumelor partiale platite cu
bancnotele cu valorile alese, sa se obtind suma de plata s. Pentru ca numarul de
bancnote sa fie cat mai mic, trebuie sa se caute ca plata sa se faca in bancnote cu=
valori cat mai mari.

Metoda greedy construieste solutia prin selectarea, dintr-o multime de elemente,
a elementelor care indeplinesc o anumita conditie. Pentru ca elementele
care se selecteaza sa apartina solutiei optime, la pasul k se alege candidatul
optim pentru elementul x, al solutiei.

Spre deosebire de metoda backtracking, la metoda greedy, alegerea elementului x, al
solutiei este irevocabila (nu se mai poate reveni asupra alegerii facute).

Metoda greedy poate duce la obtinerea solutiei optime Tn cazul problemelor care au pro-
prietatea de optim local, adica solutia optima a problemei cu dimensiunea n a datelor de
intrare contine solutiile optime ale subproblemelor similare cu problema initiala, dar de
dimensiune mai mica. Metoda greedy se mai numeste si metoda optimului local.

Pasii algoritmului greedy sunt:

PAS1. Se initializeaza multiimea S cu multiimea vida: S«&.

PAS2. Cattimp S nu este solutie a problemei si A=, executa:

PAS3. Se alege din multimea A elementul a care este candidatul optim al solutiei.

PAS4. Se elimina elementul a din multimea A.

PAS5. Daca el poate fi element al solutiei, atunci elementul a se adauga la
multimea S. Se revine la Pasul 2.

PAS6. Daca multimea S este solutia problemei, atunci se afiseaza solutia; altfel, se
afiseaza mesajul “Nu s-a gasit solutie”

Algoritmul greedy este un algoritm iterativ, care determina solutia optima a problemei n
urma unor succesiuni de alegeri care reduc dimensiunea problemei respective: se alege
elementul x; al solutiei, apoi elementul x, al solutiei, s.a.m.d. Altfel spus, elementul x, al
solutiei este determinat prin alegerea, din elementele ramase Tn multimea A, a candidatului
optim pentru elementul x al solutiei, iar determinarea urmatoarele n-k elemente ale solutiei
(rezolvarea subproblemei) se face numai dupa ce a fost determinat elementul x, al solutiei.
Alegerea facuta pentru elementul x, al solutiei poate depinde de alegerile facute pentru
determinarea primelor k-1 elemente ale solutiei, dar nu depinde de alegerile ulterioare.

Pentru ca algoritmul greedy sa conduca la obtinerea solutiei optime, trebuie sa fie indepli-
nite doua conditii:
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1. Alegerea optimului local pentru fiecare element al solutiei duce la alegerea solutiei
optime globale.

2. Solutia optima a problemei contine solutiile optime ale subproblemelor.

Aceasta inseamna cd, pentru a fi siguri ca algoritmul greedy construieste solutia optima a

problemei, trebuie s& se demonstreze ca sunt indeplinite cele doua conditii.

n rezolvarea multor probleme folosind strategia greedy, pentru a alege optimul local care
sa duca la alegerea solutiei optime globale, multimea A este ordonatad dupa criteriul
candidatului optim. Ordonarea multimii dupa criteriul candidatului optim inseamna rearan-
jarea elementelor multimii A astfel incat, dupa extragerea unui element, urmatorul element
din multimea A sa reprezinte elementul care este cel mai indreptatit sa fie ales ca element
al multimii S. De exemplu:

- 1n cazul repartizarii optime a unei resurse, o activitate nu poate incepe decat daca se
termina cea anterioara. A repartiza optim resursa inseamna a organiza cat mai multe
activitati. Din multimea activitatilor se alege intotdeauna activitatea care are timpul de
terminare cat mai mic. In acest caz, candidatul optim este activitatea care are timpul de
terminare cel mai mic, iar ordonarea activitatilor dupa criteriul candidatului optim
inseamna ordonarea crescatoare dupa timpul de terminare.

- In cazul ocupirii optime a mijlocului de transport, trebuie ca eficienta transportului sa
fie maxima. Din multimea obiectelor, se aleg obiectele care au eficienta de transport cét
mai mare. In acest caz, candidatul optim este obiectul care are eficienta transportului
cea mai mare, iar ordonarea obiectelor dupa criteriul candidatului optim Thseamna ordo-
narea descrescatoare dupa eficienta transportului.

- Tn cazul platii unei sume cu un numar minim de bancnote cu valoare dat, ca sa se
foloseasca cat mai putine bancnote, trebuie ca plata sa se faca In cat mai multe
bancnote cu valoare foarte mare. In acest caz, candidatul optim este bancnota cu valoa-
rea cea mai mare, iar ordonarea dupa criteriul candidatului optim inseamna ordonarea
descrescatoare dupa valoarea bancnotelor.

1.5.2. Implementarea metodei greedy

Pentru implementarea metodei greedy se vor folosi doua subprograme:

-> subprogramul sort () — care ordoneaza multimea A dupa criteriul candidatului optim;
- subprogramul gr eedy() — care implementeaza metoda propriu-zisa.

in exemplele urmétoare, datele de intrare vor fi citite dintr-un figier text.

Exemplul 1. Problema planificarii optime a activitatilor.

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:

- Pentru numarul de elemente ale celor doua multimi se folosesc variabilele n — numarul
de activitati (numarul de elemente ale multimii A) si m— numarul de activitati selectate
pentru a forma solutia problemei (numarul de elemente ale multimii S).

- Pentru multimea activitatilor (multimea A) se foloseste vectorul a, ale carui elemente
sunt de tip inregistrare acti vi t at e — care contine trei cAmpuri, x si y pentru ora la
care incepe activitatea, respectiv ora la care se termina activitatea — si k pentru numarul
activitatii (este folosit ca un identificator al activitatii).

- Solutia (multimea S) va fi memorata in vectorul s. In fiecare element al vectorului s se
memoreaza indicele elementului selectat din vectorul a, dupa ce a fost sortat dupa
criteriul candidatului optim.

Se folosesc urmatoarele subprograme:
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- Subprogramul citeste() — pentru citirea datelor din figierul text. Tn figierul text, pe
primul réand este scris numarul de activitati n, iar pe urmatoarele n randuri — perechi de
numere intregi, separate prin spatiu, care reprezinta ora de inceput si ora de sfarsit ale
rea din figier. In urma executiei acestui subprogram, se creeaza vectorul activitatilor — a.

- Subprogramul sort () — sorteaza vectorul a crescator dupa timpul de terminare a
activitatilor (campul y).

- Subprogramul gr eedy() — implementeaza strategia greedy pentru aceasta problema.

- Subprogramul afi seaza() - afiseaza solutia problemei folosind informatiile din
vectorul s — indicele fiecarei activitati selectate.

Strategia greedy este implementata astfel:

PAS1. Se initializeaza vectorul s cu indicele primului element din vectorul a (se selec-

teaza, ca prima activitate, activitatea care are ora de terminare cea mai mica).

PAS2. Pentru urmétoarele n-1 elemente ale vectorului a, executa

| PAS3. Daca ora la care incepe activitatea din elementul curent al vectorului a
este mai mare sau egala cu ora la care se termina ultima activitate adau-
i gata la solutie (in vectorul s), atunci activitatea este adaugata la solutie.

Multimea activitatilor
Activitatea 1 2 3 4 5 6 7 8
Ora de Incepere 9 |12 | 8 | 10 | 16 | 14 | 20 | 19
Oradeterminare | 11 | 13 | 10 | 12 | 18 | 16 | 22 | 21

Multimea activitatilor — dupa ce a fost sortata
Activitatea 3 1 4 2 6 5 8 7
Ora de Incepere 8 9 |10 | 12 | 14 | 16 | 19 | 20
Oradeterminare | 10 | 11 | 12 | 13 | 16 | 18 | 21 | 22

Solutia problemei
Activitatea 3 4 2 6 5 8
Ora de Incepere 8 |10 | 12 | 14 | 16 | 19
Oradeterminare | 10 | 12 | 13 | 16 | 18 | 21

Programul este:

#i ncl ude<f stream h>

struct activitate {int x,y,k;};

activitate a[20];

int n, ms[20];

fstream f("greedyl.txt",ios::in);

voi d citeste()

{int i; f>>n;

for(i=1;i<=n;i++) {f>>a[i].x>>a[i].y; a[i].k=i;} f.close();}
voi d sort ()

{int i,j; activitate aux;

for (i=1;i<n;i++)

for (j=i+l;j<=n;j++)

if (a[i].y>a[j].y) {aux=a[i]; a[i]=a[j]; a[]j]=aux;}}
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voi d greedy()
firme i, 50 s[ L] =150 =1
for (i=2;i<=n;i++)
if (a[i].x>=a[s[j]].y) {j++ s[j]=i;}
e ;)
voi d afi seaza()
{cout<<"Planificarea activitatilor: "<<endl;
for (int i=1;i<=mi++)
cout<<"Activitatea "<<a[s[i]].k<<" incepe |la ora ";
cout<<a[s[i]].x <<" si se termina la ora "<<a[s[i]].y<<endl;}
voi d mai n()
{citeste(); sort(); greedy(); afiseaza();}

intr-o sald de spectacole trebuie planificate n spectacole care au loc in
aceeasi zi, fiecare spectacol avand o ora la care trebuie sa ihceapa si o
duratd de desfagurare. Scrieti un program care sa planifice optim ocu-

parea salii de spectacole.

Exemplul 2. Problema ocuparii optime a mijlocului de transport (problema rucsacului).

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:
- Pentru numarul de elemente ale celor

- - - Multimea obiectelor — G=20
doua multimi se folosesc variabilele n — ’

numérul de obiecte (numarul de elemente  OPiectul 1 2 3 4 5
ale multimii A) si m— numarul de obiecte Greutatea 5 4 4 8 | 10
selectate pentru a forma solutia problemei  pyofitul 101201101 10| 22
(numarul de elemente ale multimii S). Eficienta 5 5 |25 |125] 22

- Pentru greutatea maxima care se poate
transporta, se foloseste variabila G iar Multimea obiectelor dupa ce a fost sortata
pentru greutatea obiectelor care se mai pot  gpiectul 2 3 5 1 4

selecta, se foloseste variabila G (greuta-

tea ramasa). Variabila & este initializata Greutatea 4 4 11015 8

cu valoarea G (initial, greutatea obiectelor Profitul 20 | 10 | 22 | 10 | 10

care se pot selecta este greutatea maxima  Eficienta 5 2522 2 1,25

de transport), iar dupa ce s-a construit ’ ] ]

solutia, variabila G are valoarea 0 (nu se Solutia problemei

mai pot selecta obiecte, deoarece a fost Obiectul 2 3 5 1 4

ocupata toaté capacitatea de transport). Greutatea 4 4 10| 5 8
- Pentru multimea obiectelor (A) se folo- .

seste vectorul a, ale carui elemente sunt Fractiunea 1 1 110210

de tip Tnregistrare obi ect, care contine Greutatea 4 | 41102 (0

patru campuri: g — greutatea obiectului, ¢
— profitul obtinut Tn urma transportului, e — eficienta transportului si k — numarul
obiectului (este folosit ca un identificator al obiectului).

- Solutia (multimea S) va fi memorata in vectorii s si x. In fiecare element al vectorului s se
memoreaza indicele obiectului selectat din vectorul a, dupéa ce a fost sortat dupa criteriul
candidatului optim, iar in elementul din vectorul x care are acelasi indice cu cel din
vectorul s se memoreaza fractiunea de cantitate care se va lua din obiectul selectat.
Elementele vectorului x sunt initializate cu valoarea 0 (vectorul este declarat global).
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Se folosesc urmatoarele subprograme:

- Subprogramul ci t est e() — pentru citirea datelor din fisierul text. In fisierul text, pe primul
rand este scris numarul de obiecte n si greutatea maxima a transportului G iar pe
urmatoarele n randuri — perechi de numere reale, separate prin spatiu, care reprezinta
greutatea si profitul transportului unui obiect. Fiecarui obiect i se atribuie, ca identificator,
numarul de ordine de la citirea din figier. Pentru fiecare obiect se calculeaza eficienta
transportului. In urma executiei acestui subprogram se creeaza vectorul obiectelor, a.

- Subprogramul sort () — sorteaza vectorul a, crescator dupa eficienta transportului
obiectelor (cAmpul e).

- Subprogramul gr eedy() — implementeaza strategia greedy pentru aceasta problema.

- Subprogramul af i seaza() — afiseaza solutia problemei folosind informatiile din vectorii
s si x — indicele fiecarui obiect selectat si fractiunea din greutate care se va transporta.

Strategia greedy este implementata astfel:
PAS1. Se initializeaza greutatea G- cu valoarea Gsi selectarea obiectelor Tncepe cu obi-
ectul cu cea mai mare eficienta a transportului (primul obiect din vectorul a).
PAS2. Cat timp mai exista obiecte care nu au fost selectate si greutatea obiectelor
selectate nu este greutatea maxima, executa
PAS3. Daca greutatea obiectului din elementul curent al vectorului a este mai
mica sau egala cu greutatea ramasa, G, atunci obiectul este adaugat la
solutie, ludndu-se intreaga cantitate disponibila din obiect; altfel, se ia din
obiect fractiunea egala cu greutatea ramasa & . Se actualizeaza greutatea
@& diminuénd-o cu greutatea obiectului care a fost adaugat in rucsac.

Programul este:

#i ncl ude<f st ream h>

struct obiect {int k;

float g,c,e;};

obi ect a[ 20];

int n, ms[20];

float G G, x[ 20];

fstream f("greedy2.txt",ios::in);

void citeste()

{int i; f>>n>>G

for(i=1;i<=n;i++)

{t>>al[i].g>>ali].c; a[i].k=i; a[i].e=a[i].cl/a[i].g;} f.close();}
voi d sort ()

{int i,j; obiect aux;

for (i=1;i<n;i++)

for (j=i+l;j<=n;j++)

if (a[i].e<a[j].e) {aux=a[i]; a[i]=a[j]; a[]j]=aux;}}

voi d greedy()

{int i,j=0; G=G

for (i=1;i<=n && G!=0;i ++)

if (G>a[i].g) {j++ s[jl=i; x[j]=1;, G-=a[i].g;}

else {j++ s[j]=i; x[j]=G/a[i].g; G=0;}

e}

voi d afi seaza()

{for (int i=1;i<=mi++)
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{cout<<"(Chiectul "<<a[s[i]].k<<" in cantitatea ";
cout<<x[i]* a[s[i]].g<<endl;}}

voi d mai n()

{citeste(); sort(); greedy(); afiseaza();}

Observatie. Tn problema rucsacului exista doua situatii:
1. Obiectele pot fi fractionate — problema continua a rucsacului;
2. Obiectele nu pot fi fractionate — problema discreta a rucsacului.

Algoritmul greedy furnizeaza solutia optima numai Tn cazul problemei continue a
rucsacului. De exemplu, pentru patru obiecte: a (20 kg, 110 lei), b (9 kg, 45 lei), ¢ (9 kg, 45
lei) si d (6 kg, 30 lei) si greutatea maxima de transport 25 kg:

- Solutia greedy: obiectul a — profitul transportului = 110;

- Solutia optima: obiectele b, ¢ si d — profitul transportului = 120.

Intr-un rucsac se pot transporta maximum G kg. Exista n obiecte, fieca-
@@ re obiect avand greutatea gj si valoarea vi. Obiectele pot fi fractionate.
Scrieti un program care sa gaseasca obiectele care trebuie transportate

n rucsac, astfel incét sa se obtina cea mai valoroasa incarcatura.

Exemplul 3. Problema expresiei de valoare maxima.

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:

- Pentru multimea coeficientilor C se foloseste vectorul ¢ cu n elemente, iar pentru
multimea numerelor A se folosegte vectorul a cu melemente. Elementele vectorilor sunt
detipint.

- Pentru calcularea valorii expresiei se foloseste variabila exp, care este initializatd cu
valoarea 0 (este variabila globald), iar pentru a numara elementele selectate din
multimea A se foloseste variabila k, care este initializata cu valoarea 0.

Se folosesc urmatoarele subprograme:

- Subprogramul ci t est e() — pentru citirea datelor din fisierul text. In fisierul text, pe
primul rand sunt scrise doua numere intregi, n si m care reprezintda numarul de
elemente ale celor doua multimi, pe randul al doilea cei n coeficienti, iar pe randul al
treilea cele m numere intregi din multimea A. Valorile numerice de pe un rand sunt
separate prin spatiu. In urma executiei acestui subprogram se creeaza vectorii ¢ gi a.

- Subprogramul sort () — se foloseste pentru a sorta crescator cei doi vectori ¢ si a.

- Subprogramul gr eedy() — implementeaza strategia greedy pentru aceasta problema si
afiseaza solutia in timp ce o construieste.

Strategia greedy este implementata astfel:

PASL. Se calculeaza termenii pentru care valorile coeficientului ¢; si ale numarului aj sunt
pozitive. Pentru ca expresia sa fie maxima, parcurgerea celor doi vectori se face de la
ultimul element catre primul element (de la cele mai mari numere pozitive, catre cele
mai mici numere pozitive). Se memoreaza, in variabila p, indicele elementului din
vectorul ¢ care urma sa fie selectat la terminarea parcurgerii, iar in variabila r — indi-
cele elementului din vectorul a care urma sa fie selectat la terminarea parcurgerii.

PAS2. Se calculeaza termenii pentru care valorile coeficientului ¢; si ale numarului aj
sunt negative. Pentru ca expresia sa fie maxima, parcurgerea celor doi vectori se
face de la primul element catre ultimul element (de la cele mai mari numere nega-
tive, catre cele mai mici numere negative).
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PAS3. Coeficientii ramagi pot fi numai pozitivi N=5 $i M=7 = Emax = 97
sau numai n_ega:uw. In (_:azul in carevsunt ndici 1 2 3 4 5 6 7
numai negativi, in multimea A au ramas
numai numere pozitive. Termenii care se Ci 2113415
calculeaza fiind negativi, pentru ca a |5|-4|-1]2]|5]|7 ‘ 8 ‘
expresia sa fie maxima vor trebu!'sa aiba si 5 lals| 718
valoarea cat mai mica si vectorii se vor . ~
parcurge fn continuare, catre ultimul =6 $i M=7 — Emax =77
element (coeficientii sunt numere negati- Indici 1 2 3 4 5 6
ve din ce in ce mai mici, iar numerele din Ci 5|4|3|-1141|5
vectorul a sunt numere pozitive din ce in aj s5lal1l213lals
6

7

ce mai mari). In cazul in care coeficientii

ramasi sunt numai pozitivi, in multimea A Si |5]4]1]2]4

au ramas numai numere negative. n=6 si M=7 = Emax = 21
Termenii care se calculeaza fiind nega-  |ngici 1 2 3 4 6 7
tivi, pentru ca expresia sa fie maxima vor

trebui sa aiba valoarea cat mai mica si G (2/-1/3 |4 FONES
vectorii se vor parcurge astfel: vectorul ¢ a |6[5[-4|3[-1]1]2 ‘
incepand de la elementul p catre primul si |6]5]3|-1]1]2

element, iar vectorul a Tncepand de la
elementul r catre primul element (coeficientii sunt numere pozitive din ce in ce mai
mici, iar numerele din vectorul a sunt numere negative din ce Th ce mai mari).

Programul este:
#i ncl ude<f stream h>
int n,mp,r,c[20],a[20], exp;
fstreamf("greedy3.txt",ios::in);
voi d citeste()
{int i; f>>n>>m
for(i=1;i<=n;i++) f>>c[i];
for(i=1;i<=mi++) f>>a[i];
f.close();}
void sort(int v[], int n)
{int i,j,aux;
for (i=1;i<n;i++)
for (j=i+1;j<=n;j++)
if (vlil>v[j]) {aux=v[i]; v[i]=v[j]; v[j]=aux;}}
voi d greedy()
{int i=n,j=mk=0; [lindici: i—vector c, j—vector a, k-vector b
cout <<"E= ";
while (c[i]>0 & a[j]>0 && k<n)
{k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[]]<<")+";
exp+=c[i]*a[j]; i--; j--;}
p=j; =1 j=1
while (c[i]<0 & a[j]<0 && k<n)
{k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[]]<<")+";
expt=c[i]*a[j]; i++ |++}
if (c[i]<0)
whi | e (k<n)
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{k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[]]<<")+";
expt=c[i]*a[j]; i++ j++}

el se
{i=p;j=r;
whil e (k<n)
{k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[]]<<")+";
exp+=c[i]*a[j]; i--; j--;}}
cout<<'\b' <<" = "<<exp;}

voi d mai n()
{citeste(); sort(c,n); sort(a, m; greedy();}

Justificarea criteriului candidatului optim. Consideram cazul in care coeficientii sunt
numere intregi pozitive care au fost ordonate crescator si exista cel putin n numere pozitive
n multimea A. Conform criteriului candidatului optim, multimea A a fost ordonata crescator.
Daca C={cj,cy, ..., Cn} CU CiLcj, pentru i<j si A={aj,ap, ..., am} CU ai<aj, pentru i<j, atunci
S={X1,X2, ..., Xn} CU XiLXj, pentru i<j si Xn=am, Xn-1=8m-1, ..., X1=8m-n+1. ESte evident ca
pentru a obtine valoarea maxima a expresiei trebuie sa se aleaga cele mai mari n numere
din multimea A. Trebuie s& demonstram dac& este corect modul in care s-a construit
multimea S cu aceste numere. Pentru alegerea facuta, expresia are valoarea Ej.

E1=ci1x Xp+Cax X2 +..+Cix Xj+..+Cjx Xj+ ..+ ChxXp
Sa presupunem ca exista o expresie Eo a carei valoare este mai mare decét a expresiei E1
(E2 >E3). In cel mai bun caz, in expresie ordinea numerelor din multimea S diferad numai
prin valorile din pozitiile i si j, cu i<j $i Ci<Cj $i Xi<X;.

E2=C1x Xp+Cax X2 +...+Cjx Xj+ ..+ Cjx Xj+ ...+ Ch X Xn
Conform presupunerii facute, inseamna ca Eo — E1 > 0. Darr,

E2—E1 = Cix (Xj - Xi) + Cj x (Xi - Xj) = (Cj - Ci) x (Xi - Xj) <0 si E2 <E1

ceea ce contrazice ipoteza de la care s-a plecat. In mod analog se justifica si alegerea
elementelor multimii S atunci cand cei n coeficienti sunt negativi si Tn multimea A exista cel
putin n numere negative.

1. Justificati criteriul prioritatii de alegere pentru cazul in care coeficientii

@ sunt pozitivi si in multimea A nu exista decat numere negative.

2. Justificati criteriul prioritatii de alegere pentru cazul Th care coeficientii
sunt negativi si in multimea A nu exista decat numere pozitive.

3. Refaceti programul astfel incat sa se determine valoarea minima a expresiei.

4. Fiind datd o multime A cu n numere reale, sa se determine o submultime a sa care are
proprietatea ca suma elementelor submultimii este maxima. Indicatie. Submultimea va
fi formata din toate numerele pozitive, iar daca nu exista numere pozitive, din cel mai
mare numar din multime.

5. Fiind date multimea de numere reale A = {a1,az, ..., am} si n, gradul unui polinom, cu n<m,
sa se selecteze, din multimea A, o submultime de n+1 numere pentru coeficientii
polinomului, astfel incét valoarea polinomului P(x) intr-un punct x precizat sa fie maxima.

6. La un cabinet medical, in sala de asteptare, se gasesc n pacienti. Timpul necesar
pentru consultarea unui pacient i este ti. Cunoscand numarul de pacienti n si timpul
necesar pentru fiecare consultatie tj, scrieti un program care sa afiseze ordinea de
tratare a pacientilor, astfel incat timpul total de asteptare al pacientilor sa fie minim.
Indicatie. Deoarece timpul de agteptare al unui pacient este egal cu suma timpilor de
consultatie ai pacientilor tratati Tnhaintea sa, ordonarea pacientilor dupa criteriul
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candidatului optim Tnseamna ordonarea crescatoare dupa timpul de consultatie.
Demonstrati ca solutia obtinuta astfel este solutia optima.

Exemplul 4. Problema platii unei sume cu un numar minim de bancnote cu valori
date.

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:

- Pentru valorile bancnotelor se foloseste vectorul a cu n elemente (n reprezinta numarul
de tipuri de bancnote).

- Pentru suma care trebuie platita se foloseste variabila S.

Se folosesc urmatoarele subprograme: n=4 si S=147 — Numir total bancnote=9

- Subprogramul citeste() — pentru Valoare bancnoti |50 | 10| 5 | 1
citirea datelor din fisierul text. In figierul

text, pe primul rand sunt scrise doug nu- Numardebancnote| 2 | 4 | 1 | 2
mere intregi, n si S, iar pe randul urmator cele n valori ale bancnotelor. Valorile
numerice de pe fiecare rand sunt separate prin spatiu.

- Subprogramul sort () — se foloseste pentru a sorta descrescator vectorul a.

- Subprogramul gr eedy() — implementeaza strategia greedy pentru aceasta problema si
afiseaza solutia in timp ce o construiegte.

Strategia greedy este implementata astfel:
PAS1. Selectarea bancnotelor incepe cu bancnota cu valoarea cea mai mare (prima
valoare din vectorul a).
PAS2. Cattimp nu a fost platita toatd suma, executa
| PAS3. Daca o parte din suma ramasa poate fi platitd in bancnote care au valoa-
' rea elementului curent din vectorul a, atunci se determina numarul maxim
de bancnote cu care se face plata (catul dintre suma ramasa si valoarea
| bancnotei) si se calculeaza restul din suma care mai ramane de platit.
| PAS4. Se trece la urmétoarea valoare a bancnotei si se revine la Pasul 2.
#i ncl ude<f stream h>
int n,mS,a[20];
fstreamf("greedy4.txt",ios::in);
voi d citeste()
{int i; f>>n>>S;
for(i=1;i<=n;i++) f>>a[i]; f.close();}
voi d sort ()
{int i,j,aux;
for (i=1;i<n;i++)
for (j=i+1;j<=n;j++)
if (alil<a[j]) {aux=a[i]; a[i]=a[j]; a[j]=aux;}}
voi d greedy()
{int i=1;
whil e (S!=0)
{if (S/a[i]!=0)
{cout<<S/a[i]<<" bancnote cu val oarea "<<a[i]<<endl ;
S=Svali];}
i++; 1}
voi d nmai n()
{citeste(); sort(n); greedy();}




Informatica 69

Observatie. In plata sumei S cu bancnote de valori date pot sa apard doud cazuri

(presupunand ca In moneda respectiva exista bancnote cu valorile precizate mai jos):

1. Suma este 48 si bancnotele au valorile 15, 5 si 4 (n=3). Algoritmul greedy nu va gasi nici
o solutie, deoarece va alege 3 bancnote cu valoarea 15, ramanand un rest de suma cu
valoarea de 3, pentru care nu mai existd bancnote ca s& se plateasca. In realitate,
problema are o solutie: 2 bancnote cu valoarea 15, 2 bancnote cu valoarea 5, si 2 banc-
note cu valoarea 8.

2. Suma este 22 si bancnotele au valorile 9, 7, 5 si 1 (n=4). Algoritmul greedy nu va gasi
solutia optima, deoarece va alege 2 bancnote cu valoarea 9, si 4 bancnote cu valoarea
1, in total 6 bancnote. Solutia optima este de a plati cu 4 bancnote: 3 bancnote cu
valoarea 7 si 0 bancnota cu valoarea 1.

Metoda greedy care nu furnizeaza solutia optima a problemei se numeste metoda
euristica greedy.

Ce relatie trebuie sa existe ntre valorile bancnotelor pentru ca solutia
greedy sa furnizeze solutia optima?

Complexitatea algoritmului greedy

Algoritmul greedy propriu-zis are complexitatea O(n), deoarece se parcurg cele n elemente
ale multimii A pentru a alege fiecare dintre cele m elemente ale solutiei. Algoritmul de sortare
folosit pentru aranjarea elementelor multimii A dupa criteriul candidatului optim are complexi-
tatea O(nxlogon) daca se alege un algoritm de sortare eficient, cum este de exemplu
algoritmul QuickSort. Complexitatea metodei greedy este O(n)+ O(nxlogzn)= O(nxlogzon).

Metoda greedy se recomanda Th urmatoarele cazuri:

-> se doregte numai obtinerea solutiei optime si suntem siguri ca aplicand strategia greedy
se obtine solutia optima;

-> se doreste obtinerea unei solutii acceptabile, nu neaparat optime, si algoritmul greedy
este mult mai eficient decét alti algoritmi — care pot duce la obtinerea mai multor solutii sau
a solutiei optime.

1. Un automobilist porneste dintr-un oras A si trebuie sa ajunga in
@g orasul B. Rezervorul autoturismului, daca este plin, 1i permite sa
parcurga n kilometri. Pe hartd sunt trecute m statii de alimentare si

distantele dintre ele. Automobilistul doreste s& opreasca la cat mai putine statii pentru
alimentarea autoturismului. Scrieti un program care sa determine statile de benzina la
care trebuie sa se opreasca pentru alimentare.
2. Intr-un camping exista k casute care pot fi inchiriate 365 de zile din an. Orice turist poate
nchiria o casuta pentru exact m zile consecutive din an. Campingul a adunat solicitarile
a n turisti pe un an intreg, cu un an Tnainte. Fiecare turist precizeaza prima zi cu care
doresgte sa inchirieze o casuta (1, 2, ...). Sa se determine numarul maxim de turigti care
vor putea fi primiti in camping (k<100, m<20, n<1000).
(Concursul Nemes Tihamér, 1998)
3. Un turist trebuie sa strabata un traseu de munte. Pe harta, zona prin Nord

care trebuie sa treaca are o forma dreptunghiulara, care este | 2 | 1 | 1 | 3
imparita, prin caroiaje, In subzone, care au fiecare o anumita | 2 [ 1 [ 2 | 1
inaltime. Zona prin care trece turistul poate fi reprezentata print-o [ o [ 0 | 4 | 2
matrice ale carei elemente memoreaza inaltimea fiecarei subzone. 3] 1 [ 2 | 3

Turistul pornegte din sud, din orice subzona de pe harta, si trebuie sa Sud
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ajunga n nord, in orice subzona de pe harta, astfel incat sa urce cat mai putin pe ntreg
traseul. El poate trece dintr-o zona in alta, numai mergand in directiile: Est, Nord-Est,
Nord, Nord-Vest si Vest. Datele de intrare sunt dimensiunile matricei si matricea inaltimilor
— si se vor citi din figier.

4. Tntr-o fabrica s-a automatizat procesul de productie si, la sfarsitul zilei de muncé, piesele
sunt adunate de roboti industriali. Fiecare robot poate strange un anumit numar de piese.
Harta halei a fost impartita printr-un caroiaj si poate fi reprezentata printr-o matrice (nxm)
ale carei elemente pot avea valorile: 0 (pentru locurile in care nu exista masini) si 1 (pentru
locurile Tn care exista masini). Robotii se deplaseaza Tn spatiul de deasupra maginilor,
corespunzator aceluiasi caroiaj. Robotii pornesc din coltul din stanga sus (1,1) si trebuie
sa duca piesele in coltul din dreapta jos (n,m). Robotii sunt programati astfel incat sa se
deplaseze doar la dreapta sau n jos. Sa se scrie un program care sa determine numarul
minim de roboti care trebuie porniti pentru a strange toate piesele fabricate intr-o zi.

(Concursul Nemes Tihamér, 1998)

5. Intr-un depozit al monetériei statului sosesc n saci cu monede. Seful depozitului
cunoaste numarul de monede din fiecare sac si vrea sa modifice continutul sacilor, prin
mutarea de monede dintr-un sac n altul, astfel incat, la sfarsit, sa fie in fiecare sac
acelasi numar de monede. Sa se scrie un program care sa determine, daca este posibil,
numarul minim de mutari prin care fiecare sac sa contina acelasi numar de monede,
altfel sa se afiseze un mesaj. Fiecare mutare se afiseaza sub forma: sac inifial, sac final,
numdr de monede. (<2000, iar numarul total de monede <1.000.000.000)

(ONI Oradea, 1998)

1.6. Metoda programarii dinamice
1.6.1. Descrierea metodei programarii dinamice

Metoda programarii dinamice se poate folosi pentru problemele in care trebuie sa fie

gasita solutia optima gi care au urméatoarele caracteristici:

1. Solutia optima se alege dintr-o multime de solutii, fiecarei solutii putédnd sa i se asocieze
0 valoare. Alegerea solutiei optime inseamna alegerea solutiei care are valoarea
optima (minima sau maxima).

2. Problema poate fi descompusa in subprobleme similare cu problema initiala ce
respecta principiul optimalitatii: solutia problemei este optima daca ea contine solutiile
optime ale subproblemelor.

3. Subproblemele in care se descompune problema nu sunt independente.

4. Solutia problemei este data de un vector S = {Xg, X2, ..., Xm} Si:
-> exista o multime finitd A din care se poate alege un element x; al solutiei;
- fiecare etapa de determinare a unui element X; al solutiei se bazeaza pe rezultatele
etapelor in care s-au determinat elementele anterioare ale solutiei;
- numarul de posibilitati de a alege un element X; al solutiei se reduce din cauza cerin-
telor de optimizare si a restrictiilor impuse solutiei.

Metoda clasica de rezolvare a acestor probleme este de a cauta toate solutiile problemei
si de a alege, dintre solutiile gasite, solutia optima. Algoritmul de generare a tuturor
solutiilor inseamna generarea tuturor submultimilor de indici ai multimii A cu n elemente
si are ordinul de complexitate O(Zn). Acest ordin de complexitate este inacceptabil
pentru o dimensiune mare a datelor de intrare n.
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| Studiu de caz)

Scop: identificarea problemelor care pot fi descompuse Tn subprobleme similare care
nu sunt independente si care respecta principiul optimalitatii, solutiilor putand sa li se
asocieze o valoare, iar solutia optima determinandu-se prin calcularea valorii optime.

Enuntul problemei 1: Se considera un triunghi de numere naturale
aij cu n linii. Pornind de la numérul din linia 1, mergand in jos pand la
linia n, s& se determine o selectie de elemente astfel incat suma | 321 @22

elementelor sa fie maxima. Trecerea la linia urmdtoare se poate | «=w'wrrrrrrrrerreeeee

face numai mergénd in jos, direct sau pe diagonald, la dreapta. ani &n2 -* @nn

Metoda clasica de rezolvare a acestei probleme este de a calcula toate sumele care se pot
forma respectand restrictia de deplasare in triunghi si de a alege, dintre sumele gasite, suma
care are valoarea cea mai mare.

Multimea datelor de intrare o reprezintd multimea A formata din elementele ajj ale triunghiului.
Valoarea asociatad unei solutii este suma elementelor. Valoarea solutiei optime este valoa-
rea maxima (suma elementelor trebuie sa fie maxima). Solutia problemei este data de un
vector S = {X1, Xo, ..., Xn}, unde xjeA. Pentru construirea solutiei se porneste de la elementul
ai1 Si se merge in jos, pana la linia n. Trecerea la linia urmatoare nu se poate face decét
direct, in jos sau pe diagonala, la dreapta, astfel incat succesorul elementului ajj nu poate fi
decét elementul aj+1,j Sau elementul aj+1,j+1. Problema poate fi descompusa in subprobleme:
subproblema i este alegerea elementului x; al solutiei de pe linia i a triunghiului. Restrictia
impusa pentru solutie este ca elementul x; al solutiei sa se obtina, prin deplasarea in triunghi,
numai pe doua directii, de la elementul anterior, limitdind multimea elementelor din care se
alege elementul x; al solutiei numai la elementele din triunghi care se gasesc intr-o anumita
pozitie fata de elementul anterior al solutiei. Pentru a respecta principiul optimalitatii, suma
elementelor alese anterior trebuie sa fie maxima. Subproblemele nu sunt independente
deoarece in subproblema i alegerea elementului x; al solutiei se bazeaza pe alegerile facute
n subproblemele anterioare.

Enuntul problemei 2: Dandu-se un sir de numere s& se determine subsirul crescator
de lungime maxima.

Fiind dat un sir de numere as, a, ..., an, se defineste ca subsir crescator, sirul aj1, ap, ..., ik,
cuaj1 £aj2<...<ajksi1<i1<iz< ... <ik. De exemplu, in sirul de numere 1, -2, 3, 2, 4, 4,
un subsir crescator este 1, 3, 4, 4.

Metoda clasica de rezolvare a acestei probleme este de a genera fiecare subsir al multimii A
si de a verifica daca este subsir crescator. Dintre subsirurile crescatoare gasite se alege apoi
subsirul care are lungimea cea mai mare.

Multimea datelor de intrare o reprezintd multimea formata din elementele sirului: A={ay, ap,
.., an}. Valoarea asociatd unei solutii este lungimea subsirului crescator. Valoarea
solutiei optime este valoarea maxima (lungimea subsirului trebuie sa fie maxima).
Solutia problemei este daté de un vector S = {X1, X2, ..., Xm}, unde XjeA. Problema poate
fi descompusa in subprobleme: subproblema i este de a gasi subsirul crescator de lungime
maxima care incepe cu elementul aj. Restrictia impusa pentru solutie este ca elementul a;
cu care incepe subsirul sa aiba valoarea mai mica sau cel mult egala cu cea a succe-
sorului sdu in subsir (aj), iar in multimea A numarul lui ordine (i) trebuie sé& fie mai mic decét
numarul de ordine al succesorului (j), limitand multimea elementelor din care se alege
succesorul aj. Metoda cea mai simpla de a gasi subsirul de lungime maxima care incepe cu
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elementul a; este de a cauta printre subsirurile de lungime maxima descoperite in
subproblemele rezolvate anterior, cel mai lung subsir care incepe cu un element aj ce
poate fi succesor in subsir al elementului aj, obtindndu-se un nou subsir, de lungime mai
mare, care incepe cu elementul aj. Pentru a respecta principiul optimalitatii, lungimea
subsirurilor descoperite anterior trebuie sa fie maxima. Subproblemele nu sunt indepen-
dente deoarece in subproblema i alegerea subsirului care ihcepe cu elementul a; al
solutiei se bazeaza pe alegerile facute in subproblemele anterioare.

Enuntul problemei 3: O feava cu lungimea L trebuie s& se confecfioneze din n bucéfi de
feavd, fiecare bucatd avand lungimea aj. O bucatd de feavd nu poate fi taiatd. S& se
gaseascd, daca existd, solufia de a obfine feava de lungime L prin sudarea unor bucéati de
feava cu lungimea a;.

Metoda clasica de rezolvare a acestei probleme este de a genera toate tevile care se pot
forma cu cele n bucéti de teava cu lungimile date si de a verifica daca lungimea tevii obtinute
este egala cu L.

Multimea datelor de intrare o reprezinta multimea A formata din lungimile bucatilor de teava
aj. Valoarea asociatd unei solutii este lungimea tevii. Valoarea solutiei optime este L
(lungimea tevii construite trebuie sa fie L). Solutia problemei este data de un vector S
= {X1, X2, ..., Xm}, unde XjeA. Problema poate fi descompusa in subprobleme: subpro-
blema i este de a gasi toate tevile care se pot confectiona adaugand bucata de teava cu
lungimea aj la tevile care au fost construite Th subproblema anterioara. Restrictia impusa
pentru tevile care se construiesc este ca ele sa nu depaseasca lungimea L. Aceasta
restrictie limiteaza multimea tevilor construite anterior. Pentru a respecta principiul opti-
malitatii, constructia tevilor cu ajutorul bucétii de teava cu lungimea a;j se bazeaza numai
pe tevile construite n subproblema anterioara, iar subproblemele nu sunt independente.

Enuntul problemei 4: Intr-un rucsac se poate transporta o greutate maxima G si existd n
obiecte, fiecare obiect avand greutatea gi si un profit obfinut in urma transportului c;, iar
obiectele nu pot fi fracfionate. S& se selecteze obiectele care vor fi transportate Tn rucsac,
astfel incat s se obfina profitul maxim (problema discreta a rucsacului).

Metoda clasica de rezolvare a acestei probleme este de a genera toate posibilitatile de a
incarca rucsacul alegénd obiecte din cele n obiecte si de a verifica daca greutatea obiectelor
nu depaseste greutatea de incarcare a rucsacului G. Dintre variantele de incarcare a rucsa-
cului se alege cea care are profitul cel mai mare.

Multimea datelor de intrare o reprezinta multimea A formata din cele n obiecte a; care pot fi
transportate in rucsac. Valoarea asociata unei solutii este profitul transportului. Valoarea
solutiei optime este valoarea maximé (profitul trebuie sa fie maxim). Solutia problemei
reprezinta incarcatura optima a rucsacului si este data de un vector S = {x1, X2, ..., Xm},
unde xkeA si 1<k<m. Problema poate fi descompusa in subprobleme: subproblema i este
de a verifica daca obiectul aj poate fi element al solutiei. Restrictia impusa pentru solutia
care se construieste este ca obiectul aj sa nu aiba o greutate mai mare decét greutatea
disponibila a rucsacului si profitul lui sa fie mai mare sau egal cu profitul utimului obiect
adaugat in rucsac aj.1. Aceasta restrictie limiteaza multimea elementelor din care se alege
elementul xk al solutiei. Pentru a respecta principiul optimalitatii, elementul xx al solutiei
se determina prin alegerea dintre doua obiecte a celui care are profitul mai mare.
Subproblemele nu sunt independente deoarece rezolvarea subproblemei i se
bazeaza pe rezolvarea subproblemei i-1 (elementul x; al solutiei este determinat in
functie de elementul x;.1 al solutiei).
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Metoda programarii dinamice se bazeaza pe descompunerea unei probleme in
subprobleme similare problemei initiale, care nu sunt independente, si
construieste solutia rezolvand fiecare subproblema, prin selectarea, dintr-o
multime de elemente, a elementelor care indeplinesc o anumita conditie. .Pentru
ca elementele care se selecteaza sa apartina solutiei optime, la pasul k alegerea
se face in functie de valoarea optima a unei functii asociate solutiei si se bazeaza
pe alegerile care s-au facut pana atunci (pe elementele solutiei care au fost
descoperite anterior).

Etapele de rezolvare a unei probleme prin metoda programarii dinamice sunt:

PAS1. Se demonstreaza ca problema are o substructura optima (prin reducere la absurd).

PAS2. Se caracterizeaza structura unei solutii optime (descompunerea problemei in sub-
probleme).

PAS3. Se defineste recursiv valoarea solutiei optime.

PAS4. Se calculeaza valoarea solutiei optime intr-o maniera ,de jos in sus” (,bottom-up”).

PASS5. Se construieste solutia optima din informatiile obtinute prin calcularea valorii solu-
tiei optime.

Observatie. Valoarea solutiei optime este definita recursiv in functie de valorile optime ale

subproblemelor. Daca pentru calcularea functiei recursive s-ar folosi un algoritm recursiv,

ordinul de complexitate ar fi O(2n), la fel ca si in cazul metodei clasice de rezolvare. Din

aceastd cauza, calcularea functiei recursive se face ,de jos in sus” obtindndu-se un

algoritm iterativ:

PAS1. Se rezolva subproblema obtinuta din descompunerea problemei initiale care are
cea mai mica dimensiune si se memoreaza solutia ei.

PAS2. Cat timp nu s-a ajuns la rezolvarea problemei cu dimensiunea n, executa: se
rezolva o subproblema de dimensiunea i folosind solutiile obtinute in subproble-
mele cu dimensiune mai mica decat i.

1.6.2. Implementarea metodei programarii dinamice

Pentru implementarea metodei programarii dinamice se vor folosi subprogramele:

- subprogramul init() — care initializeaza variabilele de memorie si structurile de date
folosite pentru construirea solutiei;

-> subprogramul p_dinamica() — care calculeaza valoarea solutiei optime;

- subprogramul afiseaza() — care afigeaza solutia problemei folosind informatiile
obtinute prin calcularea valorii solutiei optime.

in exemplele urmétoare datele de intrare vor fi citite dintr-un figier text.

Exemplul 1. Problema sumei maxime n triunghi.

Cerinta problemei este ca pentru calculul sumei sa se porneasca de la elementul a11 si sa
se mearga n jos, pana la linia n. Trecerea la linia urmatoare nu se poate face decéat direct,
n jos, sau pe diagonala, la dreapta, astfel incat succesorul elementului ajj nu poate fi decat
elementul aj+1,j sau elementul aj+1,j+1.

PASL. Problema are substructura optima. Fie un sir de n numere din triunghi, care res-
pecta conditile de deplasare n triunghi ale problemei, si care formeaza suma maxima. In
subproblema i a fost ales numarul de pe linia i pe baza sumelor maxime calculate in
subproblemele anterioare, altfel se contrazice ipoteza ca sirul formeaza suma maxima.
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PAS2. Descompunerea problemei in subprobleme. Se determina pe rand sumele maxi-
me ale numerelor care apar pe traseele care pornesc de pe ultima linie n catre varf si ajung
pe linia i (1<i<n-1). Pe linia i, suma maxima pentru fiecare element se va calcula pe baza
sumelor maxime care s-au calculat in subproblemele anterioare (sumele de la linia n pana
la linia i+1). Aceste sume sunt sumele maxime pentru fiecare linie si principiul optimalitatii
este respectat.

. L aijj daca i=n, 1<<i
mentelor selectate, functia recursiva

PAS3. Valoarea solutiei fiind suma ele-
, - . S(i.j) =
care defineste suma maxima pornind

aij + max(S(i+1,j), S(i+1,j+1)) daca 1<i<n-1

de la elementul ajj al triunghiului este
prezentata alaturat.

PASS. Pentru a calcula valoarea solutiei optime intr-o maniera de ,de jos in sus”, se va
forma un triunghi al sumelor maxime, pornind de la baza (linia n) catre varf (linia 1).
Sumele maxime de pe linia n sunt egale fiecare cu elementul corespunzator de pe linia n a
triunghiului. Valoarea maxima a sumei elementelor este S13.

PASS5. Pentru reconstituirea elementelor solutiei,
se foloseste o matrice p, In care se memoreaza p(ij) =
directia de deplasare (valoarea 1 pentru depla- 2 dacs S(i+1,j) € S(i+1,j+1)

1 daca S(i+1,j) > S(i+1,j+1)

sarea in jos si valoarea 2 pentru deplasarea pe
diagonald). Matricea p este definita alaturat.

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:

- Pentru numarul de linii ale triunghiului se foloseste variabila n.

~ Pentru memorarea triunghiului se foloseste matricea a, pentru [, 0 . 0
memorarea sumelor maxime — matricea S, iar pentru memo-

T . . |a a 0

rarea directiei de deplasare — matricea p. Toate aceste matri- | 2t 2
ce sunt patrate, cu dimensiunea n. 0
Se folosesc urmatoarele subprograme: 8 8pp .. 8y

> Subprogramul citeste() — pentru citirea datelor din fisierul text. In fisierul text, pe
primul rand este scris numarul de linii, n, iar pe urmatoaree n randuri numerele de pe
fiecare linie a triunghiului. Numerele sunt separate prin spatiu. In urma executiei acestui
subprogram se creeaza matricea triunghiului a.

- Subprogramul 1nit() - initializeaza linia n a matricei S cu elementele de pe linia n a
triunghiului.

- Subprogramul p_dinamica — calculeaza valoarea solutiei optime (elementul S1; al ma-
tricei sumelor).

- Subprogramul afiseaza() - afiseaza suma maxima si solutia problemei folosind infor-
matiile din matricea p.

Strategia programarii dinamice este implementata astfel:

PASL. Se initializeaza linia n a matricei sumelor maxime S cu elementele de pe linia n a
matricei triunghiului a.

PAS2. Pentru urmatoarele linii ale matricei sumelor maxime ihcepénd cu linia n-1 pana la

linia 1, executa:

PAS3. Se calculeaza suma maxima astfel: daca suma maxima S(i+1,j) — de sub
elementul curent din triunghi — este mai mare decit suma maxima
S(i+1,j+1) — de pe diagonala elementului curent, atunci la elementul
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curent se aduna suma S(i+1,j) si directia de deplasare este 1; altfel, la
elementul curent se aduna suma S(i+1,j+1) si directia de deplasare este 2.

Matricea triunghiului — a Matricea sumelor Matricea directiei de
Suma maxima = 20 maxime — S deplasare — p
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1]5/]0]0]O0 1]200 0|00 1]1]1]0]0]0
2|14]12]0]0 2|115/1]0]0 211)]1]0]0
3|15/4]13]|0 3|11/1018 |0 32|1]2]0
414|16|2]|5 414|625 4,0/]0]J]0]O0

Programul este:

#include<fstream.h>

int n,a[20][20],p[20][20],S[20][20];

fstream F('pdl.txt",i0s::in);

void citeste()

{int i,j; >>n;

for(i=1;i<=n;i++)

for(J=1;j<=i;j++) >>a[i][j]; f-close():;:}

void InitQ)

{for (int i=1;i<=n;i++) S[nlLil=a[n]1[i]:}

void p_dinamica()

{int i,j;

for (i=n-1;i>=1;i--)

for (g=1;j<=1;j++)
if (SLi+1101>S[i+1]0+11)
{Shilhl=alilli1+SLi+1101;  pLil01=1:}
else {S[il0j=alillyi+SCi+1103+1]1; pLil031=2;
void afiseaza()
{int i,j ,0=1,r=1;
cout<<"Suma maxima= "'<<S[1][1]<<"= "<<a[l][1]1<<"+";
for (i=1,j=1;i<n;i++)
{if (PLil01==2) {r=r+l; j++;}
g=g+1; cout<<a[q][r]<<"+";}

cout<<*"\b"<<" "<<endl;}
void main()
{citeste(); init(); p_dinamica(); afiseaza();}

+1}

Exemplul 2. Problema sirului de lungime maxima.

Pentru a determina sirul de lungimea maxima, trebuie calculata, pentru fiecare element a; al
sirului, lungimea celui mai mare subsir crescator care se poate forma incepand cu el, dupa
care se alege subsirul cu lungimea maxima.

PAS1. Problema are substructura optima. Fie un sir crescator de m numere din sirul
initial A care incepe cu numarul a; si respecta conditia ca este subsir al sirului A, si care are
lungimea maxima dintre toate subsirurile crescatoare care incep cu numarul a;. In subpro-
blema i se alege subsirul crescator de lungime maxima care incepe cu numarul a; astfel: se
adauga la numarul aj subsirul cu lungime maxima dintre subsirurile din subproblemele ante-
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rioare care incep cu numarul aj, cu aj < aj $i i<j, altfel se contrazice ipoteza ca subsgirul are
lungimea maxima.

PAS2. Descompunerea problemei in subprobleme. Se determina pe rand lungimea
maxima a unui subsir crescator care incepe cu elementul a; din sir, pornind de la subsirurile
crescatoare de lungime maxima care incep cu elementul a,,, pana la subsirurile care incep
cu elementul aj+1. Pentru elementul a; din sir, lungimea maxima a subsirurilor crescatoare
care se pot forma, incepand cu el, se va calcula pe baza lungimilor maxime care s-au calculat
in subproblemele anterioare. Aceste lungimi sunt lungimile maxime pentru fiecare subsir care
se poate forma incepand cu acel element si principiul optimalitatii este respectat.

PAS3. Valoarea solutiei fiind lungimea
subsirului  crescator, functia recursiva L(i) =
care defineste lungimea maxima a sub-
sirului care se poate forma pornind de la

1 daca i=n

1+ max(L(j)) daca ai < gj, i#n si i< j<n

elementul a; al sirului este prezentata alaturat.

PAS4. Pentru a calcula valoarea solutiei optime intr-o maniera ,de jos Th sus”, se va forma
un vector al lungimilor maxime, pornind de la ultimul element din sir (elementul n) catre
primul element din sir. Tn acest vector se va memora in pozitia i lungimea maxima a unui
subsir crescator care se poate forma incepand cu elementul a; al sirului. Cum lungimea
maxima a unui subsir crescator care se poate forma cu un singur element este 1, lungimea
maxima corespunzatoare elementului a, se initializeaza cu valoarea 1.

PASS. Pentru reconstituirea elementelor solutiei, se foloseste vectorul p in care, in pozitia i, se
memoreaza indicele elementului urmator din subgirul de lungime maxima care incepe cu a;.

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:

- Pentru numarul de elemente ale sirului se foloseste variabila n.

- Pentru memorarea sirului de numere se foloseste vectorul a, pentru memorarea lungi-
milor maxime — vectorul L, iar pentru memorarea indicelui elementului urmator din
subsir — vectorul p. Toti acesti vectori au dimensiunea n.

Se folosesc urmatoarele subprograme:

> Subprogramul citeste() — pentru citirea datelor din fisierul text. In fisierul text, pe
primul rAnd este scrisa lungimea sirului — n, iar pe urmatorul rand cele n numere din sir.
In urma executiei acestui subprogram se creeaza vectorul pentru sirul de numere — a.
Subprogramul init() — initializeaza elementul n al vectorilor L si p.

Subprogramul p_dinamica — calculeaza valoarea solutiei optime (lungimea maxima a
subsirurilor care incep cu fiecare element a; din sir).

Subprogramul cauta_solutia() — cauta cea mai mare lungime maxima a unui subgir
pentru a gasi elementul cu care Thcepe subsirul.

Subprogramul afiseaza() - afigeazad lungimea sirului gasit si solutia problemei
folosind informatiile din vectorul p.

Strategia programarii dinamice este implementata astfel:
PASL. Se initializeaza elementul n al vectorului lun-

N2 2N 2%

gimilor maxime cu 1 si al vectorului p cu n. Indici 1 273141588
PAS2. Pentru urmatoarele elemente i ale vecto- a 11-2]13]2]4)|4
rului, lungimilor maxime incepand cu ele- L 41413131211
~ mentul n-1 péna la elementul 1, executa:
! PAS3. Se initializeaza lungimea maxima p_ 81315151616
: a subsirului care incepe cu acest Subsirul | 1 3 414
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element cu valoarea 1 si pozitia cu care incepe subsirul cu pozitia elemen-
tului in sir.
PAS4. Se calculeaza lungimea maxima a subgirului care ihcepe cu elementul
curent din sir, astfel: pentru toate elementele j din sir care urmeaza dupa
elementul i, executa
PASS5. Daca a; este mai mic decéat aj si lungimea subsirului care Tncepe
Cu aj este mai mare decét lungimea subsirului care incepe cu a;,
atunci L(i) este egal cu 1+L(j) si indicele elementului care urmea-
! za n subsir dupa elementul a; este j.
PAS6. Se determina cea mai mare lungime maxima L(k). Subgirul de lungime maxima va
Tncepe cu elementul a.

Programul este:
#include<fstream.h>
int n,k,a[20],p[20],L[20];
fstream F('pd2.txt",i0s::in);
void citeste()
{int i; f>>n;
for(i=1;i<=n;i++) f>>a[i]; f.close():}
void init()
{L[n]1=1; p[n]=n;}
void p_dinamica()
{int i,j;
for (i=n-1;i>=1;i--)
{L[i]1=1; p[i]=i;
for (J=i+l;j<=n;j++)
if (a[il<=alj] && LLil<=LLiD)
{LLi1=L0O1+1; p[id=j:}}}
void cauta_solutia()
{int i,max=-1;
for (i=1;i<=n;i++)
it (max<L[i]) {max=L[i]; k=i;}}
void afiseaza()
{int i,j;
cout<<"Lungime subsir= "<<L[k]<<endl;
for (i=1,j=k;i<=L[K];i++,J=p[J]) cout<<a[j]<<" ";}
void main()
{citeste();p_dinamica(); cauta_solutie(); afiseaza(Q); }

Exemplul 3. Problema tevii.

Daca se poate construi o teava de lungimea D folosind bucéati de teava cu lungimea ay, ay,
..., &j, atunci se poate construi $i o teava cu lungimea D+aj+1 folosind bucati de teava cu
lungimea ay, az, ..., aj, aj+1.

PAS1. Problema are substructura optima. Fie o teava care s-a obtinut prin sudarea bu-
catii de teava cu lungimea a;, la 0 teava care a fost obtinuta anterior din bucati de teava cu
lungimea aj, si care are lungimea mai mica decét L. In subproblema i se aleg dintre tevile
obtinute anterior numai acelea care au lungimea mai mica decét L-aj, altfel se contrazice
ipoteza ca se poate construi noua teava.
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PAS2. Descompunerea problemei in subprobleme. Se determina pe rand lungimile
tevilor care se pot forma cu bucata de teava cu lungimea a;j, pornind de la teava formata
numai cu bucata de teava cu lungimea az, pana la tevile formate cu primele i-1 bucati de
teava. Tevile formate nu depasesc lungimea L gi principiul optimalitatii este respectat.

. . - o . -1 daca j=0
unei tevi, functia recursiva care defines-

te lungimea tevilor care se pot forma

PAS3. Valoarea solutiei fiind lungimea
T(i.j) ={
Ccu bucata de teava cu lungimea a; este

aj daca T(i,j- ai) #0 pentru 1<i<n si 1<j<L

prezentata alaturat.

PAS4. Pentru a calcula valoarea solutiei optime intr-o maniera ,de jos in sus”, se vor
forma toate tevile cu lungimea mai mica sau egala cu L, pornind de la teava care se poate
construi cu bucata de teava cu lungimea az, si addaugéand la tevile obtinute, pe rand, urma-
toarele n-1 bucati de teava cu lungimea aj. Pentru a tine evidenta tevilor care s-au construit
n subproblema i se folosegte un vector al lungimilor tevilor care se construiesc — T, care
are lungimea logica L. In acest vector se va memora in pozitia j lungimea ultimei bucati de
teava care se adauga la una dintre tevile construite anterior pentru a obtine o teava cu
lungimea j. Principiul optimalitatii este respectat prin modul in care se construieste o teava
cu lungimea j: prin adaugarea unei bucéati de teava la una dintre tevile confectionate in
subproblema anterioara.

PASS. Pentru reconstituirea elementelor solutiei, se foloseste vectorul T. Pornind de la
elementul din pozitia L care corespunde tevii cu lungimea L, se scade bucata de teava cu
lungimea T(L), obtindndu-se lungimea tevii la care a fost adaugata aceasta bucata de teava
(indicele din vectorul T). Procesul continua pana se obtine teava cu lungimea O.

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date:

- Pentru numarul de bucati de teava se foloseste variabila n, pentru lungimea tevii care
trebuie confectionatd, variabila L, iar pentru lungimea maxima a unei tevi care se poate
forma adaugand o noua bucata de teava la tevile construite anterior — variabila max.
Variabila max are initial valoarea 0 (nu s-a construit nici o teava), iar la sfarsit, daca
problema are solutie, are valoarea L (lungimea tevii care trebuie confectionata).

- Pentru memorarea lungimii fiecarei bucati de teava se foloseste vectorul a, de lungime
n, iar pentru memorarea tevilor care se pot confectiona, vectorul T, de lungime L.

Se folosesc urmatoarele subprograme:

> Subprogramul citeste() — pentru citirea datelor din fisierul text. In fisierul text, pe
primul rdnd sunt scrise numarul de bucati de teava — n si lungimea tevii — L, iar pe
urmétorul rand, lungimile celor n bucéti de teava. In urma executiei acestui subprogram
se creeaza vectorul cu lungimile bucatilor de teava — a.

Subprogramul init() — initializeaza elementul 0 al vectorului T si variabila max.
Subprogramul p_dinamica — calculeaza valoarea solutiei optime (lungimile tevilor ce se
pot obtine adaugéand fiecare bucata de teava a;).

Subprogramul solutie() - verifica daca s-a gasit solutia problemei.

Subprogramul afiseaza() — daca este posibil sa se confectioneze teava, afiseaza
lungimile bucatilor de teava din care se confectioneaza.

Strategia programarii dinamice este implementata astfel:

PAS1. Se initializeaza elementul O al vectorului T cu -1 si variabila max cu valoarea 0.

PAS2. Pentru fiecare bucata de teava cu lungimea a; incepand cu bucata de teava cu
lungimea a; pana la bucata de teava cu lungimea an, executa:

A2 2\2
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PAS3. Pentru tevile cu lungimea j incepand cu teava cu lungimea max pana la

teava cu lungimea 1, executa:

PAS4. Daca adaugéand la teava cu lungimea j bucata de teava cu lungi-
mea a; se obtine o teava care va putea fi folosita la confectionarea
tevii cu lungimea L, atunci construirea tevii cu lungimea j+aj

! Tncepe cu bucata de teava cu lungimea aj. Se revine la Pasul 3.

i PAS5. Se determina lungimea maxima a unei tevi care se poate construi din tevile

| construite anterior, astfel: daca adaugand la teava cu lungimea maxima

1 o . . - h . -

! bucata de teava cu lungimea aj, se obtine o teava cu lungimea mai mica

|

1

1

1

1

decét L, atunci lungimea maxima a unei tevi care se poate construi va fi
marita cu lungimea bucatii de teava a;; altfel, ea va fi L. Se revine la Pasul 2.
PAS6. Daca nu exista solutie (nu existd o bucata de teava cu care se poate incepe
construirea tevii de lungime L), atunci se afigeaza un mesaj de informare; altfel, se
trece la Pasul 7 pentru a afisa solutia.
PAS7. Pentru fiecare teava cu lungimea i din care s-a obtinut teava finala, incepand de la
_teava cu lungimea L, pana la teava cu lungimea 0, executa:
PAS8. Se afiseaza lungimea bucétii de teava cu care incepe construirea tevii i: T(i).
PAS9. Se calculeaza lungimea tevii ramase, scazand lungimea bucétii de teava
din lungimea i.
L=10 indici 1 2 3 4 5

n=5 a |2]2]3]|5]6|
indici vectorul T = lungime teava
max | a) |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
initial -1{0|]0fO0O|O0O|O]OJO]O]|O]O
0 al) |-1|]0|2]|]0]0|j]0O|J0O0OJO|J0O]0O]O
2 a2 |-1/,0}]2]0)J]2]0]0]0J0]0O]O
4 agd) |-1|{0]2|3|]2|3|0fJ3|0]|0]O
7 a4 |-1/0}2]|3|]2|5|]0]|]5|5 5 5
10 |ab) |[1]0|2]3|2|5|]6|5]|6 6 6

De exemplu, dupa ce s-a luat in consideratie si bucata de teava de lungime a(2) se pot
construi tevi cu lungimea 2 (din bucata de teava a(1)=2) si cu lungimea 4 (din bucatile de
teava a(1)=2 si a(2)=2), lungimea maxima a unei tevi fiind 4. Luandu-se in consideratie gi
bucata de teava de lungime a(3)=3 se pot construi tevi cu lungimea 2 (din bucata de teava
a(1)=2), cu lungimea 3 (din bucata de teava a(3)=3), cu lungimea 4 (din bucatile de teava
a(1)=2 si a(2)=2) si cu lungimea 5 (din bucatile de teava a(1)=2 si a(3)=3).
Programul este:

#include<fstream.h>

int L,n,max,T[20],a[20];

fstream f("'pd3.txt",i0s::in);

void citeste()

{int i; >>L>>n;

for(i=1;i<=n;i++) >>a[i]; *Ff.close():;}
void init()
{T[0]=-1; max=0;}
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void p_dinamica()
{int i,j,k;
for (i=1;i<=n;i++)
{for (g=max;j>=0;j--)
if (TO1'=0 && j+a[i]<=L) T[j+a[ill=a[il;
it (max+ta[il<L) max=max+a[i]; else max=L;}}
int solutie()
{return T[L]!=0;}
void afiseaza()
{if (Isolutie()) cout<<"Teava nu se poate confectiona™;
else for (int i=L;i!=0;)
{cout<<"Bucata de "<<T[i]<<" metri "<<endl;

i-=T[i];}}
void main()
{citeste(); init(); p_dinamica(); afiseaza();}

Exemplul 4. Problema discreta a rucsacului.

PASI1. Fie un sir de m obiecte a caror greutate nu depaseste greutatea de Tncarcare a
rucsacului G si care asigura profitul maxim al transportului. Tn subproblema i a fost ales
obiectul i numai daca greutatea sa nu depaseste greutatea de Tncarcare disponibila si
profitul adus de el este mai mare decat al obiectului adaugat anterior in rucsac, altfel se
contrazice ipoteza ca incarcarea rucsacului asigura profitul maxim.

PAS2. Descompunerea problemei in subprobleme. Se determina pe rand profitul maxim
adus de fiecare obiect a;j pentru fiecare greutate de incarcare disponibila (de la 1 la G) por-
nind de la obiectul a;, pana la obiectul an, pe baza profiturilor maxime aduse de primele
i-1 obiecte.

PAS3. Valoarea solutiei fiind profitul, functia recursiva care defineste profitul maxim C(i,j)
obtinut prin Tncarcarea optima a rucsacului cu primele i obiecte, avand disponibila greutatea
de incarcare a rucsacului j, este prezentata alaturat. C(i,0) reprezinta profitul maxim al unui
rucsac cu greutatea disponibila 0 (care

nu permite adaugarea niciunui obiect i). 0 daca j=0 si 1<i<n

C(0,j) reprezinta profitul maxim al unui 0 daca i=0 si 1<j<G

rucsac gol cu greutatea disponibila j [ C(.) =

(care nu contine niciun obiect). max(C(i-1,j-g(i))+c(i), C(i-1,j)) daca g(i) <j
C(i-1,)) in rest

PASS3. Pentru a calcula valoarea solutiei
optime intr-o maniera ,de jos n sus”, se va forma o matrice a profiturilor maxime C,
pornind de la primul obiect (linia 1), pana la ultimul obiect (linia n). Matricea C are
dimensiunea nxG. Elementul C(i,j) memoreaza profitul maxim obtinut in subproblema i
pentru o greutate disponibila j. Pe linia i, profitul maxim pentru fiecare greutate de incar-
care j se determina pe baza profiturilor maxime ce s-au calculat in subproblemele anteri-
oare (profiturile maxime de la linia 1 pana la linia i-1). Aceste profituri sunt maxime pentru
fiecare linie gi principiul optimalitatii este respectat. Valoarea maxima a profitului este Cng
(profitul maxim obtinut pentru un rucsac cu greutatea disponibild G ocupat prin alegerea din
cele n obiecte a obiectelor care aduc profitul maxim).

PAS4. Pentru reconstituirea elementelor solutiei, se foloseste matricea p cu dimensiunea
nxG. Elementul p(i,j) memoreaza obiectul ales in subproblema i pentru o greutate disponi-
bila j.



Informatica 81

Se folosesc urmatoarele date si structuri de date globale:

- Pentru numarul de obiecte se foloseste variabila n, iar pentru greutatea rucsacului,
variabila G.

- Pentru multimea obiectelor (A) se foloseste vectorul a ale carui elemente sunt de tip
inregistrare obiect care contine doua campuri: g — greutatea obiectului si ¢ — profitul
obtinut In urma transportului.

- Pentru memorarea profiturilor se foloseste matricea C, iar pentru memorarea obiectelor
alese ntr-o subproblema se foloseste matricea p. Ambele matrice au dimensiunea nxG.

Se folosesc urmatoarele subprograme:

> Subprogramul citeste() — pentru citirea datelor din fisierul text. Tn fisierul text, pe
primul rand este scris numarul de obiecte n si greutatea maxima a transportului G, iar pe
urmatoarele n randuri perechi de numere intregi, separate prin spatiu, care reprezinta
greutatea si profitul transportului unui obiect. In urma executiei acestui subprogram se
creeaza vectorul obiectelor a.

- Subprogramul p_dinamica — calculeaza valoarea solutiei optime (profitul maxim obtinut
pentru un rucsac cu greutatea disponibila G ocupat prin alegerea din cele n obiecte, a
obiectelor care aduc profitul maxim).

- Subprogramul aFiseaza() — afiseaza profitul maxim si solutia problemei folosind infor-
matiile din matricea p.

Matricea C
n=4 G=10 Greutatea disponibila
Obiectul Greutatea Profitul Obiect 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 20 1 0]20]20(20]|20|20|20|20|20|20
2 3 40 2 0 |20]40|40|60 |60 60|60 |60 |60
3 6 50 3 0]20]40|60|60|60|60|70|90 |90
4 4 45 4 0 |20|40|45|60 |65 |85|85|105(105
Matricea p
Greutatea disponibila Solutia
Obiect 1 2 3 4 5 6 7 8 910 Obiectul Greutatea Profitul
1 O|1|1j2f1|1|1|1]1(1 4 4 45
2 0|1]|2|2(2|2|2|2|2|2 2 3 40
3 0|1](2]2(2|2]|2|3|3|3 1 2 20
4 0|2|4|2(4|4|4|4|4|4 Total 9 115

Strategia programarii dinamice este implementata astfel:
PAS1. Pentru fiecare obiect i inhcepand cu primul obiect pana la ultimul obiect (n), executa:
PAS2. Pentru greutatea disponibila j incepand de la 1 pana la G, executa:

PAS3. Se calculeaza profitul maxim pentru greutatea disponibila j luand in
consideratie profitul care s-ar putea obtine prin addugarea obiectului
i: daca greutatea obiectului i este mai mica sau egala cu greutatea
disponibila si profitul adus la greutatea j este mai mare decét profitul
adus de obiectul i-1, atunci profitul pentru obiectul i si greutatea j
este egal cu profitul obiectului i adunat la profitul calculat pentru
obiectul i-1 si greutatea j diminuata cu greutatea obiectului i si n
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matricea p se memoreaza obiectul i; altfel, profitul pentru obiectul i
si greutatea j este egal cu profitul obiectului i-1 si greutatea j si in
matricea p se memoreaza obiectul i-1 ales pentru greutatea j.

Programul este:
#include<fstream.h>
struct obiect {int g,c;};
obiect a[20];
int n,G,p[20][20].,C[20][20]:
fstream F("'pd4.txt",io0s::in);
void citeste()
{int i; >>n>>G;
for(i=1;i<=n;i++) F>>a[i].g>>a[i].c; f.close():}
void p_dinamica()
{for (int i=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=G;j++)
it ((@ali]-g<=j) && (a[i].c+CLi-1][J-a[i]-g1>C[i-110[i1))
{ClLil0]=alil.c+C[i-11[-ali]-g]l; pLil01=i;:}
else {CLi101=C[i-1101: pLil01=pLi-1101:3}
void afiseaza()
{int i=n,j=G,k; cout<<"Profit total= "<<C[n][G]<<endl;
while (pL[il1Li]1'=0)
{k=pL11L[11;
cout<<"Obiectul "<<k<<" cu greutatea "<<al[k].g;
cout<<" si profitul "<<a[k].c<<endl;
J-=alplil1lill-9;:
while (pLil01==k) i--:}}
void main()
{citeste(); p_dinamica(); afiseaza();}

Complexitatea algoritmului programarii dinamice

Algoritmul programarii dinamice are complexitatea O(nxm) deoarece se rezolva cele n
subprobleme, iar pentru fiecare subproblema se calculeaza cele m elemente ale valorii
asociate solutiei.

1. Se dau n numere naturale si un numar natural S. Sa se gaseasca,
g daca existd, solutia de a obtine numéarul S ca suma de numere
naturale dintre cele n numere date.

2. Sa se afiseze cel mai mic numar cu exact n divizori.

3. Se citesc de la tastatura doua siruri de caractere S; si So. Sa se insereze spatii in sirul
S; astfel incat daca se suprapun cele doua siruri, numarul de caractere care coincid sa
fie maxim.

4. Se dau doud siruri de caractere A si B de lungime n, respectiv m. Intr-un sir de carac-
tere se pot executa numai urmatoarele trei operatii prin care se poate transforma un sir:
S(i) — sterge caracterul din pozitia i, I(i,c) — insereaza caracterul ¢ in pozitia i si M(i,c) —
inlocuieste caracterul din pozitia i cu caracterul c. Sa se transforme sirul A in sirul B
folosind un numar minim de operatii. Problema se va rezolva in doua variante: a)
transformarile se vor aplica de la stdnga la dreapta; b) transformarile se vor aplica de la
dreapta la stanga.
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5. Se dau doua giruri de numere X={x1, X2, ..., Xm} $i Y={y1, Y2, ..., Ym}. Sa se determine
cel mai lung subgir comun al celor doua siruri. Sirul Z={z1, zp, ..., zx} este subsir
comun al sirurior X si Y daca el este subsir al sirului X si subsir al sirului Y. De
exemplu, daca X={1,2,3,2,2,1,4} si Y={2,1,3,1,2,4}, sirul Z={2,3,1,4} este un subsir
comun al celor doué siruri. Indicatie. Valoarea asociata solutiei este lungimea unui
subsir comun, iar functia recursiva defineste valoarea lungimii maxime a unui subgir
comun L(i,j) unde i este indicele

L(i,J')={

0 daca i=0 sau j=0
1+L(i-1,j-1) daca =0, j#0 si Xi = yj
max(L(i,j-1), L(i-1,j) ) daca i=0, j#0 si Xi=yj

elementului cu care incepe subsi-
rul X, iar j este indicele elementului
cu care incepe subsirul Y.

6. Se da un sir de n matrice A1, Ao, ..., Ap Si trebuie sa se calculeze produsul lor: AjxAox
... xAn. Fiecare matrice Aj, cu 2<i<n, are pi-1 linii i pi coloane (doua matrice A si B se
pot inmulti numai daca numarul de coloane din matricea A este egal cu numarul de
linii din matricea B). Sa se puna in acest produs parantezele potrivite astfel Tncat
numarul de Tnmultiri s& fie minim (deoarece Tnmultirea matricelor este asociativa,
inserarea parantezelor nu modifica rezultatul).

Indicatie. Fiind date doua matrice Ap,q $i Bq,r, matricea produs Cp,r contine elementele:
q
Cij = 2. Ay X by
k=1

Timpul necesar pentru calculul matricei produs este determinat de numarul de inmultiri
scalare: ajkxbkj. De exemplu, pentru produsul AjxAoxAg, in care matricele au dimen-
siunile 10x20, 20x5 si, respectiv, 5x40, numarul de Tnmultiri scalare pentru paranterizarea
((A1xA2)xA3) este 10x20x5+10x5x40=1200, iar pentru paranterizarea (A1x(A2xA3)) este
10x20x40+20x5x40=12000 (de 10 ori mai mare decéat in exemplul anterior). Valoarea
asociata solutiei este numarul de Tnmulliri scalare, iar functia recursiva m(i,j) defineste
numarul minim de Tnmultiri scalare pentru calculul matricei produs Ajx...xA;.

Odacai=|
m(i.j) =
min{ m(i,k) + m(k+1,j) + pi-1xpkxpj | i<k<j } daca i<j

Numarul minim de Tnmultiri scalare pentru calculul produsului Aix...xAn este m(1,n).
Pentru a memora pozitiile parantezelor optime se va folosi matricea s, in care elementul sij
are valoarea k ce reprezinta pozitia parantezei optime in produsul Ajx...xAj. Altfel spus, sij
este egal cu k pentru care m(i,j) = m(i,k) + m(k+1,j) + Pi-1XPkxpj.

1.7. Compararea metodelor de construire a algoritmilor

Metodele backtracking, greedy si programarea dinamica se recomanda in cazul proble-
melor care au urmatoarele caracteristici:

-> solutia poate fi datad de un vector sau o matrice cu elemente de tip intreg;

- elementele solutiei apartin unui subdomeniu limitat.

Algoritmul backtracking are cea mai mare complexitate (complexitatea exponentiald), iar
algoritmul greedy, cea mai mica. Alegerea uneia dintre aceste metode se face n functie de
cerintele problemei:

-> Daca se cere determinarea tuturor solutiilor, se va alege metoda backtracking.
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- Daca se cere determinarea solutiei optime, se va alege metoda greedy, daca se
poate demonstra ca ea furnizeaza un rezultat corect; altfel, se va alege metoda
programarii dinamice.

Metodele greedy si programarea dinamica se folosesc in problemele in care trebuie gasita
solutia optima. In ambele metode alegerea elementului x, al solutiei este irevocabila si
poate duce la obtinerea solutiei optime Tn cazul problemelor care au proprietatea de optim
local, adica solutia optiméa a problemei cu dimensiunea n a datelor de intrare contine solu-
tiile optime ale subproblemelor similare cu problema initiald, dar de dimensiune mai
mica. Deosebirea dintre cele doua metode consta in modul in care este construita solutia:

1. In cazul metodei programarii dinamice, se porneste de la structura problemei initiale
care corespunde solutiei optime globale si se descompune aceasta problema Tn sub-
probleme in care se determina solutiile optime ale subproblemelor (optimul local). Ea se
poate aplica in problemele in care optimul global implica optimul local. Din aceasta
cauza, etapa cea mai dificila la aceasta metoda este cea de determinare a structurii
solutiei optime. Daca se cunoaste structura solutiei optime, metoda garanteaza
obtinerea solutiei optime a problemei prin determinarea optimului local.

2. In cazul metodei greedy, se porneste de la solutile optime locale si pe baza lor se
construieste solutia optima globald. Problema este descompusa in subprobleme si
solutia este construitad treptat: se porneste de la multimea vida si se alege pe réand
pentru fiecare element al solutiei candidatul optim pentru acea subproblema. Alegerea
solutiilor optime locale nu garanteaza insa ca solutia globala obtinuta este si solutia
optima, deorece optimul local nu implica intotdeauna optimul global. Din aceasta
cauza, pentru a fi siguri ca solutia aleasa este solutia optima, pentru fiecare problema
trebuie sa se demonstreze ca modul de alegere a candidatului optim (optimul local)
implica optimul global. Metoda greedy este mai simpla decat metoda programarii
dinamice deoarece la fiecare pas se trateaza numai subproblema curenta, iar ordinul de
complexitate este mai mic decét in cazul programarii dinamice.

Metodele greedy si backtracking construiesc treptat solutia problemei. Deosebirea dintre
cele doua metode consta in modul in care se construieste solutia. In cazul metodei greedy,
cand se alege elementul xy al solutiei, dacé elementul a; care este candidatul optim al solutiei
nu este element al solutiei, el este Indepartat din multimea elementelor candidate la solutie
(A). In acest mod el nu va mai fi verificat atunci cand se alege un alt element al solutiei,
micsorand foarte mult ordinul de complexitate al algoritmului.

Pentru a obtine solutia doritd folosind un algoritm cat mai eficient se pot combina
metodele invatate.

Exemplu. Problema platii unei sume cu un numar minim de bancnote cu valori date.
Problema a fost rezolvata cu ajutorul metodei greedy. Folosind aceasta metoda este posibil
sa nu obtineti nicio solutie, sau solutia obtinuta sa nu fie solutia optima. Problema poate fi
rezolvatda combindnd metoda greedy (prin ordonarea vectorului cu valorile bancnotelor
dupa criteriul candidatului optim) cu metoda backtracking. Solutia optima va fi printre
primele solutii generate. Apelul subprogramului bt() se va opri imediat ce se depaseste
numarul minim de bancnote Prin combinarea celor doud metode se obtine un algoritm mai
eficient decéat algoritmul backtracking, care va permite gasirea solutiei optime.
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Metodele divide et impera si programarea dinamica se bazeaza pe descompunerea pro-
blemei in subprobleme similare cu problema initiala. Deosebirile dintre cele doud meto-

de sunt:
Divide et impera

1. Subproblemele

Subproblemele sunt independente si nu se
cunosc de la inceput subproblemele care apar
Tn urma descompunerii. De multe ori descompu-
nerea in subprobleme depinde de distributia da-
telor de intrare si este posibil ca Tn aceeasi pro-
blema, pentru date de intrare diferite, s& se obti-
na descompuneri diferite (de exemplu, algoritmul
cautarii binare sau algoritmul sortarii rapide).

2. Asigurarea eficientei metodei

Este eficienta numai daca este respectata regula
de descompunere a problemei in subprobleme
independente. Daca nu este asigurata indepen-
denta problemelor, metoda devine ineficienta
deoarece, In apelurile recursive, aceeasi subpro-
blema este rezolvata de mai multe ori.

Programarea dinamica

Subproblemele nu sunt independente si in des-
compunerea initiala exista subprobleme comune
unor subprobleme de dimensiuni mai mari. Pen-
tru a se putea rezolva problema trebuie sa se cu-
noasca, de la inceput, subproblemele in care se
descompune problema initiala. Aceasta presupu-
ne cunoasterea structurii problemei initiale i a
relatiei de recurentd care determing solutia.

Este eficienta numai daca o subproblema este
rezolvata o singura data, solutia sa este
memorata si folosita pentru a obtine solutiile
celorlalte subprobleme.

3. Modul de descompunerea in subprobleme

Descompunerea se face intr-o maniera ,de sus in
jos” (,top—down”): problema initiala este descom-
pusa n subprobleme din ce in ce mai mici pana se
obtin subprobleme cu rezolvare imediata, se rezolva
aceste subprobleme, dupa care se combina solutiile
subproblemelor de dimensiuni din ce in ce mai matri.

4. Algoritmul
Algoritmul este recursiv.

Descompunerea se face intr-o maniera ,de jos in
sus” (,bottom—up”): se rezolva problemele de dimen-
siunile cele mai mici care apar n problema initiala,
se memoreaza solutiile lor i se rezolva subprobe-
mele de dimensiuni din ce Th ce mai mari prin com-
binarea solutiilor problemelor mai mici i memorarea
noilor solutii.

Algoritmul este iterativ.

Din cauza acestor deosebiri aceste metode se folosesc pentru clase diferite de probleme. De
exemplu, problema determinarii termenului n al sirului lui Fibonacci. Rezolvarea acestei
probleme prin metoda divide et impera este ineficienta deoarece pentru a calcula termenul fn
trebuie sa se calculeze termenii fn-1 si fn-2. Dar, in calculul termenului fn-1, reapare calculul
termenului fn-2, iar n calculul ambilor termeni apare calculul termenului fn-3 s.a.m.d. Tn acest
caz, se recomanda metoda programarii dinamice, calculand pe rand termenii f3, f4, ..., fn,
pornind de la termenii f1=f2=1. Formula de recurenta este: fi = fi-1+fi-2, pentru 3<i<n. Deoa-
rece termenul fi nu depinde decét de doi termeni fi-1 si fi-2, nu este necesar sa se memoreze
intregul sir de termeni, ci pentru fiecare subproblema i, numai termenii obtinuti in subpro-
blemele i-1 si i-2.

| Evaluars |

Adevarat sau Fals:

1. 1n algoritmul metodei backtracking initializarea elementului k al solutiei se face cand
se revine de pe nivelul k+1 la nivelul k.
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Algoritmul metodei backtracking se incheie daca s-au testat toate valorile posibile
pentru primul element al solutiei.

3. In algoritmul backtracking, dupa gasirea unei solutii, se revine la nivelul anterior al solutiei.

4. n algoritmul backtracking, trecerea de la nivelul k la nivelul k-1 al solutiei se face
dupa ce s-au gasit toate valorile posibile pentru nivelul k.

5. 1n algoritmul backtracking initializarea nivelului k al solutiei se face cu valoarea de pe
nivelul anterior al solutiei.

6. In algoritmul backtracking, daca s-a trecut la nivelul k al solutiei, inseamna ca s-au
gasit primele k-1 elemente ale solutiei.

7. 1n algoritmul backtracking, trecerea la nivelul k+1 al solutiei se face dupa ce au fost
testate toate valorile posibile pentru nivelul k al solutiei.

8. 1n implementarea recursiva a metodei backtracking revenirea din autoapel este echi-
valenta cu revenirea la nivelul anterior al solutiei din varianta iterativa.

9. In implementarea recursivd a metodei backtracking autoapelul este echivalent cu
trecerea la nivelul urmator al solutiei din varianta iterativa.

10. Divide et impera este metoda prin care problema initiald se descompune in subpro-
bleme care nu sunt independente.

11. Prin metoda divide et impera se gaseste solutia optima a problemei.

12. Metoda programarii dinamice porneste de la solutiile optime locale gi, pe baza lor,
construieste solutia optima globala.

13. Tn metoda programérii dinamice descompunerea in subprobleme se face ,de sus in jos”.

14. Metoda greedy se bazeaza pe teorema ca optimul local implica intotdeauna optimul global.

Alegeti:

1. Algoritmul care implementeaza metoda backtracking este:
a. polinomial b. logaritmic c. exponential d. liniar logaritmic

2. Algoritmul care implementeaza metoda sortarii rapide este:
a. liniar b. logaritmic C. patratic d. liniar logaritmic

3. Algoritmul care implementeaza metoda cautarii binare este:
a. liniar b. logaritmic C. patratic d. liniar logaritmic

4. Se utilizeaza metoda backtracking pentru generarea anagramelor cuvantului masca.

Sa se precizeze cuvantul precedent si cuvantul urmator secventei camas, camsa,
caams:

a. csaam sicasma b. csamasicasma c. csaam sicasma d. csaam $i caasm
Se utilizeaza metoda backtracking pentru generarea tuturor numerelor cu 4 cifre dis-
tincte care se pot forma cu cifrele 0, 2, 4 si 8. Sa se precizeze numarul precedent si
numarul urmator secventei 2840 4028 4082:

a. 2480 si 4280 b. 2804 si 4280 C. 2804 si 4208 d. 2480 si 4280
Se utilizeaza metoda backtracking pentru generarea sirului de opt paranteze rotunde
astfel Tncat ele sa formeze o succesiune corecta. Sa se precizeze sirul de paranteze
precedent si sirul de paranteze urmator secventei ()(0))) (000) (00)0:

a. ((00)) st 0W0)  b. ((ONOsi 00N . (ONOsiOXO)  d. ((00) si (OXO)

Se utilizeaza metoda backtracking pentru generarea submultimilor multimii {1,2,3}.

S& se precizeze submultimea precedenta si submultimea urmatoare secventei de
submultimi {1} {1,3} {1,2} :

a. {}si{2,3} b. {}si{2} c. {2,3}si{1,2,3} d. {} si{3}
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8. Daca se utilizeaza metoda backtracking pentru a genera toate permutarile de 5
obiecte si primele 4 permutari generate sunt: 54321,54312,54231,54213,
atunci a cincea permutare este:

a. 54321 b. 53421 c. 54123 d 54132
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)

9. Se cere determinarea tuturor modalitatilor de planificare in zile diferite a 4 probe
(rezistenta, aruncarea sulitei, sarituri, tir) Tn oricare dintre cele 7 zile din saptdmana.
Problema este echivalenta cu:

a. generarea combinarilor de 4 obiecte luate cate 7
b. generarea aranjamentelor de 4 obiecte luate cate 7
c. generarea combinarilor de 7 obiecte luate céate 4
d. generarea aranjamentelor de 7 obiecte luate cate 4
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)

10. Generarea tuturor sirurilor de 3 elemente, fiecare element putand fi oricare numar din
multimea {1,2,3,4,5,6}, se realizeaza cu ajutorul unui algoritm echivalent cu algoritmul
de generare a:

a. aranjamentelor b. permutarilor c. combinarilor d. produsului cartezian
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)
11. Se cere determinarea tuturor modalitatilor distincte de agezare n linie a tuturor celor
n sportivi aflati la o festivitate de premiere. Problema este echivalenta cu generarea:
a. partitilor unei multimi de n obiecte b. aranjamentelor de n obiecte luate cate 1
c. permutarilor de n obiecte d. submultimilor unei multimi cu n obiecte
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
12. Conditia ca doua dame Q si D (de tip structura) sa se afle pe aceeasi diagonala a
tablei de sah este:
a. (Q.linie==D.linie)]ll (Q.coloana==D.coloana)
b. abs(Q.linie-D.linie)==abs(Q.coloana-D.coloana)
c. Q.linie-D.linie == Q.coloana-D.coloana
d. abs(Q.linie-D.coloans)==abs(D.linia-D.coloana)
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)

13. Se cere determinarea tuturor numerelor formate cu cifre aflate in ordine strict cresca-
toare, cifre alese dintr-o multime cu k cifre distincte date. De exemplu, pentru cifrele
alese din multimea {1,5,2} se obtin numerele 1, 2, 12, 5, 15, 25, 125 (nu neaparat in
aceasta ordine). Problema este echivalenta cu generarea:

a. partitiilor unei multimi b. aranjamentelor de 10 obiecte luate cate k
c. permutarilor de k obiecte d. submultimilor nevide ale unei multimi
(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)

14. Cineva doreste sa obtina si sa prelucreze toate numerele formate din trei cifre din
sirul 2, 9, 4 si le genereaza exact in ordinea 222, 229, 224, 292, 299, 294, 242, 249,
244,922,929, 924, 992, 999, 994, 942, 949, 944, 422, 429, 424, 492, 499, 494, 442,
449, 444. Daca doreste sa obtina prin acelasi procedeu numerele formate din 4 cifre,
atunci dupa numarul 4944 va urma:

a. 4949 b. 9222 c. 4422 d. 4924
(Bacalaureat — Simulare 2004)

15. Un elev foloseste metoda backtracking pentru a genera submultimile multimii
{1,2,5,6,9}. Céte solutii (submultimi) care obligatoriu contin elementul 2 si nu contin
elementul 6 a generat?

a. 7 b. 16 c. 6 d. 8
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2004)
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16. Pentru a determina toate modalitatile de a scrie pe 9 ca suma de numere naturale
nenule distincte (abstractie facand de ordinea termenilor), un elev foloseste metoda
backtracking generand, in aceasta ordine, toate solutiile: 1+2+6, 1+3+5, 1+8, 2+3+4,
2+7, 3+6 si 4+5. Aplicand exact aceeasi metoda, el determina solutile pentru
scrierea lui 12. Céte solutii de forma 3+... exista?

a. 7 b. 1 c. 2 d. 4
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)

17. Pentru problema anterioara, care este a opta solutie determinata?

a. 2+3+7 b. 3+4+5 c. 1+5+6 d. 1+11
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)

18. Pentru problema anterioara stabiliti care este solutia cu proprietatea ca imediat dupa
ea este generata solutia 3+4+5?

a. 3+4+6 b. 2+3+7 c. 2+10 d. 448
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)

19. Se genereaza toate permutarile distincte de 4 obiecte numerotate de la 1 la 4, avand
proprietatea ca 1 nu este vecin cu 3 (1 nu se afla imediat dupa 3, si nici 3 imediat
dupa 1) si 2 nu este vecin cu 4. Cate astfel de permutari se genereaza?

a. 12 b. 24 c. 6 d. 8
(Bacalaureat — Sesiunea august 2004)

20. Se cere sa se determine toate modalitatile distincte de a programa n spectacole in z
zile (de exemplu, doua spectacole ,Micul Print” si ,Pacald” se pot programa in trei
zile, marti, miercuri gi joi, astfel: ,Micul Print” — marti si ,Pacald” — miercuri sau; ,Micul
Print” — miercuri si ,Pacald” — marti; ,Micul Print” — miercuri si ,Pacald” — joi; ,Micul
Print” — marti si ,Pacald” — joi; ,Micul Print” — joi si ,Pacald” — miercuri etc.).
Rezolvarea se bazeaza pe algoritmul de generare a:

a. combinarilor de n obiecte luate cate z  b. aranjamentelor de n obiecte luate cate z

c. combinarilor de z obiecte luate cate n  d. aranjamentelor de z obiecte luate cate n

(Bacalaureat — Simulare 2005)

21. Se considera algoritmul care determina toate permutarile distincte de n obiecte
(numerotate de la 1 la n) in care nu exista pozitii fixe. O permutare (p1, p2, ..., Pn) are
puncte fixe daca exista cel putin o componenta pj=i. De exemplu, pentru n=5,
permutarea (2,3,5,4,1) are puncte fixe deoarece ps=4. Pentru n=4, stabilliti cate
permutari fara puncte fixe exista.

a. 8 b. 9 c. 10 d. 12
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2005)

22. Se considera algoritmul care determina toate permutarile distincte de n obiecte (nume-
rotate de la 1 la n) In care pe orice pozitie de rang par se afld o valoare para. De
exemplu, pentru n=5, primele trei permutari generate in ordine lexicografica sunt
(1,2,3,4,5), (1,2,5,4,3), (1,4,3,2,5). Pentru n=4, numarul total de astfel de permutari este:
a. 2 b. 4 c. 8 d. 12

(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2005)

23. Se considera algoritmul care genereaza, in ordine strict crescatoare, toate numerele
formate din n cifre distincte (cifrele de la 1 la n), numere in care pe fiecare pozitie para
se afa o cifra impara. Pozitia se numara de la stanga catre dreapta, pornind de la
pozitia 1. De exemplu, pentru n=4, primele trei numere generate sunt: 2143, 2341,
4123. Pentru n=5, primul numar generat este:

a. 21345 b. 21435 c. 12345 d. 13254
(Bacalaureat — Sesiunea august 2005)
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24. Se genereaza toate submultimile formate din doua elemente ale multimii {5,6,7,8} in
ordinea:56,57,58,67, 68, si 78. Daca se utilizeaza exact aceeagi metoda pentru
a genera submultimile de trei elemente ale multimii {2,3,4,5,6}, atunci penultima mul-
time generata este:
a. 345 b. 356 c. 456 d. 256
(Bacalaureat — Simulare 2006)

Miniproiecte:

Pentru realizarea miniproiectelor se va lucra In echipa. Fiecare miniproiect va contine:
a. doua metode pentru construirea algoritmului (care sunt precizate in cazul pri-

melor 8 miniproiecte);

justificarea folosirii metodelor care au fost alese pentru rezolvarea problemei;

explicarea metodelor folosite pentru construirea agoritmului;

compararea celor doud metode din punct de vedere al corectitudinii solutiei;

compararea celor doi algoritmi din punct de vedere al complexitatii.

1. Rezolvati problema acoperirii tablei de sah de dimensiunea nxn cu un cal care porneste
din patratul de coordonate (x,y) folosind metoda backtracking si metoda greedy.

2. Rezolvati problema costruirii tevii de lungime L din bucati de teava de lungimi a; folosind
metoda backtracking si metoda programarii dinamice.

3. Rezolvati problema gasirii unui traseu pentru a iesi din labirintul de dimensiunea nxm,
stiind ca se porneste din patratul de coordonate (x,y), folosind metoda greedy si metoda
backtracking.

4. Rezolvati problema platii unei sume cu bancnote cu valori date, pentru fiecare valoare
de bancnota avand la dispozitie un anumit numar de bancnote, folosind metoda
programarii dinamice si metoda backtracking.

5. Rezolvati problema turistului care trebuie sa gaseasca un traseu de munte in care sa
urce cat mai putin, folosind metoda programarii dinamice i metoda greedy.

6. Rezolvati problema determinarii sumei maxime intr-un triunghi folosind metoda greedy
si metoda programarii dinamice.

7. Rezolvati problema determinarii unui subgir crescator de lungime maxima folosind
metoda greedy si metoda programarii dinamice.

8. Se dau n paralelipipede avand fiecare dimensiunile aj, b;j i cj. Sa se construiasca un
turn de Tnaltime maxima prin suprapunerea acestor paralelipipede. Un paralelipiped
poate fi agsezat pe orice fata. Un paralelipiped poate fi aranjat peste un alt paralelipiped
numai daca fata lui nu depaseste fata paralelipipedului pe care este pus. Rezolvati
problema folosind metoda backtracking si metoda programarii dinamice.

9. Pe o tabla de sah de dimensiunea nxn un cal porneste din patratul de coordonate
(X1,y1) si trebuie sa ajunga in patratul de coordonate (x2,y2). Sa se gaseasca traseul de
lungime minima.

10.Se dau n piese de domino, fiecare piesa i fiind descrisa prin perechi de doua numere
(xi,yi). Sa se gaseasca o secventa de lungime maxima de piese in care oricare doua
piese alaturate au inscrise la capetele cu care se Tnvecineaza acelasi numar.

cooo



2. Implementarea
structurilor de date

2.1. Tipuri de date specifice pentru adresarea memoriei

Memoria interna a calculatorului este organizata sub forma unor locatii de dimensiunea unui
octet, numerotate consecutiv, pornind de la 0. Aceste numere, exprimate in hexazecimal, se
numesc adrese de memorie. Locatiile de memorie pot fi manipulate individual sau in grupuri
contigue. Spatiul de memorie este gestionat de sistemul de operare. Fiecarui program
aflat in executie, sistemul de operare ii rezerva (aloca) propriul spatiu de memorie. Daca pro-
gramul apeleaza subprograme, acestea pot fi privite ca blocuri care contin instructiuni si date

(variabile de memorie si structuri de date), carora sistemul de operare trebuie sa le aloce

spatiu de memorare n interiorul zonei de memorie rezervata programului principal (care

corespunde figierului sursa). Spatiul de memorare este impariit in patru segmente, iar proce-
sorul are acces la toate cele patru segmente, ale caror adrese le gestioneaza prin intermediul
unor registri;

- segmentul de cod — in care se incarca instructiunile programului care se executs;
adresa de Tnceput se pastreaza in registrul CS;

- segmentul de date — in care se incarca anumite date ale programului care se executa
(de exemplu, variabilele globale); adresa de Tnceput se pastreaza in registrul DS;

- segmentul de stiva a sistemului — Tn care se Incarca adresele de revenire din subpro-
grame si variabilele locale cu care lucreaza subprogramele; pentru gestionarea sa se
folosesc doi registri: SS (in care se pastreaza adresa de la baza stivei) si SP (in care se
pastreaza adresa de la varful stivei);

- extrasegmentul de date — in care se Tncarca alte date ale programului; adresa de
Tnceput se pastreaza in registrul ES.

Sistemul de operare aloca spatiu datelor Th mai multe zone de memorie, Tn functie de
modul Tn care au fost declarate Tn program.

- variabile locale
zona de adrese libere (heap) (alocarea implicita)

stiva sistemului (stack) 4« |
variabile globale 4 P variabile locale statice
(alocarea implicita)l | — SMEMI GEEES & (alocare cu static)

registrii procesorului

~] Vvariabile locale
(alocare cu register)

O data manipulata de program prin intermediul unei variabile de memorie este caracterizata

de mai multe atribute — pe care le primeste in momentul in care este declarata in program:

- Numele. Este identificatorul folosit pentru referirea datei ih cadrul programului (in
exemplu — a).

- Adresa. Este adresa de memorie interna la care se aloca spatiu datei respective, pentru
a stoca valoarea datei (in exemplu, datei i se aloca adresa adr n stiva sistemului).



Informatica 91

2 octeti valoarea datei

& »
<« »

a = nume datd—»|0000000001100100 ¥ |
void sb() A A

{int a=100; ...} adr = adresa zonei de memorie  adr+2

Memoria interna

- Valoarea. Este continutul, la un moment dat, al zonei de memorie rezervate datei (in
exemplu — 100(10) = 1100100(2)).

- Tipul. Determina: domeniul de definitie intern al datei (multimea in care poate lua
valori data), operatorii care pot fi aplicati pe acea data si modul in care data este
reprezentata in memoria interna — metoda de codificare Tn binar a valorii datei (in
exemplu, tipul este unsigned int: domeniul de definitie intern al datei este intervalul
[0, 65535]), operatorii care pot fi aplicati pe aceasta data sunt operatorii permisi de tipul
numeric — aritmetici, relationali, logici, logici pe biti etc. — si reprezentarea datei in
memoria interna se face prin conversia numarului din zecimal in binar).

- Lungimea. Este dimensiunea zonei de memorie alocate datei si se masoara in octeti.
Ea depinde de modul de reprezentare interna a tipului de data (in exemplu, datei i se
alocd un grup contiguu de 2 octeti). Pentru a afla dimensiunea zonei de memorie alo-
cate unei variabile de memorie se poate folosi operatorul sizeof().

-> Durata de viata. Este perioada de timp in care variabilei i se aloca spatiu de memo-
rare (In exemplu, data a este o variabila cu durata locala careia i se aloca spatiu de
memorare numai pe durata de executie a blocului in care a fost declarata, adica pe
durata de executie a subprogramului sb).

Pentru a putea manipula o data, programul trebuie sa identifice zona de memorie in care
este stocata. Identificarea acestei zone se poate face atat prin numele datei (a), cat si prin
adresa la care este memorata (adr). Pentru a putea manipula datele cu ajutorul adreselor
de memorie, In limbajul C++ sunt implementate urmatoarele tipuri de date:

- tipul pointer sau adresa;

- tipul referinta.

Se poate folosi un nou criteriu pentru clasificarea datelor:

criteriul semnificatiei continutului

/ \

Operanzii sau datele care fac obiectul Adresele sau datele care permit
operatiilor de prelucrare. adresarea operanzilor.
Sunt date ale caror valori sunt folosite ca Sunt date ale caror valori sunt folosite pentru
operanzi in cadrul expresiilor utilizate pentru localizarea pe suportul de memorare a datelor
calcularea rezultatelor cerute de problema. care sunt prelucrate (operanzii).

2.2. Tipul de data pointer

\ Pointerul este o variabila de memorie in care se memoreaza o adresa de memorie.

Observatie. Un pointer se asociaza intotdeauna unui tip de data (de exemplu: int, char,
float etc.) numit tip de baza. Se spune ca un pointer indica o zona de memorie care
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contine o data care are tipul de baza. Este necesar sa se asocieze pointerului un tip de
data deoarece el memoreaza numai o adresa gi, pentru a manipula continutul unei zone de
memorie, compilatorul trebuie sa cunoasca dimensiunea zonei de memorie care incepe de
la acea adresa si semnificatia continutului, adicd ce algoritm de decodificare trebuie sa
foloseasca pentru a transforma secventa de biti (din acea zona de memorie) intr-o data.

2.2.1. Declararea variabilelor de tip pointer

Declararea unei variabile de tip pointer se poate face prin instructiunea declarativa:
tip datd nume_variabili;

tipul datei stocate la adresa memorata numele variabilei de tip pointer in care se
n pointer (tipul de baza) memoreaza adresa unei variabile de

... memorie care are tipul de baza
operatorul de referinta

Exemplu:

char *p;

int *q;

float *r;
S-au definit trei variabile de tip adresa (pointeri): p catre tipul char, q catre tipul int i r catre
tipul float. Numele acestor variabile de memaorie sunt p, g si r, iar tipul de baza al fiecarei
variabile de tip pointer este char, int, respectiv float. Asadar, p este o variabila de tip
adresa a unei locatii ce contine un caracter care ocupa 1 octet, q este o variabila de tip
adresa a unei locatii ce contine o datd numerica intreaga care ocupa 2 octeti, iar r este o
variabila de tip adresa a unei locatii ce contine o data numerica reald care ocupa 4 octeti.

Se poate declara un pointer catre tipul de data inregistrare (adresa unei inregistrari).

Exemplu:

struct punct {int X,y;};

punct *p;
S-a definit variabila p de tip adresa catre tipul inregistrare punct, adica o adresa a unei
locatii care contine doua date numerice intregi de tip int ce ocupa 4 octeti.

Pointerul zero are valoarea 0 si indica zona de memorie de la adresa 0.

Pentru limbajul C++ adresa 0 Tnseamna o adresa care nu este valida pentru date, adica o
adresa inexistenta. Altfel spus, pointerul zero nu indica nimic. Acest tip de pointer este
folosit ca terminator Tn structurile de date care sunt prelucrate cu ajutorul pointerilor.

2.2.2. Constante de tip adresa

O constanta de tip adresa este un pointer al carui
continut nu poate fi modificat.

=

Exemplu. Constanta 0 — care semnifica ,adresa nuld" (adresa inexistentd sau adresa
nealocata) — este utila, in unele cazuri, pentru initializarea valorii unui pointer. In locul
constantei numerice literale 0, se poate folosi constanta simbolica predefinita NULL.

Observatie. La declararea unui tablou de memorie, acestuia i se aloca o zona de memorie
de dimensiune fixa, incepand de la o anumita adresa de memorie. Adresa de la care se
aloca zona de memorie este o constanta (nu poate fi modificatd) si ea este asociata cu
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numele tabloului de memorie. Numele tabloului de memorie este folosit de compilatorul
C++ ca o constanta simbolica de tip adresa (pointer catre tipul de baza dat de tipul
elementelor tabloului).

Tabloul de memorie este o structura de date omogena, adica o colectie de elemente de
acelasi tip, si fiecare element ocupa acelasi numar de octeti. Acest mod de memorare
permite determinarea adresei fiecarui element pornind de la adresa simbolica a tabloului,
care va reprezenta si adresa primului element. Identificarea unui element de tablou de
memorie se face folosind pentru fiecare element un grup de indici (numarul de indici fiind
egal cu dimensiunea tabloului), adresa elementului calculandu-se fata de un element de
referintd care este adresa tabloului. Deoarece adresa tabloului este si adresa primului
element, in limbajul C++ numerotarea indicilor se face pornind de la 0, indicele repre-
zentand deplasarea elementului fata de adresa tabloului.

Exemplul 1: int v[5];

Zona de memorie alocata unui vector are dimensiunea n x sizeof(tip_baza). De exemplu,
vectorului v i se va aloca o zond de memorie de 5xsizeof(int)=5x2=10 octeti. Identificarea unui
element de tablou de memorie se face folosind un singur indice (i). Daca adresa tabloului v
este adr, ea este gi adresa elementului v[0], iar adresa elementului V[i] este:

adr + ixsizeof(tip_baza).

2 octeti

adr+2 adr+4 adr+6 adr+8

adr este o adresa de memorie care are valoarea
constantei simbolice v

Pentru exemplul de mai sus, adresa elementului v[2] este:
adr + 2xsizeof(int) = adr + 2x2 = adr + 4.

Exemplul 2: int a[4][2];

4 octeti

linia 1

| linia0 linia2 | linia3 |

| a[3]0] | a[3][1] |

‘ a[0][0] | a[o][1] |

a[1][o] | a[1][1] a[2][0] | a[2][1]

adr adr+2 adr+12 adr+14

adr+ .
adr este o adresa de memorie care are valoarea constantei simbolice a

Alocarea memoriei unei matrice se face In mod contiguu, memorarea elementelor facan-
du-se linie cu linie, astfel incat matricea apare ca un vector de linii. Daca matricea are m linii
si n coloane, ea va avea mxn elemente. De exemplu, matricea a are 4x2=8 elemente si este
memorata ca un vector cu m elemente de tip vector cu n elemente, care au tipul de baza al
matricei (in exemplu, un vector cu 4 elemente de tip vector cu 2 de elemente de tip int). Zona
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de memorie alocatd unei matrice are dimensiunea m x n x sizeof(tip_baza). in exemplu,
matricei a i se aloca o zona de memorie de 4x2xsizeof(int) =4x2x2=16 octefi. Identificarea unui
element al matricei se face folosind doi indici (i si j). Adresa tabloului este si adresa primului
element, a[0][0]. Daca adresa tabloului este adr, adresa elementului a[i][j] este:
adr + ixnxsizeof(tip_baza) + jxsizeof(tip_baza)= adr + (ixn+j)xsizeof(tip_baza).
Pentru exemplul de mai sus, adresa elementului a[3] [1] este:
adr + 3x2xsizeof(int) + 1xsizeof(int) = adr + 3x2x2 + 1x2 = adr + 14.

2.2.3. Operatori pentru variabile de tip pointer

Pe variabilele de tip pointer se pot aplica urmatoarele tipuri de operatori:
- operatori specifici,
- operatorul de atribuire,
- operatori aritmetici,
-> operatori relationali.

2.2.3.1. Operatorii specifici

Operatorii specifici variabilelor de tip pointer sunt:

- Operatorul & — operatorul de adresare. Se aplica pe o variabild de memorie sau un
element de tablou de memorie si furnizeaza adresa variabilei de memorie, respectiv a
elementului de tablou. Rezultatul obtinut prin aplicarea acestui operator este de tip
pointer. Operatia se numeste referentierea unei variabile de memorie.

- Operatorul * — operatorul de redirectare. Se aplica pe o variabila de tip pointer si
furnizeaza valoarea variabilei de memorie care se gaseste la adresa memorata in
pointer. Rezultatul obtinut prin aplicarea acestui operator este de tipul datei asociate
pointerului. Operatia se numeste dereferentierea unui pointer.

& - operatorul de adresare

| referentierea v
nume variabila de variabilei de memorie adresa variabila de
O | i ,,- mem -~
(poi

T * - operatorul de redirectare |
dereferentierea pointerului

Observatii:

1. Pointerii reprezinta adrese ale unei zone de memorie (continutul unei variabile de me-
morie p de tip pointer este o adresa de memorie).

2. Accesul la 0 zona de memorie se poate face fie folosind identificatorul asociat zonei
de memorie (numele variabilei de memorie), fie aplicand operatorul de redirectare * pe
adresa zonei de memorie (continutul adresei de memorie indicate de un pointer p se
refera cu *p).

3. Dimensiunea si semnificatia continutului unei zone de memorie indicate de un pointer
depind de tipul pointerului.

Exemplul 1
int a=10, *p=&a;
cout<<*p<<endl<<a<<endl;
cout<<p<<endl<<&a<<endl;
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S-a definit o variabila de memorie de tip int (a) si o variabild de tip pointer catre tipul
int (*p) careia i s-a atribuit ca valoare adresa variabilei a. In memoria interna se vor aloca
doud zone de memorie: una de 2 octeti, pentru variabila de memorie identificata prin numele
a, In care se pastreaza o valoare numerica intreaga, si una de 2 octeti pentru variabila pointer
identificata prin numele p, In care se pastreaza o adresa de memorie (in exemplu, adresa
variabilei de memorie a). Continutul acestor zone de memorie este prezentat in figura.

2 octeti 2 octeti

Memoria interna

Prin instructiunea cout<<*p; se afiseaza continutul variabilei de memorie a. Referirea la
aceasta variabild de memorie se face nu prin numele variabilei, ci prin operatorul de redirec-
tare * aplicat pe variabila pointer p in care este memorata adresa variabilei a. Aceasta instruc-
tiune are acelasi efect ca si instructiunea cout<<a;. Prin instructiunea cout<<p; se afisea-
Za o constantd hexazecimala care reprezinta o adresa de memorie (adresa adr la care este
memorata variabila a). Aceasta instructiune are acelagi efect ca si instructiunea cout<<&aj.

Exemplul 2

int a=10,b=20,*p=&a;

b=*p; /*variabilei b i se atribuie valoarea de la adresa
memorati Tn variabila p, adicia valoarea variabilel a */
cout<<a<<" ‘''<<b; //afiseaza 10 10

*p=100; /*variabilei a carei adresi este memorati Tn
pointerul p (adici, variabillei a) i se atribuie valoarea 100 */
cout<<a<<" ‘''<<b; //afiseazia 100 10

Observatie. Daca tipul de data indicat de pointer este tipul inregistrare, data contine mai
multe campuri. Operatorul de redirectare prin care se furnizeaza continutul unui camp
este operatorul —> gi se numeste operatorul de selectie indirecta a membrului unei
structuri.

<nume_variabila pointer> —><nume_camp>
El contine doua referinte: una la continutul adresei indicate de pointer i alta catre un
membru al inregistrarii (cAmpul). Rezultatul furnizat de expresie este valoarea membrului
selectat (a cAmpului). Este un operator binar care are prioritate maxima si asociativi-
tatea de la stdnga la dreapta.

Exemplu
struct punct {int x,y;};
punct a={3,4},*p=¢&a;

cout<<a.x<<" "<<a.y<<endl; //afiseazs 3 4
cout<<p->x<<" "'<<p->y; //afiseaza 3 4
Observatii:

1. Operatorul * se poate folosi in ambii membri ai unei operatii de atribuire:
int a=10,b=20,*p=8&a,*q=&b; // (D

*q=*p; /7 (2)
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/* variabilei de la adresa memoratd Tn variabila g, adici variabi-
lei b, 1 se atribuie valoarea de la adresa memoratia Tn
variabila p, adica valoarea variabilei a

cout<<a<<" ''<<b; //afiseaza 10 10
10
Ak :
p P a :
*p adr_a *q=*p
10
/%
q q *qP  adr b
Memoria interna (2)

2. Constructia *p (p fiind un pointer catre un tip de data) poate aparea in orice expresie in
locul unei variabile de memorie care are acelasi tip ca si cel asociat pointerului:
int a=10,*p=&a;
*p=*p+5; /* incrementeazi cu 5 valoarea variabilei de la adresa
memorata Tn variabila p, adica valoarea variabilei a*/
cout<<a<<" ''<<*p; //aftiseazs 15 15

3. Operatorii * si & sunt operatori unari si au prioritate mai mare decat operatorii
aritmetici, relationali, logici si de atribuire.
int a=10,*p=&a;
*p+=1; /* incrementeazs cu 1 valoarea variabilei de la adresa memo-
rata Tn p, adici valoarea variabilei a */
cout<<a; //afiseazs 11

4. Asociativitatea operatorilor unari este de la dreapta la stdnga. Din aceasta cauza,
trebuie folositi cu grija operatorii unari * si ++ (respectiv - -). Astfel, *p++ incrementeaza
cu 1 adresa memorata in variabila p, si nu valoarea de la adresa memorata n p:

int a=10,*p=&a;

++*p; /* Incrementeazi cu 1 valoarea variabilei de la adresa

memorata Tn p, adica valoarea variabilei a */
cout<<a; //afiseazs 11
(*p)++; /* incrementeazi cu 1 valoarea variabilei de la adresa
memorats Th p, adicd incrementeaza cu 1 valoarea variabilei a */
cout<<a; //afiseazs 12

5. Datorita tehnicii de supraincarcare a operatorilor permisa de limbajul C++, caracterul *
(asterisc) este folosit si ca operator de redirectare (operator unar) si ca operator de
multiplicare (operator aritmetic). Pentru a inmulti valorile memorate la doua adrese de
memorie indicate de doi pointeri p si g este obligatoriu sa se foloseasca parantezele:

int a,b=10,c=20,*p=&b,*q=8&C;

a=(*p)*(*q); /*variabilel a 1 se atribuie produsul dintre valoarea de

la adresa memoratz Tn p, adici valoarea variabilei b, si valoarea
de la adresa memorats Tn g, adici valoarea variabilei ¢ */

cout<<a; //afiseaza 200
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Qonsiderél_nd_dec!arat,ia: intv a, b,*p=&a;_ instructiu- b=a+10; o b="p+10;

nile de atribuire din tabelul alaturat sunt echivalente: a=b: o *p=b;

Asadar, localizarea unei date memorate intr-o varia- |[@++3 o (p)++;

bila de memorie se poate face prin: a=atd5; ¢ *p=*p+5;

> adresare directa — folosind numele variabilei de [P=8*a; o b=Cp)*Cp);
memorie (In exemplu a); ar=s; © *p*=5;

- adresare indirecta — folosind o variabila de tip pointer in care este memorata adresa
zonei de memorie Tn care este stocata data (in exemplu, p).

1. Scrieti un program in care declarati o variabild de memorie de tip
float si un pointer catre tipul float, cititi de la tastatura valoarea
variabilei si 7i afigati valoarea folosind cele doua metode de adresare:

adresarea directa si adresarea indirecta.

2. Scrieti un program in care declarati — o variabild de memorie de tip Tnregistrare care va
contine doua campuri, corespunzatoare numitorului $i numaratorului unei fractii, si o
variabild de tip pointer catre tipul inregistrare —, cititi de la tastatura valorile campurilor
din inregistrare si afigati valorile acestor campuri folosind cele doua metode de adre-
sare: adresarea directa si adresarea indirecta.

2.2.3.2. Operatorul de atribuire

Unei variabile de tip pointer i se poate atribui numai o valoare care reprezinta o adresa de

memorie. Ea poate fi exprimata prin:

- O adresa de memorie obtinuta prin aplicarea operatorului de adresare pe o variabila
de memorie definita anterior, de acelasi tip cu tipul de baza al pointerului. Dupa operatia
de atribuire, variabila de tip pointer va adresa zona de memorie in care este stocata
variabila de memorie.

- O alta variabila de tip pointer care se refera la acelagsi tip de baza. Dupa operatia de
atribuire, cele doua variabile de tip pointer vor adresa aceeasi zona de memorie.

- O constanta de tip adresa de acelasi tip cu tipul de baza al pointerului.

— Numele unui tablou de memorie este o constanta de tip adresa. Dupa operatia de
atribuire, variabila de tip pointer va adresa zona de memorie in care este stocat pri-
mul element al tabloului — Tn cazul vectorului, elementul cu indicele 0.

— Constanta 0 sau constanta simbolica predefinita NULL — care corespunde pointe-
rului zero — poate fi atribuita oricarui tip de pointer.

- Rezultatul unei expresii construite cu operanzi de tip adresa a unor date definite
anterior si care apartin tipului de baza al pointerului.

Observatie. Unui pointer i se poate atribui un pointer de alt tip decéat tipul de baza
numai daca se aplica operatorul de conversie explicita de tip. Acest operator trebuie
aplicat insa cu foarte mare precautie, deoarece de multe ori rezultatul obtinut nu este cel
dorit.

int a=10, *p=&a; float *q;

g=(float*)p; //Nemoria internad (1)

/*tipul expresiei (Float*)p este float*, adici pointer citre tipul
float, si Tn acest mod pointerului g I s-a putut atribui adresa
memorata Tn pointerul p*/

cout<<*g<<endl; // Afiseazi 1.401298e-44, un numir real.
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/* Pointerul g indica o zona de memorie de tip float de 4 octeti, din
care primii 2 octeti contin reprezentarea Th complement fata de 2 a nu-
marulul Tntreg 10, iar urmatorii 2 octeti o valoare reziduali. Instruc-
tiunea de afisare face conversia valorii memorate, din reprezentarea Tn
format intern Tn reprezentarea Tn format extern, interpretand-o ca pe un
numidr real reprezentat Tn virgula mobils simpli precizie */

*g=10; cout<<*g<<endl; // Afiseazi 10
p=(int*)q; // Memoria internz (2)
//pointerului p 1 s-a atribuilt adresa memorata Tn pointerul q
cout<<*p; // Afiseaza 0, un numir Tntreg.

/*Pointerul p indici o zonid de memorie de tip int de 2 octeti, care re-
prezinti primii 2 octeti din grupul de 4 octeti Tn care a fost reprezen-
tat Tn virgulsd mobila simpla precizie numarul real 10. Instructiunea de
afisare face conversia valorii memorate din reprezentarea Tn format
intern Tn reprezentarea Tn format extern, interpretand-o ca pe un numir
Tntreg reprezentat Tn complement fatsa de 2 */

2 octeti

2 octeti . :
< > valoare reziduala

p 2 octeti

a4 adr
adr /

Memoria interna (1)

2 octeti reprezentat in virgula

2 octeti e e
¢ > mobila simpla precizie

p 2 octeti
o SRR

Exemplul 1:

char c="A",*p;

p=&c; /*variabilel p de tip pointer citre caracter i se atribuie
adresa variabilei de memorie c */

cout<<c<<" '"'<<*p; //afiseazad A A

Exemplul 2:

int a=10,*p=&a,>q;

g=p; /* pointerului g i se atribuie valoarea pointerului p, adica
adresa variabileil a */

cout<<*p<<" ''<<*Q; //afiseazs 10 10

Exemplul 3: Numele unui vector este numele unei variabile de memorie, dar si o con-

stanta de tip adresa cu tipul de baza al elementelor vectorului, care indica primul element
al vectorului. Pointerului p i se poate atribui adresa vectorului a exprimata prin:
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-> constanta simbolica a;
-> operatorul de adresare & aplicat pe numele variabilei a;
-> operatorul de adresare & aplicat pe identificatorul primului element al vectorului a[0],
iar urmatoarele operatii de atribuire sunt echivalente:
p=a < p=&a < p=&a[0] si *p < a[0]
int a[10],1,k=1,*p;
for (i=0;1<10;i++) a[i]=k++;
p=a; /*variabilei p 1 se atribuie numele vectorului a, care
este o constantad simbolica de tip adresa */
cout<<*p<<" "'<<a[O]<<endl; //afiseazd 1 1 - valoarea elementului a[O]

Exemplul 4: Numele unei matrice este numele unei variabile de memorie, dar si o con-
stanta de tip adresa cu tipul de baza al elementelor matricei, care indica primul element
al matricei. Pentru un pointer p cu tipul de baza al elementelor matricei a, care trebuie sa
indice primul element al matricei, urmatoarele operatii de atribuire sunt echivalente:

p=a & p=&a & p=a[0] e p=&a[0][0] si *p <« a[0][0]
int a[10][10],i,j,k=1,*p;
for (i=0;i<10;i++)

for (3J=0;3<10;j++) a[i]lil=k++;
p=a; /*variabilei p 1 se atribuie numele matricei a, care
este o constanta simbolica de tip adresa */

cout<<*p<<" "'<<a[0][O]<<endl; //afiseazi 1 1 - valoarea elementului a[0][0]

Exemplul 5:
int a[4]1[5],1.j.k=1,*p;
for (i=0;i<4;i++)
for (3=0;3<5;j++) a[illil=k++;
p=a[0]; /*variabilei p i se atribuie adresa vectorului format
din prima linie a matricei a, care este o constants */
cout<<*p<<" "<<a[0][0]<<endl;
//afiseaza 1 1 - valoarea elementului a[O0][O]

Exemplul 6:

int *q;

g=0; // pointerului g i se atribuie constanta 0

cout<<*g<<endl; /*nu afiseazi nimic, deoarece pointerul g are

valoarea 0 si el nu indicd nici o adresi de memorie */

g=NULL; // pointerului g i1 se atribuie constanta simbolica NULL

cout<<*q; /*nu afiseazid nimic deoarece pointerul q are
valoarea NULL si el nu indicid nici o adresi de memorie */

Unui pointer nu i se poate atribui valoarea unei constante intregi,
chiar daca este o constanta hexazecimala, deoarece programatorul
nu are acces direct la adresele de memorie pentru a le gestiona.
Unei date nu poate sa ii atribuie o adresa de memorie decét sistemul de operare.
Deoarece numele tabloului de memorie este folosit de compila-
W torul C++ ca o constanta simbolica de tip adresa, unei variabile
de tip tablou nu i se poate atribui o0 alta variabila de tip tablou sau un
pointer, ca in exemplul urmator:
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int a[10],b[10],*p=&b;
a=b; a=p; // Eroare! Unei constante nu 1 se poate modifica valoarea

Scrieti un program in care declarati o variabild de memorie de tip inre-
gistrare, care contine doua campuri corespunzatoare numitorului si nu-
maratorului unei fractii si o variabild de tip pointer catre tipul inregistrare

si care sa realizeze urmatoarele:
a. atribuie pointerului adresa variabilei inregistrare;
b. citeste de la tastatura valorile pentru numarator si numitor;
c. afiseaza fractia simplificatd — rezultatele se obtin in doua variante, folosind céte una
dintre cele doua metode de adresare (adresarea directa si apoi adresarea indirecta)
si se compara rezultatele obtinute.

2.2.3.3. Operatorii aritmetici

Operatiile aritmetice permise asupra pointerilor sunt:
- Adunarea si scaderea unei constante — operatorii + si -.
- Incrementarea si decrementarea unui pointer — operatorii ++ gi --.
- Scaderea a doi pointeri de acelasi tip — operatorul -.

- Toate operatiile aritmetice cu pointeri catre un tip de baza se execu-
Atentie ta considerand unitatea egala cu sizeof(tip_baza), adica egala cu
numarul de octeti necesari pentru a memora o data care are tipul

tip_baza. De exemplu, incrementarea unui pointer catre tipul int va considera unitatea
egala cu 2 (numarul de octeti necesari pentru reprezentarea tipului int) si noua adresa se
va obtine prin adunarea constantei 2 la adresa initiala memorata de pointer.
Operatorul pentru adunarea sau scaderea unei constante este:

pt+ksaup-k

unde p este un pointer catre tipul tip_baza care memoreaza o adresa adr, iar k o constan-
ta. Rezultatul este o adresa care se calculeaza astfel: adr+kxsizeof(tip_baza), respectiv
adr-kxsizeof(tip_baza).

Observatie: Operatia de adunare este comutativa: p+k = k+p.

Operatorul pentru incrementarea si decrementarea unui pointer este:

p++ sau p- -
unde p este un pointer catre tipul tip_baza care memoreaza o adresa adr. Rezultatul este
0 adresa care se calculeaza astfel: adr+sizeof(tip_baza), respectiv adr-sizeof(tip_baza).
Operatorul pentru scaderea a doi pointeri este:

pP-q9

unde p si g sunt doi pointeri catre acelasi tip de baza, care indica elementele aceluiasi
tablou de memorie, adresa memorata de p fiind mai mare decét cea memorata de g (p

indicd un element de tablou situat Tn memorie dupa elementul indicat de pointerul q).
Rezultatul este un numar intreg care reprezinta numarul de elemente aflate intre p si q.

Operatiile aritmetice cu pointeri au sens numai daca adresele indi-
cate de pointerii operanzi si de pointerul rezultatului expresiei se
pastreaza in spatiul de adrese ale unui tablou de memorie. Sin-
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gura exceptie acceptatd este cea a pointerului care indicad adresa unui element situat
imediat dupa ultimul element al tabloului.

Exemplul 1 — Tn cazul in care operatorii aritmetici se aplica pe pointeri care nu-si pastreaza
valorile in spatiul unui tablou de memorie, rezultatele obtinute nu au nici un fel de relevanta.
int a=10,*p=&a,*g=p; cout<<p<<" "<<*p<<endl;

p++; cout<<p<<" ‘''<<*p<<endl; p++; cout<<p<<' "<<*p<<endl;

/*Zona de memorie indicats de pointer dupi fiecare operatie de
incrementare contine o valoare rezidualz care nu are nici un fel de
relevantd Tn cadrul programului*/

cout<<p-q; // afiseazi 2

Exemplul 2 — Se inverseaza un vector n el Tnsusi. Se folosesc doi pointeri p si q catre ele-
mentele vectorului care se interschimba.

int a[20],n,*p,*q,aux;

cout<<"n= "";cin>>n;

for (p=a;p<a+tn;p++) {cout<<"elementul "<<p-a+l<<'= "; cin>>*p;}
for(p=a,g=atn-1;p<q;p++,q--) {aux=>*p; *p=*q; *g=aux;}
for(p=a;p<atn;p++) cout<<*p<<" '';

Observatie. Prin definitie, operatorul indice al tabloului ([ ]):
-> se aplica pe doi operanzi x si y (x[y] sau y[x]), x fiind un pointer si y un intreg;
- realizeaza adunarea dintre pointerul x si constanta y, obtindnd adresa elementului
y al vectorului de la adresa x;
- rezultatul furnizat este valoarea indicata de pointerul obtinut, adica valoarea ele-
mentului y al vectorului de la adresa x: X[y]=y[x] =*(x+y).
Este un operator binar si are prioritate maxima si asociativitatea de la stdnga la dreapta.

Elementul i al vectorului a poate fi identificat prin a[i], deoarece operatorul indice al ta-
bloului ([ ]) executa suma dintre pointerul a (o adresa) si constanta numerica i. Prin apli-
carea acestui operator se obtine valoarea de la adresa elementului i. Deoarece operatia
de adunare dintre un pointer si 0 constanta este comutativa, urmatoarele expresii sunt
echivalente si se pot folosi pentru identificarea elementului i al vectorului:
a[i] & *(ati) o *(1+a) o i[a]

Un element al matricei a poate fi identificat, folosind cei doi indici i si j, prin a[i][j].
Asociativitatea operatorului indice al tabloului fiind de la stdnga la dreapta si prioritatea
sa fiind cea mai mare, calcularea adresei elementului se va face astfel: mai intai se
executa suma dintre pointerul a gi constanta i si apoi suma dintre rezultatul obtinut
anterior gi constanta j. Prin aplicarea operatorilor indice al tabloului se obtine adresa
elementului din linia i si coloana j, urmatoarele expresii fiind echivalente:

afilbl o *@Li]+1) o (C(a+i)Hi] & *(F@ti)+)) o
*(&a[0][0]+n*i+]))

2.2.3.4. Operatorii relationali

Operatorii relationali care pot fi aplicati asupra pointerilor sunt:

- Operatorii de inegalitate: <, >, <= gi >=.

- Operatorii de egalitate: == si !=.
Evaluarea unui operator relational aplicat pe doi pointeri p si q se face prin analiza dife-
rentei p-g.
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Exemplu — Se afiseaza ordinea in care apar doua valori X si y ntr-un vector cu numere
intregi. Se folosesc doi pointeri p si q catre elementele vectorului. Se parcurge vectorul
folosind pointerul p pentru localizarea valorii X i pointerul q pentru localizarea valorii y.
Stabilirea ordinii de aparitie in vector se face prin compararea celor doi pointeri (a adreselor
memorate n pointeri).
int x,y,a[100],*p=a,*g=a;
cout<<'n= ";cin>>n;
for (;p<atn;p++) {cout<<"elementul '<<p-at+l<<'"= "; cin>*p;}
cout<<"prima valoare= "; cin>>Xx;
cout<<"a doua valoare= "'; cin>>y;
p=a;
whille (*p!'=x) p++;
whille (*q'=y) q++;
ifT (p>q) cout<<"valoarea ''<<y<<" apare inaintea valorii ''<<x;

else cout<<'valoarea '"'<<x<<'" apare inaintea valorii ''<<y;

Scrieti urmatoarele programe, in care prelucrarea vectorilor se va face cu
@g ajutorul pointerilor. Elementele vectorilor se citesc de la tastatura.
1. Se sterge elementul cu valoarea k dintr-un vector cu numere intregi.
Valoarea numarului k se citeste de la tastatura.
2. Se insereaza elementul cu valoarea x inaintea elementului cu valoarea y. Valorile
numerice X siy se citesc de la tastatura.
3. Se insereaza elementul cu valoarea x dupa elementul cu valoarea y. Valorile
numerice X si y se citesc de la tastatura.
4. Se ordoneaza crescator elementele vectorului.
5. Se afiseaza elementele comune din doi vectori a si b — o singura data.

2.3. Tipul de data referinta

Acest tip de data permite folosirea mai multor identificatori pentru aceeasi variabila de me-
morie. Declararea unei variabile de tip referinta se poate face prin instructiunea declarativa:

tip datid &nume variabilid = nume_variabili referiti;
tipul datei la care se

refera variabila de
memorie definita

numele variabilei de memorie la care se refera
variabila de memorie definita

numele variabilei de memorie care se defineste

operatorul de referentiere prin referinta la o altd variabila de memorie
Exemplu: int a=10;
int &b=a;
sau

int a=10,&b=a;

Variabila de memorie b este o referinta catre variabila de memorie a. Aceasta inseamna
ca, prin referinta, variabilei de memorie (a) i s-a mai dat un nume (b). Cele doua variabile
de memorie (a si b) au aceleasi atribute (adresa de memorie, lungime, valoare, tip etc.), cu
exceptia numelui. Chiar daca Tn program s-au declarat doua variabile de memorie (a si b),
se lucreaza cu o singura zona de memorie, care poate fi identificata cu doua nume diferite,
iar urmatoarele doua instructiuni vor afigsa aceleasi valori:
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cout<<"a = "<<a<<"adresa lui a= "'<<&a<<endl;
cout<<"b = "'<<b<<"adresa lui b= "'<<g&b;

Orice operatie de modificare a valorii variabilei referite prin numele b, va modifica valoarea
variabilei identificate prin numele a, deoarece ambele nume de variabile se refera la conti-
nutul aceleiasi zone de memorie. Urmatoarele doua instructiuni vor afisa aceleagi valori:

b=15;

cout<<"a = "<<a<<"adresa lui a= "'<<&a<<endl;
cout<<"b = "'<<b<<"adresa lui b= "'<<&b;
Observatii:

1. Tipul de data referinta, la fel ca si tipul de datd pointer, contine o adresa. Pentru a
avea acces prin referinta la o variabilda de memorie nu este insa nevoie sa se
foloseasca adresa de memorie, ci numele variabilei referinta.

Exemplu:

int a=10,b=200; //s-au declarat doui variabile Tntregi

int &x=a; //s-a declarat o referinta la variabila a

int *p=a; //s-a declarat un pointer care indici variabila a
int *q=&x; //s-a declarat un pointer care indici variabila x
cout<<a<<" ''<<x<<" '<<Fp<<t o Mk<*ge<"  '<<endl;

//afiseaza 10 10 10 10

*p=20; cout<<a<<" "'<<x<<"  Y'<<Fp<<! U<<*ge<"  '<<endl;
//afiseaza 20 20 20 20

Xx=30; cout<<a<<" '"'<<x<<" '<<Fp<<t Uk<xge<" ''<<endl;
//afiseaza 30 30 30 30

p=&b; //p indica variabila b
cout<<b<<" ‘''<<*p<<endl; //afiseaza 200 200

p=&X; //p indica variabila x care se referi la variabila a
cout<<b<<" ‘''<<*p<<endl; //afiseaza 200 30

2. Operatorii aritmetici aplicati pe variabile referintd nu modificad valoarea adresei refe-
rite, ci valoarea memorata la adresa variabilei referite. Operatorii relationali aplicati pe
variabile referintd nu compara valorile adreselor referite, ci valorile memorate la
adresele variabilelor referite.

Exemplu:
int a=10,b=20,&x=a,&y=b;

x=30; cout<<a<<" "'<<x<<endl; //afiseazi 30 30
X++; cout<<a<<" "'<<x<<endl; //afiseaza 31 31
X=—-X; X+=xX*2; cout<<a<<" "'<<x<<endl; //afiseazi 90 90
ifT (xI=y) cout<<"adevarat'” <<endl; //afiseazs adevarat
X=++y; cout<<a<<" '"<<x<<endl; //afiseaza 21 21
cout<<b<<" "<<y<<endl; //afiseaza 21 21
ifT (x==y) cout<<"adevarat'” <<endl; //afiseazs adevarat

Referinta trebuie initializata chiar in momentul declararii ei.

:
Exemplu:

int a,&b; // Eroare: variabila referintd nu a fost initializats
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2. Dupa ce a fost initializata, referinta nu mai poate fi modificatd (nu se mai poate
schimba adresa de memorie la care se refera).

Exemplu:

int a=10,b=100,é&x=a;

cout<<a<<" "<<x<<endl; //afiseaza 10 10

X=&b; /* Eroare: variabilei referintid X nu i se poate atribui

adresa variabilei de memorie b, deoarece variabila x, prin definitie,
se refera la variabila de memorie a si memoreazs adresa ei */

x=b; /* Corect: variabilei referintd x I se poate atribui
valoarea variabilei de memorie b, aceasta Tnsemnand ci variabilei
referite de x (variabila a) 1 se atribuie valoarea variabilei b */

cout<<a<<" ''<<x<<endl; //afiseaza 100 100

3. Nu se poate crea un pointer la o referinta.

Exemplu:

int a=10,é&x=a;

int *p=x; /* Eroare: pointerului p nu I se poate atribui adresa

memoratd Th variabila X, deoarece numele variabilei x nu identifici o
adresi, ci o valoare Tntreagi memoratz la adresa variabilel a */

int *p=&x; /* Corect: pointerului p i se poate atribui adresa
variabilei referintd x, aceasta fiind de fapt adresa variabilei a */

4. Nu este permisa declararea unei referinte la o adresa exprimata printr-o referinta
sau printr-un pointer.

Exemplu:

int a=10,b=100,*p=&a,*g=8&b,&x=2a;

int &y=8&x; /* Eroare: s-a declarat variabila y care trebuie si se re-

fere la o variabili de tip int, ca o referintad la adresa variabilei x */

int &y=x; /* Corect: s-a declarat variabila y ca o referintia la

variabila x, care este o referintid la variabila a; variabila y se refera

la variabila a */

int &z=q; /* Eroare: s-a declarat variabila z, care trebuie si

se refere la o variabild de tip int, ca o referintd la variabila

pointer q care memoreazia o adresi */

int &z=*q; /* Corect: s-a declarat variabila z, care trebuie si

se refere la o variabilia de tip int, ca o referintd la o variabili

a carei adresi este indicati de pointerul q (adici variabila b)*/

cout<<a<<"™ "'<<*Fp<<t Uk<x<<" "'<<y<<endl; //afiseazi 10 10 10 10

cout<<b<<" "<<*g<<" ''<<z<<endl; //afiseazs 100 100 100
*p=20; cout<<a<<" "<<*p<<" o U<<x<<"  '<<y<<endl;

//afiseaza 20 20 20 20

x=30; cout<<a<<"™ "'<<Fp<<" U<x<<" U'<<y<<endl;

//afiseaza 30 30 30 30

p=&z; b=200;

cout<<a<<™ "<<Fp<<t o Ukx<< Uyt k<Rt ''k<z<<endl;

//afiseazs 30 200 30 30 200 200

5. Tipul referintei si tipul variabilei la care se refera trebuie sa fie acelasi si referinta
si obiectul la care face referirea trebuie sa fie de acelasi tip. Astfel, daca referinta
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este o variabila de memorie, referirea trebuie sa se faca tot la o variabild de memorie,
si nu, de exemplu, la o constanta, chiar daca aceasta este de acelasi tip cu referinta. In
cazul in care nu se respectd aceste reguli, compilatorul va va atentiona. Aceasta
inseamna ca programul va putea fi executat, dar rezultatul obtinut nu va fi cel asteptat,
deoarece se creeaza o variabild de memorie temporara, cu tipul referintei, careia i se
atribuie valoarea variabilei referite, respectiv a constantei, iar variabila referintd va
adresa aceasta variabild temporara, si nu variabila referita, respectiv constanta:

Exemplu:

char c="A"; float &a=c;

//echivalent cu: char c="A"; float temp=c; float &a=temp;
//temp fFiind variabila de memorie temporara

cout<<a<<" '"'<<c<<endl; //afiseazi 65 A

a=a/5; cout<<a<<" "'<<c<<endl; //afiseazi 13 A

C++; cout<<a<<" '"'<<c<<endl; //afiseaza 13 B

int &a=10; //echivalent cu: int temp=10; int &a=temp;
//temp fiind variabila de memorie temporara

cout<<a<<endl ; //afiseazi 10

a=20; cout<<a; //afiseazi 20

Scrieti un program in care declarati o variabila de memorie de tip float si

o referintd catre aceasta variabila de memorie, cititi de la tastatura si
afigati valoarea variabilei de tip float — folosind cele doua nume ale vari-
abilei de memorie.

Utilitatea tipului de data referinta

Tipul de data referinta este util in transmiterea datelor intre modulul apelant si subprogam prin
intermediul parametrilor de comunicatie. In timpul executiei subprogramului, datele cu care
el lucreaza (variabilele locale si parametrii cu care a fost apelat) sunt pastrate in stiva.
Instructiunile subprogramului pot modifica aceste date. Modificarile se executd asupra
valorilor memorate n stiva. Cand se termind executia subprogramului, spatiul ocupat in
stiva de parametri si de variabilele locale este eliberat si — in cazul parametrilor de iesire
sau de intrare-iesire — se pierd valorile calculate Tn subprogram.

void sb(int a) {a=at+2; cout<<a<<endl;;} //afiseazi 4

void main() {int a=2; sb(a); cout<<a; } //afiseaza 2
Folosind transferul parametrului prin referinta, in momentul apelarii subprogramului, in
stiva este incarcata adresa de memorie la care se gaseste valoarea parametrului. Subprogra-
mul va lucra direct ih zona de memorie in care se gaseste data. Asadar, atat modulul apelant
cat si subprogramul lucreaza asupra aceleiasi date, si orice modificare a valorii acestui
parametru facuta in subprogram se va reflecta si in modulul apelant. La terminarea executiei
subprogramului, este eliberata din stiva zona in care este memorata adresa parametrului.
void sh(int &) {a=a+2; cout<<a<<endl;;} //afiseazi 4

void main() {int a=2; sbh(a); cout<<a; } //afiseazi 4

intre modulul apelant si subprogram se pot transmite si parametri de tip adresa. Daca
adresa este transmisa prin valoare si ea este modificatd in subprogram, noua valoare se
pierde la terminarea executiei subprogramului.

void sb(int *p) {int x=4; p=&x cout<<*p<<endl;} //afiseazi 4

void main() {int a=2,*p=&a; sb(p); cout<<*p;} //afiseazs 2
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Folosind transferul parametrului prin referinta pentru pointer, in momentul apelarii subpro-
gramului, in stiva este incarcata adresa de memorie a pointerului si subprogramul va lucra
direct in zona de memorie n care se gaseste pointerul. Asadar, atat modulul apelant cat si
subprogramul lucreaza asupra aceleiasi date, si orice modificare a adresei memorate Tn
pointer facuta in subprogram se va reflecta si in modulul apelant. La terminarea executiei
subprogramului, este eliberata din stiva zona in care este memorata adresa pointerului.

void sb(int *&p) {int x=4; p=&x; cout<<*p<<endl;} //afiseazi 4
void main() {int a=2,*p=&a; sb(p); cout<<*p;} //afiseazi 4

2.4. Alocarea dinamica a memoriei

Declararile de date Tn cadrul programului folosesc alocarea statica a memoriei.

Alocarea statica a memoriei se face in timpul compilarii, in functie de modul
in care a fost declarata variabila de memorie sau structura de date,
iar in timpul executiei programului nu mai poate fi modificata.

Variabilele care folosesc alocarea staticd a memoriei se numesc variabile statice.
Sistemul de operare le aloca spatiu in segmentul de date sau in stiva sistemului, in
functie de modul in care au fost declarate in program (globale sau locale).

Structurile de date statice au un mare dezavantaj, deoarece n timpul executiei progra-
mului pot sa apara urmatoarele cazuri:
-> spatiul alocat structurii este insuficient si este posibil ca sa se depaseasca acest
spatiu si sa se intre Tn spatiul de memorie alocat altor date;
-> spatiul alocat structurii este mult mai mare decat este necesar si memoria interna
nu este utilizata eficient.

Acest dezavantaj poate fi eliminat prin folosirea alocarii dinamice a memoriei.

Alocarea dinamica este metoda prin care unei variabile de memorie sau unei
structuri de date i se atribuie spatiu de memorie — sau se elibereaza spatiul de
memorie ocupat de ea in timpul executiei programului, in functie de necesitati.

Variabilele care folosesc alocarea dinamica a memoriei se nhumesc variabile dinamice.
Spatiul de memorie alocat va fi in zona de adrese libere (Heap). Sistemul de operare alo-
ca unei date zona de memorie in Heap sau elibereaza spatiul de memorie alocat datei, in
urma unor cereri de alocare de memorie si de eliberare de memorie din program. Meca-
nismul prin care programatorul foloseste alocarea dinamica a memoriei este urmatorul:

1. Se declara o variabila de memorie de tip pointer catre tipul de data al variabilei
dinamice.

<tip_de_baza> *<nume_pointer>;
La compilarea programului, variabilei pointer i se va aloca spatiu in segmentul de date
sau in stiva sistemului, Tn functie de modul in care a fost declarat in program (global
sau local). In variabila pointer se va memora adresa variabilei dinamice.

2. Tn momentul in care In program trebuie folosita variabila dinamica se cere sistemului
de operare sa i aloce spatiu in Heap. Pentru cererea de alocare de memorie se
foloseste operatorul new:

<nume_pointer> = new <tip_de_baza>;
Sistemul de operare cauta Th Heap o zona de memorie libera, de dimensiunea tipului
variabilei dinamice, si atribuie pointerului adresa acestei zone.
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3. In momentul in care in program nu mai este folosita variabila dinamicid se cere
sistemului de operare sa elibereze spatiul de memorie pe care i |-a alocat in Heap.
Pentru cererea de eliberare a memoriei se foloseste operatorul delete:

dellete <nume_pointer>;
Sistemul de operare declara libera zona de memorie care a fost alocata variabilei
dinamice, si considera ca variabila pointer nu mai este initializatd cu o adresa de
memorie, iar valoarea care a fost memorata in variabila dinamica se pierde.

Observatie. Operatorii new si delete sunt operatori unari $i au prioritatea si
asociativitatea acestui tip de operatori.

| Studiu de caz]

Scop: exemplificarea modului in care puteti folosi alocarea dinamica a memoriei.

Enuntul problemei 1: Se citesc de la tastaturd trei numere intregi — a, b si ¢ — care
reprezintd marimile laturilor unui triunghi. S& se afigeze aria triunghiului.

Se foloseste alocarea dinamica a variabilelor elementare. Pentru referirea marimilor
laturilor se folosesc pointerii a, b si ¢ catre tipul int, iar pentru referirea ariei si a semi-
perimetrului se folosesc pointerii aria si sp catre tipul float.

#include<iostream.h>

#include<math._h>

void main()

{int *a,*b,*c; float *aria, *sp; //se declari pointerii (1)
a = new int; b = new Int; ¢ = new Int; //se alocad memorie pentru
aria = new float; sp = new float; //variabilele dinamice (2)
//se citesc de la tastaturi valorile variabilelor dinamice
//folosite pentru laturile triunghiului
cout<<a= ''; cin>>%*a; cout<<'b= '; cin>>*b; cout<<'c= ''; cin>>*c;
//se calculeazs valorile variabilelor dinamice folosite pentru
//semiperimetru si arie
*sp=C*at+*b+*c)/2.; *aria=sqgrt(*sp*(*sp-*a)*(*sp-*b)*(*sp-*c));
//se afiseaza valoarea variabilei dinamice folosite pentru arie
cout<<'aria= ''<<*aria;
//se elibereazs zona de memorie alocata variabilelor dinamice (3)
delete a; delete b; delete c; delete aria; delete sp;}

Enuntul problemei 2: Se citesc de la tastaturgd coordonatele a doud puncte din plan — a
si b. S& se afigeze distanfa dintre cele doud puncte.

Se foloseste alocarea dinamica a structurii de date de tip Tnregistrare. Pentru referi-
rea coordonatelor celor doua puncte se folosesc pointerii a si b catre tipul Tnregistrare
punct, iar pentru referirea distantei se foloseste pointerul d catre tipul float.

#include<iostream.h>

#include<math._.h>

struct punct {int X,y;};

punct *a,*b; Tfloat *d; //se declara pointerii (1)

void main()

{//se aloca memorie pentru variabilele dinamice (2)
a = new punct; b = new punct; d = new Ffloat;
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//se citesc de la tastatura valorile variabilelor dinamice
//folosite pentru coordonatele punctelor a si b
cout<<'coordonatele punctului a - x: "; cin>>a->X;

cout<<" -y '; cin>>a->y;
cout<<'coordonatele punctului b - x: "; cin>>b->x;
cout<<" -y '"; cin>>b->y;

//se calculeazs valoarea variabilei dinamice folosite pentru distanta
*d=sgrt(pow(a->x-b->x,2)+pow(a->y-b->y,2));

//se afiseazi valoarea variabilei dinamice folosite pentru distanta
cout<<'distanta dintre punctele a si b este ''<<*d;

//se elibereaziz zona de memorie alocata variabilelor dinamice (3)
delete a; delete b; delete d;}

Enuntul problemei 3: Se citesc de la tastaturd n numere intregi care se memoreaza ntr-un
vector. Sa se inverseze vectorul in el insusi si s& se afiseze vectorul dupéa inversare.

Se foloseste alocarea dinamica a structurii de date de tip vector. Pentru referirea numa-
rului de elemente ale vectorului se foloseste pointerul n catre tipul int, iar pentru referirea
variabilei prin intermediul careia se interschimba doua elemente ale vectorului se foloseste
pointerul aux catre tipul int. Pentru referirea vectorului se foloseste pointerul p catre tipul
int[*n]. Acest pointer indica o zona continua de nxsizeof(int) octeti, n reprezentand
valoarea citita de la tastatura pentru numarul de elemente ale vectorului si care este referita
de pointerul n. Pointerii q si r catre tipul int se folosesc pentru a parcurge zona de
memorie alocata vectorului Tn vederea prelucrarii elementelor lui.

#include<iostream.h>

#include<math.h>

void main()

{int *p,*q,*r,*n,*aux; //se declari pointerii (1)
//se aloca memorie pentru variabilele dinamice (2)
n=new Int; aux=new int; cout<<"n= ""; cin>>*n;

p = new int[*n];
//se citesc de la tastatura valorile pentru elementele vectorului
for (g=p;q<p+*n;qg++)

{cout<<elementull= ''<<g-p+l1<<"= "; cin>>*q;}
//se interschimbi elementele vectorului
for (g=p,r=pt*n-1;q<r;qg++,r--) {*aux=*q; *gq=*r; *r=*aux;}
//se afiseaza elementele vectorului
for (g=p;Q<p+*n;Qg++) cout<<*qg<<" *';
//se elibereaza zona de memorie alocati variabilelor dinamice (3)
delete []p; delete n; delete aux;}

Scrieti urmatoarele programe in care folositi alocare dinamica a memoriei:
a. Cititi de la tastatura temperatura, presiunea si numarul de moli ai unui
gaz si calculati volumul lui.
b. Cititi de la tastatura numaratorul si numitorul a doua fractii, calculati suma si produsul
celor doua fractii, simplificati rezultatele obtinute si apoi afisati suma si produsul.
c. Cititi de la tastatura coordonatele a doua colturi ale unui dreptunghi (coltul din stanga

sus si coltul din dreapta jos) si afisati dimensiunea diagonalei dreptunghiului.
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d. Cititi de la tastatura temperaturile medii zilnice din luna precedenta si afigati tempe-
ratura medie a lunii, si zilele Tn care temperaturile au fost mai mari decéat media.

2.5. Clasificarea structurilor de date

Organizarea in structuri de date a datelor prelucrate de algoritmi simplifica multe dintre
operatiile de prelucrare. Atunci cand organizati datele intr-o structura de date, trebuie sa
identificati modul in care puteti avea acces la ele i operatiile pe care le puteti executa cu
datele din colectie. Procesul de organizare a datelor in colectii este un proces care se
desfagoara pe trei niveluri care interactioneaza intre ele, pornind de la nivelul conceptual:

nivel conceptual
(nivelul la care se dezvolta imaginea
n care trebuie organizate datele

oS

nivel logic
(nivelul la care se alege un model
conceptua

iy}

(nivelul la care sunt stocate datele in memoria calculatorului si care implica
anumite caracteristici ale operatiilor de accesare si de prelucrare a datelor din
colectie, in functie de mod emorate datele si de algoritmii
implementati in lim atelor in memorie)

Ati studiat structurile de date implementate la nivel fizic in limbajul C++:
- tabloul de memorie — structura de date omogena, liniara, interna si temporara;
- figierul — structura de date omogena, liniara, externa si permanenta;
- sirul de caractere — structura de date omogena, liniara, interna si temporara;
- inregistrarea — structura de date neomogena, interna si temporara.

Ati mai studiat si o structura de date logica lista — structuré de date omogena, liniara, interna
si temporara si 0 metoda de implementare la nivel logic a listei folosind vectorul.

[Studiu de caz

Scop: exemplificarea modului in care identificati structura de date pe care o folositi
pentru a rezolva problema.

Enuntul problemei 1. O firm& de transport are un parc de 10 magini cu capacitafi de
transport diferite. Trebuie s& se determine céate dintre aceste masini au cea mai mare
capacitate de transport.

Pentru rezolvarea problemei trebuie stabilita structura de date care se va folosi:

- La nivel conceptual — capacitatile de transport ale masinilor reprezintd un sir de
numere intregi, aranjate ntr-o ordine aleatorie, in care trebuie cautat numarul cel mai
mare si de céte ori apare n sir.
| 20 | 40 | 50 [ 30 | 20 | 40 | 50 [ 40 | 30 | 40 |

- La nivel logic — implementarea permisa de limbajul C++ a unei colectii de date omogene
este vectorul, fiecare numar intreg fiind un element al structurii. Pentru rezolvarea proble-
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mei se vor folosi urmatorii algoritmi: algoritmul pentru parcurgerea vectorului la memo-

rarea numerelor, algoritmul pentru determinarea valorii maxime dintr-un sir de numere si

algoritmul de cautare n vector a elementelor cu o valoare precizata (valoarea maxima).
int a[10];

-> La nivel fizic — numerele vor fi memorate intr-o zona continua de memorie interna, fiecarui
numar alocandu-i-se acelasi spatiu pentru memorare. Identificarea unui element al
structurii se face prin numarul sau de ordine (indicele).
| 20 | 40 | 50 | 30 | 20 | 40 | 50 | 40 | 30 | 40 |

al0] a[l] a[2] a[3] a4 a[5] a[6] a[7] al8] a9

Daca se doregte pastrarea datelor memorate (capacitatile de transport ale masinilor din
parcul auto) pentru prelucrarea lor ulterior, se vor salva intr-un figier text, de unde vor fi
restaurate in memoria interna intr-un vector, la fiecare prelucrare (executie a programului).

Observatie. In structura de date folosita (vectorul), intre elementele structurii exista o
relatie de ordine in care fiecare element are un succesor si un predecesor. Acest tip de
structura este o structura liniara.

—»... —» aj-1 +» 4 +» di+1 +» ... —» dp

: aj -
(nu are predecesor) succesorul sau este aj; 1 (nu are succesor) J
- predecesorul sau este aj.1 =

Enuntul problemei 2. Un profesor trebuie s& calculeze media semestriald a fiecarui elev din
clasé si s& obfind o listd cu numele, prenumele si mediile elevilor, in ordinea descrescéatoare
a mediilor.

Pentru rezolvarea problemei, trebuie stabilita structura de date care se va folosi:

-> La nivel conceptual — elevii din clasa reprezinta un sir de entitati care sunt caracte-
rizate de o lista de proprietati (atribute): nume si prenume (care identifica unic elevul),
cinci note si media semestriala.

Nume Prenume | Notal | Nota2 | Nota3 | Nota4 | Nota5 | Media
1 Anghel Maria 10 9 10 9 9,5
30 Vliad Mihai 7 6 8 7

-> La nivel logic — implementarea permisa de limbajul C++ a unei colectii de date omogene
este vectorul, fiecare lista de atribute ale unui elev fiind un element al structurii. Pentru
implementarea listei de atribute (care este formata din date neomogene: numele si
prenumele sunt siruri de caractere, notele sunt numere intregi, iar media este un numar
real) se va folosi structura de date de tip Thregistrare, fiecare atribut fiind memorat intr-un
camp. Pentru rezolvarea problemei se vor folosi urmatorii algoritmi: algoritmul pentru
parcurgerea vectorului la memorarea listei de atribute a fiecarui elev si la afisarea mediilor,
algoritmul pentru calcularea mediei aritmetice si algoritmul de sortare a elementelor
vectorului in functie de valoarea unui atribut din lista de atribute.

struct elev
{char nume[20], pren[20];
unsigned notal[5];
float media;};
elev clasa[30];
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-> La nivel fizic — listele de atribute ale fiecarui elev vor fi memorate ntr-o zona continua de
memorie interna, fiecarei liste de atribute alocandu-i-se acelasi spatiu pentru memorare.
Identificarea unei liste de atribute in cadrul structurii se face prin numarul sau de ordine
(indicele), iar identificarea unui atribut din lista se face prin numele campului.

Si in cazul acestui exemplu, daca se doreste pastrarea datelor memorate (lista de atribute
a fiecarui elev din clasa), pentru prelucrarea lor ulterior, se vor salva intr-un fisier text, de
unde vor fi restaurate Tn memoria interna intr-un vector de inregistrari, la fiecare prelucrare
(executie a programului).

Clasa

| clasa[0] | clasa[1l] | .. | clasa[i] | .. |c|asa[29¥

| nume | pren | nota | media |

/

| nota[0] | nota[l] | nota[2] | nota[3] | nota[4] |

clasa[i]-nume T
clasa[i1]-nota[2]

Observatie. In structura de date folosita pentru lista de atribute, intre elementele structurii
exista o relatie de ordine in care fiecare element are un singur predecesor si nici unul, unul
sau mai multi succesori. Entitatea elev (corespunde unui element din vectorul clasa) are ca
predecesor entitatea clasa si ca succesori entitatile: nume, pren, nota si media. Entitatea
nume are un singur predecesor (entitatea elev) si nici un succesor. Entitatea nota are un
singur predecesor (entitatea elev) si cinci succesori (nota[0], nota[l], nota[2], nota[3] si
nota[4]). Structurile de date de tip nregistrare pot fi ierarhizate pe unul sau mai multe
niveluri. Acest model de reprezentare a datelor se numeste arbore cu radacina, iar acest
tip de structura de date este o structura ierarhizata.

Nivelul 1
a, Nivelul 2
1 1 .
[ ki ] [ k) ] [ 8121 ] [ Q12 ] [ Q23 ] .................. vaeIUIS ..................
! ! Nivelul 4

(e ) (Be]

Intr-o structura de date ierarhizata, datele pot fi grupate pe mai multe niveluri. Elementul
a1 se gaseste pe nivelul 1. El nu are predecesor, dar are trei succesori: ai1, ai2 Si ais.
care se gasesc pe nivelul 2. Elementul a2 are un singur predecesor (aj) si trei succesori:
aio1, ai122 Si aiz3. Elementele aj11, a112, a121, a123 $i a131 de pe nivelul 3 si elementele
a1221 Si a1222 de pe nivelul 4 nu au succesori.

O matrice cu n linii $i m coloane este si ea o structura de date ierarhizata pe trei niveluri:
pe primul nivel este matricea care are n succesori: liniile, care sunt pe nivelul 1. Fiecare
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linie are ca predecesor matricea si ca succesori cele m elemente de pe o linie, care se
gasesc pe nivelul 3.

Nivelul 1
linia0 | linial lina2 | linia3 Nivelul 2

\

a[ol[0] | alolr] , [ a[3100] [ alEr] |
a[1][0] | a[1][1] a[2][0] | a[21[1] | Nivelul 3

Enuntul problemei 3. O persoand doreste s& viziteze sapte obiective turistice care se
gasesc in sapte localitdfi, pe care le notdm cu A, B, C, E, F, G si |. Intre cele sapte obiective
turistice existd mai multe cdi de acces. Trebuie sd se gaseasca un traseu, astfel incat
turistul sa plece din localitatea A si sa revind in localitatea A, vizitand toate cele sapte
obiective fara sa treaca de doud ori prin aceeasi localitate. Daca existd mai multe trasee,
sda se caute traseul cu drumul cel mai scurt.

Pentru rezolvarea problemei, trebu-
ie stabilitd structura de date care se
va folosi. Localitdtile reprezinta
entitati care pot fi legate sau nu prin
cai de acces. Fiecare cale de acces
este caracterizatd de distanta dintre
cele doua localitati. Pentru a repre-
zenta la nivel conceptual aceasta
structura de date vom reprezenta
in plan harta zonei turistice prin
intermediul unor elemente geome-
trice, astfel: localitatile se reprezinta prin cercuri in interiorul carora vom scrie identificatorul
localitatii, iar caile de acces prin linii drepte care unesc anumite puncte. Acest model de
reprezentare a datelor se numeste graf.

Observatie. In structura de date folosita pentru a reprezenta la nivel conceptual entitatile
(localitatile), intre elementele structurii exista o relatie de ordine in care fiecare
element are mai multi predecesori si mai multi succesori. Acest tip de structura de
date este o retea. v

Din studiul de caz anterior putem folosi un nou criteriu pentru clasificarea structurilor
de date:

latiel de ordine
el v
Liniare lerarhizate (arborescente) Retea
Fiecare element are un Intre elemente exista o relatie de subordo- Tntre elemente exists o
succesor si un nare, in care fiecare element are un pre- relatie de subordonare,

predecesor, exceptand decesor unic si poate avea unul sau mai in cére fiecare element
primul element, care nu| [multi succesori, cu exceptia primului element poate avea mai multi
are decéat succesor, si (numit radacina), care nu are predecesor, sif | predecesori si mai multi
ultimul element, care nu a ultimelor elemente (numite terminale), Succesori.

are decat predecesor. care nu au succesor.
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2.6. Lista liniara

Pe langa criteriile studiate pentru clasificarea structurilor de date, mai exista si urma-

toarele criterii:

area in limbajul de programare ]

ri implicite
Structura creata la nivel conceptual este
implementata la nivelul limbajului de
Pprogramare Reprezentarea sa este
i necesita informatii
ru localizarea

v
i explicite
Structura creata la nivel conceptual nu este
implementata la nivelul limbajului de
programare Reprezentarea sa se face folosind
mentate 1n limbaj, fiind
uplimentare pentru

Elementele sunt dispuse in zone contigue
de memorie, care permit Iocallzarea uneia

Elementele sunt dispuse in zone dispersate de
memorie; pentru a putea localiza elementele in

Iri statice
Dimensiunea zonei alocate este fixa.
Alocarea ei se face in timpul compilarii, in
dul 1

care a fost declarata
ecutiei programului
modificata.

fi d

Dimensiunea zonei alocate nu este fixa.
Alocarea sau ellberarea zonelor de memorie

Lista liniara este o structura de date logica, cu date omogene, in care fiecare
element are un succesor si un predecesor, exceptand primul element, care nu
are decéat succesor, si ultimul element, care nu are decéat predecesor.

Lista liniara, la fel ca si vectorul, din punct de vedere conceptual este o structura de

date omogena liniara. Intre cele doua structuri existd urmatoarele deosebiri:

Criteriul Vectori Liste
Implementarea| Sunt structuri implicite. Fiind o Sunt structuri explicite. Fiind o structura
n limbaj structura fizica, este implementata logica, trebuie aleasa o metoda de

n limbajul de programare. Nu nece-
sita informatii suplimentare pentru lo-
calizarea elementelor structurii Tn me-
moria interna, deoarece mecanismul
prin care este implementata fizic
asigura identificarea elementelor.

implementare folosind structurile fizice
existente. Necesita informatii suplimentare
pentru localizarea elementelor structurii in
memoria interna, deoarece mecanismul
prin care este implementata fizic nu asigu-
ra identificarea elementelor.
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Criteriul Vectori Liste
Dispunerea Sunt structuri contigue. Pot fi structuri dispersate. Predecesorul,
elementelor Predecesorul, elementul si elementul si succesorul nu sunt in locatii de
in memorie succesorul se gasesc in locatii  |memorie contigue. Programatorul trebuie sa
contigue prin mecanismul de defineasca mecanismul prin care elementele
implementare a structurii de date la | structurii vor fi legate unele de altele pentru
nivel fizic. a putea fi regasite Tn memorie.
Alocarea Sunt structuri statice. Sunt structuri statice sau dinamice, n
memoriei functie de implementarea aleasa.

Se defineste lungimea listei (n) ca fiind numarul de elemente ale listei. Lista vida este lis-
ta care are lungimea O (nu are nici un element). Elementele listei se mai numesc si noduri.

| Studiu de caz]

Scop: exemplificarea modului in care identificati o aplicatie in care folositi ca structura de
date lista liniara.

Enunturile problemelor pentru care trebuie aleasa structura de date si conceput algo-

ritmul pentru prelucrarea lor:

1. intr-o biblioteca existd o colectie de carfi organizate in ordinea alfabeticd a autorilor. Un
cititor poate imprumuta o carte (se extrage o carte din colecfie) sau poate inapoia o carte
(se insereazad o carte in colecfie). Toate aceste operafii trebuie executate astfel incat s& se
pastreze organizarea in ordine alfabetica a autorilor.

2. La o benzinarie s-a format o coadd de asteptare. Maginile sunt servite ih ordinea
venirii: prima magind sosita este servitd, iar ultima magind venita se asaza la sfargitul
cozii. Toate aceste operafii trebuie executate astfel incat s& se pdstreze ordinea in
care au sosit maginile si s-au asezat la coada.

3. Intr-o stivd de cdrfi, volumele sunt agezate in ordinea alfabetica a titlurilor. Trebuie
extrasd o carte din stivg f4ra a deranja modul in care sunt ordonate cérfile in stiva.

Toate aceste probleme au Tn comun urmatoarele caracteristici:

-> Elementele colectiei sunt omogene (inregistrari cu aceeasi structura).

- Conceptual sunt structuri liniare in care fiecare element are un succesor si un pre-
decesor, cu exceptia primului si a ultimului element, care au numai succesor, respec-
tiv numai predecesor.

-> Structurile de date se modifica folosind aceiasi algoritmi de prelucrare: se insereaza
si se extrag elemente, pastrandu-se o anumita ordine de aranjare a elementelor.

Daca s-ar alege solutia de a grupa aceste elemente intr-o structura de date de tip vector,
algoritmii de prelucrare (de actualizare a vectorilor) vor necesita multe deplasari de elemente
care consuma timp de prelucrare. Caracteristicile operatiilor de prelucrare a vectorilor sunt:

- Vectorul este o structura de date care are lungimea fizica fixa, iar implementarea lui
la nivel fizic este un proces prin care se face conversia locatiei conceptuale a unui
element, in locatia reala, din memoria interna.

-> Orice operatie de adaugare sau extragere a unui element din colectie modifica lungi-
mea logica a vectorului.

- Pentru a insera un element in colectie, trebuie deplasate toate elementele spre
dreapta, incepénd cu pozitia inserarii.

- Pentru a extrage un element din colectie, trebuie deplasate toate elementele spre
stanga, de la sfarsit, pana in pozitia din care se extrage.
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In cazul structurilor liniare care trebuie sa-gi pastreze in timpul exploatérii ordonarea
dupa un anumit criteriu, mecanismul vectorilor este greoi. In aceste cazuri, se poate
alege ca solutie de implementare a structurii de date lista liniara ce degreveaza programa-
torul de ordonarea dupa indice a structurii, impusa de vectori.

Implementarea structurilor de date cu ajutorul listelor are urmatoarele avantaje:
- alocarea dinamica a memoriei — care gestioneaza memoria mult mai eficient;
-> algoritmii de prelucrare — care sunt mult mai eficienti (se executa mult mai

putine operatii pentru inserarea si stergerea unui element).

in functie de modul in care se alocd memoria internd, se pot folosi metodele:

mentare a listelor

| vectori

in functie de modul In care sunt aranjate elementele in lista, se pot folosi metodele:
Metode de implementare a listelor

secventiala

numai statica

Metoda de implementare | Avantajul alocarii dinamice a Avantajul algoritmilor
memoriei de prelucrare
statica secventiala nu nu
statica inlantuita nu da
dinamica inlantuita da da

Implementarea statica secventialda nu aduce niciunul dintre avantajele listelor, fiind o
implementare in care lista este prelucrata la fel ca un vector. In implementarea Tnlantuita
nodurile listei nu mai sunt stocate succesiv ih memorie. Aceasta implementare se poate
face atét static, cat si dinamic, intre cele doud implementari existand urmatoarele diferente:
= in implementarea statica, nodurile listei ocupa un bloc contiguu de locatii de me-
morie (zona de memorie alocata vectorului);
= in implementarea dinamica, nodurile listei ocupa locatii dispersate din memorie
(a caror adresa poate fi pastrata cu ajutorul pointerilor).

In clasa a X-a ati invatat modul in care puteti implementa static listele liniare. Algoritmii
pentru prelucrarea unei liste inlantuite sunt aceiasi, atat in cazul implementarii statice,
cat si in cazul implementarii dinamice.

2.6.1. Implementarea dinamica a listelor in limbajul C++

Exemplu — O listd este formatd din 5 cuvinte (noduri), fiecare cuvant avand maxim 4
caractere. Nodurile listei se exploateaza in ordine alfabetica:
Lista - {Ilalfa", Ilbeta", Ilgamall n. n n

, 'teta", "zeta"}
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Memoria interna

5 locatii de memorie dispersate
te prin adresele adrl, adr2, adr3, adr

nodul 3
la adresa adr3 la adresa adrl

nodul 5 nodul 4
(ultim) la adresa adr4

la adresa adr2

Deoarece nodurile listei nu sunt aranjate succesiv, ci aleatoriu, In memorie, trebuie imple-
mentat un mecanism prin care sa se precizeze ordinea reald a acestor noduri (ordinea in
care se inlantuie n listd). Aceasta inseamna ca:
= trebuie cunoscut locul din care Tncepe lista (lantul de noduri), adica pozitia primului
nod din listd (nodul prim) — in exemplu, nodul "alfa”;
-> trebuie cunoscut locul Tn care se termina lista, adica pozitia ultimului nod din lista
(nodul ultim) — Tn exemplu, nodul "zeta";
- pentru fiecare nod din lista, cu exceptia ultimului nod, trebuie cunoscut nodul care
este succesorul lui — de exemplu, pentru nodul "gama" trebuie cunoscut ca succe-
sorul sau este nodul "teta".

Metoda folosita pentru implementare este ca
un nod al listei sa contina doua tipuri de infor-
matii: informatia propriu-zisa si informatia
de Iegatura — adresa prin care se identifica nodul care urmeaza in structura. Informatla
de legatura memorata in ultimul nod (in cAmpul de adresa) este constanta NULL (care
semnifica faptul ca ultimul nod nu se leaga de nimic).

informatia
propriu-zisa Iegatura

Memoria interna
resele nodurilor adrl, adr2, adr3, adr4, adr

"zeta" [NULL | | "teta” |adr5
adrs adr4 .
4

5

Inlantuirea nodurilor listei in implementarea dmamlca

Lista liniara inlantuita este o structura logica de date, parcursa liniar, care are doua
extremitati (inceput si sfarsit), in care fiecarui element i se asociazd o informatie
suplimentara referitoare la locul elementului urmator, din punct de vedere logic.

Un nod al listei va fi de tipul Tnregistrare ce contine un camp cu informatia pentru lega-
tura care este adresa succesorului exprimata printr-un pointer.
struct nod
{<tip_ 1> <info 11>, <info 12>, ..., <info 1n>;
<tip_ 2> <info 21>, <info 22>, ..., <info 2n>;
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<tip m> <info ml>, <info m2>, ..., <info mn>;
nod *urm;};
nod *prim, *ultim, *p;
Campurile <info_ij> sunt campurile cu informatii, iar campul urm este un camp de tip
pointer catre tipul de baza nod si contine informatia de legatura (adresa urmatorului nod
din listd). Acest tip de Tnregistrare se numeste inregistrarea autoreferita. S-au declarat
variabilele de tip adresa a unei inregistrari de tip nod:
- *prim si *ultim pentru a memora adresa primului nod, respectiv a ultimului nod;
ele va ajutd sa identificati extremitatile listei;
- *p pentru a memora adresa unui nod curent din lista (este folosit pentru parcurgerea
listei).
in liste, algoritmii de inserare si eliminare a unor noduri din structura se simplifica foarte muilt:
- Inserarea unui nod consta n alocarea zonei de memorie in care se scrie nodul si
legarea lui la structura (stabilirea legaturii cu predecesorul si cu succesorul lui).
- Eliminarea unui nod consta Tn ruperea nodului din structura, prin legarea predece-
sorului sau cu succesorul lui, si eliberarea zonei de memorie pe care a ocupat-o.

2.6.2. Clasificarea listelor

v v

Liste generale Liste restrictive

ista restrictii pentru operatii Exista restrictii pe
tergere a elementelc inserare si stergere
face Tn orice pozitie a (se pot face numa

v v

Coada
tia de introducere a eleme
face pe la o extremitate, iar extragerea
elementelor — prin cealalta extremitate

Operatiile ¢ extragere

a elementelor se pot face humai
printr-una dintre extremitati.

v v v

Lista simplu inlantuita Lista circulara
iecare element pastreaza ista inldntuita in

obicei, succesorul

Algoritmii ce se pot folosi pentru prelucrarea listelor:

initializarea listei — se creeaza lista vida;

crearea listei — se adauga repetat elemente la lista, pornind de la lista vida;
inserarea unui element in lista — la inceput, la sfarsit, in interior;
stergerea unui element din lista — la Tnceput, la sfarsit, in interior;
parcurgerea listei — se viziteaza elementele listei pentru a obtine informatii;
cautarea n listd a unui element care indeplineste anumite conditii;
sortarea unei liste;

concatenarea a doua liste;

- divizarea in doua liste.

N2 20 2 20 2 A A 2
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2.6.3. Agoritmi pentru prelucrarea listelor simplu inlantuite

Lista simplu inlantuita

ultim

» info urm:}i » info urm»ll—-» info NULLJ

In implementarea algoritmilor urmétori se considera cad informatia propiu-zisad este
formata numai dintr-un cdmp n care se memoreaza un numar intreg:

struct nod
{int info; //informatia propriu-zisi
nod *urm;}; //informatia pentru legsatura
nod *prim, *ultim, *p; //pointeri pentru exploatarea listei
int x; //pentru valoarea ce se atribuie campului cu informatii

In lista vida: atat nodul prim cat si nodul ultim nu exista, si adresa lor are valoarea NULL:
prim = ultim = NULL; Starea de lista vida trebuie cunoscuta atunci cand se
elimina noduri din lista, deoarece in lista vida nu mai exista noduri care sa fie eliminate.
Aceasta stare se testeaza prin conditia: prim == NULL. Pentru testarea unei liste daca
este vida se poate implementa functia operand este_vida() care va furniza valoarea 1
(,adevarat"), daca lista este vida, si valoarea 0 (,fals*) daca lista nu este vida.

int este vida(nod *prim)

{return prim==NULL;}

2.6.3.1. Initializarea listei

Prin acest algoritm se creeaza lista vida. In acest caz, atat nodul prim cat si nodul ultim
nu exista, si li se atribuie adresa NULL.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald init() ai carei parametri
primsi ultim de tip nod se transmit prin referinta, deoarece sunt parametri de iesire.

void init(nod *&prim, nod *&ultim)

{prim = ultim=NULL;}

2.6.3.2. Crearea listei

Deoarece 1n algoritmii de prelucrare trebuie sa se cunoasca adresa primului nod, este impor-
tanta adaugarea primului nod la lista vida. Pasii algoritmului de creare a unei liste sunt:
PAS1. Se adauga primul nod la lista (nodul prim).

PAS2. Cat timp mai exista informatie, executa: se adauga un nod la lista.

2.6.3.3. Adaugarea primului nod la lista

in lista cu un singur nod, adresa de legatura a nodului prim are valoarea NULL — si atat
nodul prim cét si nodul ultim au aceeasi adresa. Pasii executati in acest algoritm sunt:
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul prim.

PAS2. Se scrie informatia in nodul prim.

PAS3. Adresei de legatura a nodului prim i se atribuie valoarea NULL.

PAS4. Nodului ultimi se atribuie adresa nodului prim.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala adauga_nod() ai carei para-
metri prim si ultim de tip nod se transmit prin referinta, deoarece sunt parametri de iesire.
void adaug nod (nod *&prim, nod *&ultim)
{prim = new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;}
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2.6.3.4. Adaugarea unui nod la lista

Pentru adaugarea unui nod p la lista, in functie de cerintele problemei, se poate folosi
unul dintre algoritmii urmatori:

1. adaugarea in fata primului nod;

2. adaugarea dupa ultimul nod;

3. adaugarea intr-o pozitie in interiorul listei.
Adaugare in fata primului nod

Pasii executati in acest algoritm sunt:

PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p.
PAS2. Se scrie informatia Tn nodul p.

PAS3. Nodul p se leaga de nodul prim.

PAS4. Nodul p inserat devine nodul prim.

NULL|I

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga primQ) al carei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referintd, deoarece este parametru de intrare-iesre.
void adauga prim(nod *&prim)
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=prim; prim=p;}
Adaugare dupa ultimul nod

Pasgii executati in acest algoritm sunt:

PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p.

PAS2. Se scrie informatia in nodul p.

PAS3. Nodul p este nod terminal (nu se leaga de nimic — adresa de legatura este NULL).
PAS4. Nodul ultim se leaga de nodul p adaugat.

PAS5. Nodul p adaugat devine nodul ultim.

prim

info

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala adauga_ultim(Q) al carei para-
metru ulltim de tip nod se transmite prin referinta, deoarece este parametru de intrare-iesre.
void adauga ultim(nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}
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Adaugarea in interiorul listei se poate face in doua moduri:
a. dupa nodul cu adresa q;
b. Tnhainte de nodul cu adresa q.

Adaugarea in interiorul listei dupa nodul cu adresa q

Pasii algoritmului sunt:

PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p.

PAS2. Se scrie informatia in nodul p.

PAS3. Nodul p se leaga de succesorul nodului g.

PAS4. Nodul g se leaga de nodul p adaugat.

PAS5. Daca nodul g a fost ultimul nod, nodul p adaugat devine nodul ultim.

prim g->urm ultim

info

NULL|I

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga_dupa() ai carei para-
metri sunt de tip nod: g (adresa nodului dupé care se face adaugarea), care se transmite prin
valoare, deoarece este parametru de intrare, si ultim (adresa ultimului nod), care se transmite
prin referintd, deoarece este parametru de intrare-iegire.
void adauga dupa(nod *q, nod *&ultim)
{nod *p=new nod;
p->info=x; p->urm=g->urm; g->urm=p; if (g==ultim) ultim=p;}

Adaugarea n interiorul listei Tnainte de nodul de adresa g

Pentru a adauga nodul p Tnaintea nodului g, trebuie sa legam predecesorul nodului q de
nodul p. Dar, predecesorul unui nod nu este cunoscut. Adaugarea unui nod n lista inseam-
na, de fapt, inserarea in lista a informatiei pe care o contine, intre alte doua informatii, i
anume: informatia din predecesorul nodului g trebuie sa fie anterioara ei, iar informatia din

re inaintea nodului g

ultim

urm++ v4

ultim

v4 NULL‘I

v
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nodul g trebuie sa o urmeze. Astfel, n listd nu se va adauga nodul p Thainte de nodul q, ci
dupa el, interschimband apoi informatiile intre cele doua noduri. Pasii algoritmului sunt:
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p.

PAS2. Se copiaza informatia din nodul g in nodul p.

PAS3. Se scrie Tn nodul g informatia care trebuie addugata la lista.

PAS4. Nodul p se leaga de succesorul nodului g.

PAS5. Nodul g se leaga de nodul p adaugat.

PAS6. Daca nodul g a fost ultimul nod, nodul p adaugat devine nodul ultim.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala adauga_in_fata() ai carei
parametri sunt de tip nod: g (adresa nodului ihaintea caruia se face adaugarea), care se trans-
mite prin valoare, deoarece este parametru de intrare, si ultim (adresa ultimului nod), care se
transmite prin referinta, deoarece este parametru de intrare-iesire.
void adauga in fata(nod *q, nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=g->info; g->info=x; p->urm=g->urm; g->urm=p;
it (g==ultim) ultim=p;}

2.6.3.5. Parcurgerea listei

Prin acest algoritm se viziteaza fiecare nod al listei, pornind de la primul nod, pana la
ultimul nod, in ordinea de inlantuire a nodurilor — furnizatd de adresa urm din nodul
vizitat. Lista se parcurge pentru a prelucra informatia stocata in noduri.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala parcurge() al carei parametru
prim de tip nod se transmite prin valoare, deoarece este parametru de intrare.
void parcuge(nod *prim)
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm)
//se prelucreeazi p->info;}
Atat vectorul, cat si lista sunt structuri liniare, iar algoritmii de parcurgere sunt asemanatori:

Vectorul Lista
Variabila folosita |i de tip int pentru indicele elementului| p de tip pointer catre tipul nod al listei
pentru parcurgere curent din vector pentru adresa elementului curent din lista
Initializarea i=0 — indicele primului element din p=prim — adresa primului nod din lista
variabilei vector
Trecerea la ele- i=i+1 — se incrementeaza indicele p=p->urm — pointerului i se atribuie
mentul urmator adresa nodului urmator
Conditia de i==n —indicele i are prima valoare mai [p==NULL — adresa memorata in pointerul
terminare mare decét cea a ultimului element p este constanta NULL

2.6.3.6. Cautarea unui nod in lista

Intr-o lista se poate cauta:

1. Nodul care indeplineste o anumita conditie, pe care o notdm cu conditie si care
este exprimata printr-o expresie logica ce contine cel putin un cdmp cu informatie din
nod; valoarea conditiei este dependenta de informatia stocatd in nod. Algoritmul
este: se parcurge lista incepand de la primul nod, in ordinea de inlantuire a nodurilor,
pana se gaseste nodul care indeplineste conditia sau pana s-a ajuns la sfarsitul listei.

2. Nodul care se gaseste intr-o anumita pozitie in lista pe care o notam cu poz.
Algoritmul este: se parcurge lista incepand de la primul nod, in ordinea de inlantuire
a nodurilor, padna cand s-au parcurs poz noduri sau pana s-a ajuns la sfarsitull listei

Implementarea algoritmului. Se foloseste o functie operand cu tipul pointer catre tipul nod. in
ambele variante:
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- parametrul functiei este prim de tip nod si se transmite prin valoare, deoarece este
parametru de intrare;

—> variabila locald p de tip pointer catre nod se foloseste pentru parcurgerea listei — este
initializata cu adresa primului nod,;

-> adresa nodului gasit se memoreaza n pointerul p care va fi returnata de functie.

Varianta 1
nod *caut(nod *prim)
{for (nod *p=prim; p!=NULL && !conditie; p=p->urm); return p;}

Varianta 2 — Variabila locala nr de tip int se foloseste pentru a numara pozitiile parcurse
— este initializata cu valoarea 1.

nod *caut(nod *prim, int poz)

{nod *p=prim; int nr=1;

for (Gp!=NULL && nr<poz; p=p->urm,nr++); return p;}

2.6.3.7. Eliminarea unui nod din lista

Dupa eliminarea nodului din pozitia p din lista se va elibera zona de memorie ocupata de
nod. Eliminarea unui nod se face numai daca lista nu este vida. Pentru eliminarea unui
nod din lista, in functie de situatie, se poate folosi unul dintre algoritmii urmatori:

1. eliminarea primului nod;

2. eliminarea ultimului nod;

3. eliminarea unui nod din interiorul listei.
Eliminarea primului nod
Pagii executati in acest algoritm sunt:
PAS1. Se salveaza adresa nodului prim in pointerul g.

PAS2. Succesorul nodului prim devine nodul prim.
PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata in pointerul g.

Eliminarea primului nod

ultim

info,.«""».,.urm:|I » info urm=|I » info urm & info |NULL
S | ]

succesorul nodului prim devine nodul prim

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina_prim() al carei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referintd, deoarece este parametru de intrare-iegire.
void elimina prim(nod *&prim)

{nod qg=prim; prim=prim->urm; delete q;}

Eliminarea ultimului nod

Pagii executati in acest algoritm sunt:

PAS1. Se salveaza adresa nodului ultim Tn pointerul g.

PAS2. Se cauta predecesorul ultimului nod, prin parcurgerea listei incepand de la primul
nod, pana la predecesorul nodului terminal (nodul care nu se leaga de nimic —
adresa de legatura are valoarea NULL).

PAS3. Predecesorul nodului ultim devine nod terminal (adresa de legatura este NULL).

PAS4. Predecesorul nodului ultim devine nodul ultim.

PASS. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata in pointerul q.
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prim ult.i"m,. I

info urm++ info urm+-> info NULb“—+ inf_(;;-:"‘f.: NULL

predecesorul nodului ultim devine nodul ultim

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina_ultimQ al carei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinta, deoarece este parametru de intrare-iesire.
void elimina ultim(nod *prim,nod *&ultim)
{nod *p,*g=ultim;
for (p=prim; p->urm->urm!=NULL; p=p->urm);
p->urm=NULL; ultim=p; delete q;}

Eliminarea unui nod din interiorul listei

Pentru a elimina nodul p aflat in interiorul listei, trebuie sa legam predecesorul nodului p

de succesorul lui. Dar, predecesorul unui nod nu este cunoscut. Eliminarea unui nod din

lista inseamna de fapt eliminarea din lista a informatiei pe care o contine. Astfel, din lista

nu se va elimina nodul p, ci succesorul sau (care este cunoscut), dupa ce informatia din

el a fost copiata in nodul p. Pasii executati in acest algoritm sunt:

PAS1. Se salveaza adresa succesorului nodului p Tn pointerul g.

PAS2. Se copiaza in nodul p toata informatia din succesorul lui (informatia propriu-zisa
si informatia de legatura).

PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata n pointerul g.

PAS4. Daca succesorul nodului p era nodul ultim, atunci nodul p devine nodul ultim.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina() ai carei para-
metri sunt de tip nod: p (adresa nodului care se elimind), care se transmite prin valoare,
deoarece este parametru de intrare, si ultim, care se transmite prin referinta, deoarece
este parametru de intrare-iesire.
void elimina(nod *p,nod *&ultim)
{nod *g=p->urm;
p—>info=p->urm->info; p->urm=p->urm->urm; delete q;
if (p->urm==NULL) ultim=p;}

2.6.3.8. Eliberarea spatiului de memorie ocupat de lista

Daca n cadrul unei aplicatii care prelucreaza mai multe liste, nu mai este necesara una dintre
ele, se va elibera ntregul spatiu ocupat de lista. Prin acest algoritm se viziteaza fiecare nod
al listei, pornind de la primul nod, pana la ultimul nod, in ordinea de Tnlantuire a nodurilor
— furnizatd de adresa urm din nodul vizitat, si se elibereaza zona de memorie ocupata de
fiecare nod. Pasii executati in acest algoritm sunt:
PASL. Se initializeaza pointerul p cu adresa primului nod din listéd — prim (p <-prim).
PAS2. Cat timp nu s-a parcurs toata lista (p<>NULL) executa:

| PAS3. Se salveaza adresa nodului p in pointerul q.

| PAS4. Se trece la succesorul nodului p (p < p->urm).

| PAS5. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata in pointerul q.

| Se revine la Pasul 2.
PASG6. Primul nod nu mai are adresa alocaté (prim <« NULL).
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Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala eliberare() al carei parame-
tru este prim de tip nod. Fiind parametru de intrare-iesire se transmite prin referinta
void eliberare(nod *&prim)
{nod *p=prim,*q;
while(p!=NULL) {qg=p; p=p->urm; delete q;}
prim=NULL;}

2.6.3.9. Liste ordonate
In functie de cerintele aplicatiei listele generale pot fi clasificate astfel:
Liste generale

Neordonate

Nu exista o ordine a
Operatiile de adaugar
t , modificare a valorii ¢
modificare a valorii campulu1 cheie trebuie sa matii se fac fara restrictii. Adaugarea se
se faca astfel incat sa se pastreze ordonarea. face de obicei pe la o extremitate a listel.

In cazul listelor ordonate, daca informatia din nodul listei este o data elementara, cheia
de ordonare va fi data elementara. Daca informatia din nodul listei este o nregistrare,
cheia de ordonare va fi unul dintre campurile inregistrarii. Pentru prelucrarea listelor
ordonate puteti folosi:

-> algoritmul de sortare prin insertie;

- algoritmul de interclasare a doua liste ordonate.

Algoritmul de sortare prin insertie

Acest algoritm se foloseste pentru intretinerea unei liste ordonate. Se porneste de la lista care
contine un singur nod (considerata o listd ordonata) si orice adaugare a unui nod la lista se face
intr-o pozitie prin care se pastreaza ordonarea in lista. in implementarea algoritmului s-a folosit
o lista pentru care caAmpul cheie este de tip numeric intreg, iar ordonarea este crescatoare dupa
valoarea campului cheie. Deoarece in acest algoritm nu este necesara informatia despre
adresa ultimului nod, din subprograme au fost eliminate prelucrarile care se refera la acesta.
Numerele care trebuie memorate in nodurile listei se citesc de la tastatura pana se citeste
valoarea O (are semnificatia c& nu mai exista informatie de adaugat).

Varianta 1 — Se porneste de la lista care contine primul nod cu informatie. Pasii execu-
tati in acest algoritm sunt:
PAS1. Se adauga primul nod cu informatie la lista.
PAS2. Cattimp mai exista informatie de adaugat executa
| PAS3. Se cauta nodul Tnaintea c&ruia trebuie ad&ugat noul nod.
| PAS4. Daca s-a ajuns la sfarsitul listei, atunci se adauga noul nod ca ultimul nod din
' lista; altfel, se adauga noul nod in fata nodului gasit. Se revine la Pasul 2.

Implementarea algoritmului.
#include<iostream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};
int n;
void adauga nod(nod *&prim)
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL;}
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void adauga_in_fata(nod *q)
{nod *p=new nod; p->urm=g->urm; p->info=g->info; g->info=n; g->urm=p;}
void adauga _ultim(nod *q)
{nod *p=new nod; p->info=n; q->urm=p; p->urm=NULL;}
nod * cauta(nod *prim)
{nod *qg=prim;
while(g->info<n && g->urm!=NULL) q=g->urm;
return q;}
void afisare(nod *prim)
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm) cout<<p->info<<" ";}
void main()
{nod *prim,*q;
cout<<"numar *; cin>>n;
adauga_nod(prim); //Se adauga primul nod
cout<<"numar *'; cin>>n;
while(n!=0) //Cat timp mai existia informatie de adiugat
{g=cauta(prim);
//Se cauti nodul g Thaintea ciruia trebuie adiugat nodul p
if (g—>info<n) //Daci s-a ajuns la sfarsitul listei
adauga_ultim(q); //nodul p se adauga ca ultim nod
else adauga in_fata(q); //nodul p se adauga Tn fata nodului g
cout<<"numar ''; cin>>n;}
afisare(prim);} //Se afiseaza informatiile din listi

Varianta 2 — Se porneste de la lista care contine un nod santinela (un nod care
marcheaza sfarsitul listei). Acest nod contine in campul cheie o informatie care are o
valoare care face ca el sa fie Intotdeauna ultimul nod din lista (de exemplu, in cazul unei
liste ordonate crescator, in care campul folosit pentru ordonare este de tip int, se adauga
un nod care are in acest cAmp cea mai mare valoare pentru tipul int — MAXINT). Cand se
va afigsa informatia din lista, ultimul nod din listd nu se mai afiseaza. Pasii executati Tn
acest algoritm sunt:
PAS1. Se adauga nodul santinela la lista.
PAS2. Cattimp exista informatie de adaugat executa
| PAS3. Daca informatia care se adauga trebuie sa fie la inceputul listei, atunci se
| adauga noul nod ca primul nod din lista si se revine la Pasul 2; altfel, se
~ trece la pasul urmator.
| PAS4. Se cauta nodul Tnaintea céruia trebuie adaugat noul nod.
| PAS5. Se adauga noul nod in fata nodului gasit. Se revine la Pasul 2.

Implementarea algoritmului.
#include<iostream.h>
#include<values.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};

int n;
void adauga_santinela(nod *&prim)
{prim=new nod; prim->info=MAXINT; prim->urm=NULL;}
void adauga_prim(nod *&prim)
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=prim; prim=p;}
void adauga_in_fata(nod *q)
{nod *p=new nod;

p->urm=g->urm; p->info=q->info; g->info=n; q->urm=p;}
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nod *cauta(nod *prim)
{ nod *p=prim;
for (;p->info<n;p=p->urm); return p;}
void afisare(nod *prim) //Nu se afiseazi informatia din ultimul nod
{for (nod *p=prim; p->urm!=NULL; p=p->urm) cout<<p->info<<" ";}
void main()
{ nod *prim,*q;
adauga_santinela(prim); //Se adauga nodul santineli
cout<<"numar *'; cin>>n;
while(n!=0) //Cat timp mai existi informatie de adiugat
{if (n<prim->info) /*Dacid informatia trebuie si TFfie Ila
Tnceputul listei */
adauga_prim(prim); //nodul p se adaugsé ca prim nod
else {g=cauta(prim);
//Se cauti nodul g Tnaintea ciruia trebuie adiugat nodul p
adauga_in_fata(q);} //nodul p se adauga Th fata nodului q
cout<<"numar ''; cin>>n;}
afisare(prim);}

Algoritmul de interclasare a doua liste ordonate

Acest algoritm folosegte acelasi principiu ca si algoritmul de interclasare a doi vectori
ordonati. Cele doua liste sunt ordonate dupa acelasi camp cheie si criteriu de ordonare si
se obtine o a treia listd care contine informatia din primele doué liste ordonatd dupa
acelasi criteriu, folosind acelagi camp cheie. Pasii executati Tn acest algoritm sunt:
PASL1. Se creeaza Lista 1 si Lista 2 ordonate dupa acelasi criteriu si dupa acelasi cAmp cheie.
PAS2. Se adauga primul nod la Lista 3 astfel: daca in conformitate cu criteriul de ordonare
folosit trebuie adaugata informatia din primul nod al Listei 1, atunci se adauga
informatia din nodul prim al Listei 1 gi in Lista 1 se trece la succesorul nodului
prim, iar in Lista 2 la nodul prim; altfel, se adauga informatia din nodul prim al
Listei 2 si Tn Lista 2 se trece la succesorul nodului prim, iar in Lista 1 la nodul prim.
PAS3 Cat timp nu s-a ajuns la sfarsitul Listei 1 sau al Listei 2, executa:
PAS4 Se adauga la Lista 3 un nod dupa ultimul nod astfel: daca in conformitate cu
criteriul de ordonare folosit trebuie adaugata informatia din nodul curent al Listei
1, atunci se adauga informatia din acest nod si in Lista 1 se trece la succesorul
nodului curent; altfel, se adauga informatia din nodul curent al Listei 2 i in Lista
- 2 se trece la succesorul nodului curent. Se revine la Pasul 3.
PASS. Daca s-a ajuns la sfarsitul Listei 1, atunci la Lista 3 se adauga dupa ultimul nod
nodurile ramase in Lista 2; altfel, la Lista 3 se adauga dupa ultimul nod nodurile
ramase in Lista 1.

Implementarea algoritmului. In implementarea algoritmului s-au folosit liste pentru care
campul cheie este de tip numeric intreg, iar ordonarea este crescatoare dupa valoarea
campului cheie. Numerele care trebuie memorate Th nodurile listelor se citesc de la tastatura in
variabila n pana se citeste valoarea 0 (are semnificatia ca nu mai exista informatie de adaugat).
Din subprogramele in care nu este necesara informatia despre adresa ultimului nod au fost
eliminate prelucrarile care se refera la acesta. Cele trei liste se identifica prin adresa primului
nod (priml, prim2 si respectiv prim3). Deoarece in acest algoritm nu este necesara
informatia despre adresa ultimului nod, din subprograme au fost eliminate prelucrarile care se
refera la acesta. Pentru parcurgerea celor doua liste se folosesc pointerii q si respectiv r, iar
pentru lista care se creeaza prin interclasare — pointerul p.
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#include<iostream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};
int n;
void adauga_nod(nod *&prim)
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL;}
void adauga_in_fata(nod *q)
{nod *p=new nod;
p->urm=qg->urm; p->info=q->info; g->info=n; q->urm=p;}
void adauga_ultim(nod *q)
{nod *p=new nod; p->info=n; q->urm=p; p->urm=NULL;}
nod *cauta(nod *prim)
{nod *p=prim;
while(p->info<n && p->urm!=NULL) p=p->urm;
return p;}
void creare(nod *&prim) //Se creeazi o lists ordonati
{nod *q;
cout<<"numar ''; cin>>n; adauga_nod(prim);
cout<<"numar *; cin>>n;
while(n!=0)
{g=cauta(prim);
if (g->info<n) adauga ultim(q); else adauga in_fata(q);
cout<<"numar '"; cin>>n;}}
void afisare(nod *prim)
{nod *p=prim;
while(p!=NULL) {cout<<p->info<<"™ *; p=p->urm;}}
void main()
{nod *priml,*prim2,*prim3,*q,*r,*p;
creare(priml); creare(prim2);
it (prim2->info>priml->info)
{n=priml->info; g=priml->urm; r=prim2;}
else {n=prim2->info; r=prim2->urm; qg=priml;}
adauga_nod(prim3); p=prim3;
while(g!=0 && r!=0)
{if (r->info>qg->info) {n=g->info; g=q->urm;}
elise {n=r->info; r=r->urm;}
adauga_ultim(p); p=p->urm;}
it (q!=0)

while (q!'=0) {nh=g->info; adauga ultim(p); p=p->urm; g=g->urm;}

else

while (r!=0) {n=r->info; adauga ultim(p); p=p->urm; r=r->urm;}

afisare(prim3);} //Se afiseazs informatiile din lista interclasats

2.6.3.10. Prelucrarea listelor simplu inlantuite

Rezolvarea problemelor in care organizati datele sub forma de liste presupune folosirea

algoritmilor prezentati, astfel:
1. Se creeaza lista prin folosirea urmatorilor algoritmi:

- Se adauga primul nod la lista vida (algoritmul pentru adaugarea la lista a primu-

lui nod).

-> Se adauga céate un nod la lista. Pozitia Tn care se adauga nodul depinde de cerin-
tele problemei. Daca lista nu este ordonata, adaugarea se poate face la sfarsitul
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sau la Tnceputul listei (algoritmul pentru adaugare la inceputul sau la sfarsitul
listei). Daca lista este ordonata, se parcurge mai intéi lista pentru a gasi pozitia de
inserare (algoritmul pentru cautarea unui nod n lista) dupa care se insereaza
noul nod n pozitia gasita (algoritmul pentru adaugare in interiorul listei).

2. Seintretine lista prin folosirea urmatorilor algoritmi:

-> Se adauga noi noduri la lista. Ca si la crearea listei, in functie de cerintele proble-
mei se va folosi unul dintre algoritmii de adaugare.

- Se elimina noduri din lista. Mai Intai se parcurge lista pentru a gasi nodul care se
elimina (algoritmul pentru cautarea unui nod in lista) dupa care se elimina
nodul din pozitia gasita folosind unul dintre algoritmii pentru eliminare — n
functie de pozitia in care a fost gasit nodul.

- Se modifica informatia dintr-un nod al listei. Mai intai se parcurge lista pentru a gasi
nodul in care se va modifica informatia (algoritmul pentru cautarea unui nod n
lista). Daca lista nu este ordonata sau daca informatia care se modifica nu face
parte dintr-un camp cheie dintr-o lista ordonata, se modifica valoarea campului
respectiv. Daca lista este ordonata si, prin modificarea valorii campului, se poate
distruge aceasta ordonare, se modifica valoarea caAmpului, se salveaza informatia
din nodul listei Intr-o variabila intermediara, se elimina din vechea pozitie (algoritmul
pentru eliminarea unui nod din lista), se parcurge lista pentru a gasi noua pozitie
(algoritmul pentru cautarea unui nod in lista) si se insereaza nodul in pozitia
gasita (algoritmul pentru adaugarea unui nod la lista).

3. Se obtin informatii din lista. Se parcurge lista (algoritmul de parcurgere a listei)
si se viziteaza fiecare nod al listei pentru a extrage din el informatiile necesare.

| Studiu de caz)

Scop: exemplificarea modului Tn care, pentru rezolvarea problemei, folositi algoritmii de
prelucrare a listelor simplu inlantuite si implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.

Enuntul problemei 1. Se citeste dintr-un figier text un gir de numere separate prin spafiu
Cu care se creeazd o listd simplu inl&nfuitd in ordinea n care sunt citite numerele din fisier.
Sa& se verifice dacd lista confine numai numere distincte si apoi sd se adauge dupé fiecare
numdr impar din listd valoarea 100 si s& se afiseze numerele din listd. Pentru testarea
programului se vor folosi doud seturi de numere: {2, 5, 10, 3, 8} si{2, 5, 10, 5, 8, 7}.

Nodurile listei nu sunt ordonate conform unui criteriu. Numerele se vor citi din fisier si se vor
scrie In listd prin adaugare dupa ultimul nod. Problema se descompune in urmatoarele
subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei subprobleme este implementat cu ajutorul
unui subprogram:

Se citeste primul numar din figier si se adauga primul nod la lista (nodul prim) —
subprogramul adauga_nod().

Cat timp mai existda numere in fisier executa: se citeste un numar din figier si se
adauga un nod cu numarul respectiv dupa ultimul nod din listda — subprogramul
adauga ultim(Q).

Se verifica daca numerele din listd sunt distincte, astfel: se parcurge lista de la primul
nod pana la penultimul nod si se verifica daca numarul din nodul curent mai exista in
nodurile care urmeaza dupa el pana la sfargitul listei — subprogramul distincte().

Se parcurge lista de la primul nod pana la sfarsitul ei si daca numarul din nod este impar
se adauga dupa el un nod care contine valoarea 100 — subprogramul prelucrare().
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Se parcurge lista de la primul nod péana la sfargitul ei si se afigeaza informatia din
fiecare nod — subprogramul afisare().

#include<fstream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};

fstream f('listal.txt”,10S::1in);
int n;
void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim)
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL; ultim=prim;}
void adauga ultim(nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}
void adauga_dupa(nod *&q, nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=100; p->urm=g->urm; g->Urm=p;

if (g==ultim) ultim=p;}
int distincte(nod *prim)
{for (nod *p=prim; p->urm!=NULL; p=p->urm)

for (nod *g=p->urm; q!=NULL; g=g->urm)

if (p—>info==g->info) return 0O;
return 1;}
void prelucrare(nod *prim, nod *&ultim)
{for (nod *p =prim; p!=NULL; p=p->urm)
if (p->info%2==1) adauga dupa (p,ultim);}

void afisare(nod *prim)
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm) cout<<p->info<<" "'; cout<<endl;}
void main()
{nod *prim, *ultim; f>>n adauga nod(prim,ultim);

while (f>>n) adauga_ultim(ultim); f.close();

if (distincte(prim)) cout<<"Elementele sunt distincte'<<endl;

else cout<<"elementele nu sunt distincte''<<endl;

prelucrare(prim,ultim); afisare(prim);}

Enuntul problemei 2. Se citeste dintr-un figier text un numar cu maxim 20 de cifre. S& se
verifice dacd numdrul este palindrom. Pentru testarea programului se vor folosi doud
numere: 1234321 si 12345.

Se vor crea doua liste: una cu cifrele numarului citite din fisier, prin adaugare dupa ultimul
nod, iar a doua, cu cifrele memorate Th nodurile primei liste prin adaugare in fata primului nod
si se vor compara cele doua liste. Din fisier se va citi fiecare cifra a numarului intr-o variabila
de tip char si se va obtine cifra scazand din codul ASCII al caracterului citit codul ASCII al
cifrei 0. Cele doua liste se identifica prin adresa primului nod (prim1 si respectiv prim2) si prin
adresa ultimului nod (ultim1 si respectiv ultim2). Problema se descompune Tn urmatoarele
subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei subprobleme este implementat cu ajutorul
unui subprogram

Se citeste primul numar din figier si se adauga primul nod la Lista 1 (nodul priml1) —
subprogramul adauga_nod().

Cat timp mai exista caractere in figier, executa: se citeste un caracter din figier, se
converteste in cifra si se adauga un nod cu cifra respectiva dupa ultimul nod din Lista
1 — subprogramul adauga_ultim().

Se adauga primul nod la Lista 2 (nodul prim2) care va contine informatia din primul
nod al Listei 1 (prim1) — subprogramul adauga_nod().
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Se parcurge Lista 1 de la succesorul primului nod pana la sfarsitul ei si se adauga un nod
cu cifra respectiva fnaintea primului nod din Lista 2 — subprogramul adauga_prim(Q).

Se parcurg simultan ambele liste de la primul nod pana la sfarsit si se verifica daca
sunt egale cifrele memorate Tn nodul curent din cele doua liste — subprogramul
palindrom().

#include<fstream.h>

struct nod {int info;

nod *urm;};

fstream F('lista2._txt”,10Ss::1n);

int n;

void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim)

{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL; ultim=prim;}

void adauga ultim(nod *&ultim)

{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}

void adauga_prim(nod *&prim)

{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=prim; prim=p;}

int palindrom(nod *priml, nod *prim2)

{nod *p,*q;

for (p=priml,q=prim2; p->urm!=NULL; p=p->urm,g=q->urm)
if (p->infol=g->info) return O;
return 1;}
void main()
{char c; nod *priml,*ultiml,*prim2,*ultim2,*p;
>>c; n=c-"0"; adauga_nod(priml,ultiml);
while (f>>c) {h=c-"0"; adauga ultim(ultiml);} Ff.close(Q);
n=priml->info; adauga_nod(prim2,ultim2);
for (p=priml->urm; p!=NULL; p=p->urm)
{n=p->info; adauga_prim(prim2);}
if (palindrom(priml,prim2)) cout<<"Este palindrom";
else cout<<"Nu este palindrom';}

Enuntul problemei 3. Se citegte dintr-un fisier text un sir de numere separate prin spafiu
Cu care se creeazd o listd simplu inlénfuitd in ordinea Tn care sunt citite numerele din fisier.
Se mai citeste de la tastaturd un numar x. Sa se caute si sa se stearga din listd nodul care
confine acest numar. Pentru testarea programului se va folosi sirul de numere: {2, 5, 10, 3,
8}, iar pentru x patru valori: 2,5, 8 si 7.

Nodurile listei nu sunt ordonate conform unui criteriu. Numerele se vor citi din fisier si se vor
scrie in lista prin adaugare dupa ultimul nod. Problema se descompune in urmatoarele
subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea subproblemelor sunt implementati cu ajutorul
subprogramelor:

Se citeste valoarea pentru x de la tastatura.

Se citeste primul numar din figier si se adauga primul nod la lista (nodul prim) —
subprogramul adauga_nod().

.Cét timp mai exista numere in fisier executa: se citeste un numar din figier si se
adauga un nod cu numarul respectiv dupa ultimul nod din lista — subprogramul
adauga ultim(Q).

Daca primul nod din lista contine numarul x, atunci se elimina primul nod (subprogra-
mul elimina_prim()); altfel, se cauta predecesorul nodului care contine numarul x
(subprogramul cauta()) si daca se gaseste acest nod, atunci se sterge nodul care
urmeaza dupa el (subprogramul elimina_urm()).
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Se parcurge lista de la primul nod péana la sfargitul ei si se afigeaza informatia din
fiecare nod — subprogramul afisare().

#include<fstream.h>

struct nod {int info;
nod *urm;};

fstream f("lista3.txt”,10S::1n);
int n,Xx;

void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim)

{prim=new nod; ultim=prim; prim->info=n; prim->urm=NULL;}

void adauga ultim(nod *&ultim)

{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}

nod * cauta(nod *p)

{while(p—>urm!=NULL && p->urm->infol=x) p=p->urm;
return p;}

void elimina_prim(nod *&prim)

{nod *g=prim; prim=prim->urm; delete q;}

void elimina_urm(nod *p)

{nod *g=p->urm; p->urm=p->urm->urm; delete q;}

void afisare(nod *prim)

{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" ';

cout<<endl;}

void main()

{nod *prim,*ultim,*p; cout<<''x=
>>n; adauga_nod(prim,ultim);
while(f>>n) adauga_ultim(ultim); f.close();
if (prim->info==x) elimina_prim(prim);

else {p=cauta(prim);
if (p—>urm!=NULL) elimina_urm(p);}

; cin>>X;

afisare(prim);}

Enuntul problemei 4. Se citeste dintr-un figier text un gir de numere separate prin spafiu
Cu care se creeazd o listd simplu Tnl&nfuitd in ordinea Tn care sunt citite numerele din fisier.
Sé& se elimine din lista valorile care se repetd, in afard de prima lor aparifie. Pentru testarea
programului se va folosi sirul de numere: {2, 4, 9,9, 9, 6, 2, 9, 9}.

Nodurile listei nu sunt ordonate conform unui criteriu. Numerele se vor citi din fisier si se vor
scrie In lista prin adaugare dupa ultimul nod. Problema se descompune in urmatoarele
subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea subproblemelor sunt implementati cu ajutorul
subprogramelor:

E 1| Se citeste primul numar din figier si se adauga primul nod la listd (nodul prim) —
subprogramul adauga_nod().

P2 cat timp mai existd numere in fisier executa: se citeste un numar din fisier si se
adauga un nod cu numarul respectiv dupa ultimul nod din listd — subprogramul
adauga ultim(Q).

Se elimina din lista valorile care se repetd, astfel (subprogramul prelucrare()):
Pentru un pointer p care indica fiecare nod din lista, incepand cu primul nod pana la
penultimul nod, executa:

| > Seinitializeaza pointerul g cu adresa nodul curent (indicat de pointerul p).
9 Cét timp pointerul g nu indica ultimul nod, executa: daca nodul indicat de
pointerul p contine acelasi numar cu succesorul nodului indicat de pointerul g,
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atunci se elimind succesorul nodului g (- subprogramul elimina_urm());
| altfel, pointerul g indica succesorul nodului.
Se parcurge lista de la primul nod péana la sfargitul ei si se afigeaza informatia din
fiecare nod (subprogramul afisare()).
#include<fstream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};
fstream f('listad._txt”,10S::1n);
int n;
void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim)
{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;}
void adauga ultim(nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}
void elimina_urm(nod *p)
{nod *g=p->urm; p->urm=p->urm->urm; delete q;}
void prelucrare(nod *prim)
{nod *p,*q;
for (p=prim;p->urm!=NULL ;p=p->urm)
{n=p->info; g=p;
while (g!=NULL)
{if (g->urm!=NULL && qgq->urm->info==n) elimina_urm(q);
else g=q->urm;}}}
void afisare(nod *prim)
{for (nod *p=prim; p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" '';
cout<<endl;}
void main() {nod *prim,*ultim; >>n; adauga nod(prim,ultim);
while (f>>n) adauga_ultim(ultim); f.close();
prelucrare(prim); afisare(prim);}

Enuntul problemei 5. Adunarea a doua polinoame. Se citesc dintr-un fisier text de pe
prima linie un numdr n1, care reprezintd numdrul de coeficienfi nenuli ai unui polinom, apoi
de pe urmatoarele n1 linii coeficienfii nenuli si gradul, de pe linia urmé&toare un numar n2
care reprezintd numarul de coeficienfi nenuli ai celui de al doilea polinom si apoi de pe
urmétoarele linii coeficienfii nenuli si gradul. S& se creeze cu aceste informafii doud liste
simplu nl&nfuite si s& se adune cele doud polinoame. Coeficientul si gradul fiecdrui termen
din polinomul suma se vor salva Tntr-un figier. Pentru testarea programului se vor folosi
polinoamele -10x*+5x2-3x si BCHTXHx+2.

Se vor crea doua liste in care se vor memora cele doué polinoame. Informatia utila va fi
memorata intr-o Tnregistrare cu doua campuri: un cdmp pentru coeficient si un cdmp pentru
grad. Ambele liste se creeaza prin citirea datelor din figier si addugare dupa ultimul nod. n a
treia listd se va memora polinomul obtinut prin adunarea celor doua polinoame. Cele trei liste
se identificd prin adresa primului nod (prim1, prim2 gi respectiv prim3) si prin adresa
ultimului nod (ultiml, ultim2 si respectiv ultim3). Problema de creare a listei suma a
polinoamelor se descompune in urmatoarele subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea
subproblemelor sunt implementati cu ajutorul subprogramelor:

Se citesc din fisier n1 si coeficientul si gradul primului termen din primul polinom. Se
adauga primul nod la lista L1 (nodul prim1) — subprogramul adauga_nod().

Pentru urmatoarele nl-1 perechi de numere din fisier, executa: se citesc din fisier
coeficientul si gradul unui termen al primului polinom si se adauga un nod cu
informatia respectiva dupa ultimul nod din lista L1 — subprogramul adauga_ultim().
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E 3 Se citesc din figier n2 gi coeficientul si gradul primului termen din al doilea polinom.
Se adauga primul nod la lista L2 (nodul prim2) — subprogramul adauga_nod().

. 4| Pentru urmatoarele n2-1 perechi de numere din figier, executa: se citesc din figier
coeficientul si gradul unui termen al celui de al doilea polinom si se adauga un nod cu
informatia respectiva dupa ultimul nod din lista L2 — subprogramul adauga_ultim().

. 5 Se adauga primul nod (prim3) la lista L3 cu urmatoarea informatie: daca gradul din
primul nod din lista L1 este egal cu gradul primului nod din lista L2, atunci gradul este
egal cu gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu suma coeficientilor din
nodurile celor doua liste si in ambele liste se trece la nodul urmator; altfel, daca gradul
din primul nod din lista L1 este mai mare decét gradul primului nod din lista L2, atunci
gradul este egal cu gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu coeficientul
nodului din Lista 1 si in Lista 1 se trece la urmatorul nod; altfel, gradul este egal cu
gradul nodului din Lista 2, iar coeficientul este egal cu coeficientul nodului din Lista 2 si
in Lista 2 se trece la urmatorul nod — subprogramul adauga_nod().

[P Cat timp nu s-a ajuns la sfarsitul Listei 1 si al Listei 2, executa: se adauga un nod la
lista L3 dupa ultimul nod, cu urmatoarea informatie: daca gradul din nodul curent din
lista L1 este egal cu gradul nodului curent din lista L2, atunci gradul este egal cu
gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu suma coeficientilor din nodurile
celor doua liste si in ambele liste se trece la nodul urmator; altfel, daca gradul din
nodul curent din lista L1 este mai mare decét gradul din nodul curent din lista L2,
atunci gradul este egal cu gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu coefi-
cientul nodului din Lista 1 si in Lista 1 se trece la urmatorul nod; altfel, gradul este egal
cu gradul nodului din Lista 2, iar coeficientul este egal cu coeficientul nodului din Lista 2
siin Lista 2 se trece la urmatorul nod — subprogramul adauga_ultim().

#include<fstream.h>

fstream F1('lista5.txt",io0s::in),f2("'polinom.txt",ios: :out);

struct nod {int c,qg;

nod *urm;};

int c,g,n;

void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim)

{prim=new nod; ultim=prim; prim->urm=NULL; prim->c=c; prim->g=g;}

void adauga ultim(nod *&ultim)

{nod *p=new nod; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p; p->c=c; p->g=g;}

void creare(nod *&prim,nod *&ultim)

{f1>>c>>g; adauga_nod(prim,ultim);

for (int i=2;i<=n;i+t+) {f1>>c>>g; adauga_ultim(ultim);}}
void adunare(nod *priml, nod *prim2, nod *&prim3, nod *&ultim3)

{nod *p=priml,*q=prim2;

if (p->g==9->9) {9=p->g; c=p->Cc+q->C; p=p->urm; g=g->urm;}
else if (p->9>q9->g) {g=p->g; c=p->c; p=p->urm;}
else {g=g->g; c=q->c; q=q->urm;}
adauga_nod(prim3,ultim3);
while(g!=NULL && p!=NULL)
{if (p->g==9->9) {g9=p->g; c=p->c+g->C; p=p->urm; g=g->urm;}
else if (p->g>q->g) {g=p->g; c=p->C; p=p->urm;}
else {g=g->g; c=q->c; g=q->urm;}
adauga_ultim(ultim3);}
it (p!=NULL)
while(p!=NULL) {g=p->g; c=p->c; adauga_ultim(ultim3);}
else
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while(q!=NULL) {g=g->g; c=q->c;adauga ultim(ultim3);}}

void afisare(nod *prim)
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->c<<" "<<p->g<<endl;
cout<<endl;}
void salvare(nod *prim)
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) F2<<p->c<<" "'<<p->g<<endl;}
void main()
{nod *priml,*ultiml,*prim2,*ultim2,*prim3,*ultim3;

int nl1,n2;

f1>>nl; n=nl; creare(priml,ultiml); afisare(priml);

f1>>n2; n=n2; creare(prim2,ultim2); afisare(prim2);
adunare(priml,prim2,prim3,ultim3); afisare(prim3); salvare(prim3);
fl.close(); f2.close();}

Enuntul problemei 6. Reuniunea si intersecfia a doua mulfimi. Se citesc dintr-un figier
text de pe prima linie un numér nl, care reprezintd numdérul de elemente ale primei mulfimi,
apoi de pe urmatoarea linie elementele mulfimii, de pe linia urmatoare un numar n2 —
numérul de elemente ale celei de a doua mulfimi, apoi de pe urmé&toarea linie elementele
mulfimii. S& se determine reuniunea gi intersecfia celor doud mulfimi. Pentru testarea
programului se vor folosi doud seturi de date de intrare: mulfimile A={1,2,3,4,5} si
B={4,5,6,7} si mulfimile A={1,2,3} si B={4,5}.

Se vor crea doua liste Tn care se vor memora cele doua multimi. Ambele liste se creeaza prin
citirea datelor din fisier si adaugare dup& ultimul nod. In a treia listd se va memora reuniunea
celor doua multimi, iar in a patra lista — intersectia. Cele patru liste se identifica prin adresa
primului nod (prim1, prim2, prim3 si respectiv prim4) si prin adresa ultimului nod (ultim1,
ultim2, ultim3 si respectiv ultim4).

Pentru determinarea reuniunii se vor executa urmatorii pasi:

Pasl. Se adauga primul nod la Lista 3 (nodul prim3) care contine numarul din primul nod
al Listei 1 (prim1).

Pas2. Se parcurge Lista 1 de la succesorul primului nod péna la sfarsitul ei si se adauga
un nod cu numarul respectiv dupa ultimul nod din Lista 3.

Pas3. Pentru fiecare nod din Lista 2, executa: se parcurge Lista 1 si daca numarul din
nodul curent din Lista 2 nu se gaseste in Lista 1, atunci se adauga un nod cu
numarul respectiv dupa ultimul nod din Lista 3.

Pentru determinarea intersectiei se vor executa urmatorii pasi:

Pasl. Se initializeaza Lista 4 ca lista vida (prim4=NULL si ultim4=NULL).

Pas2. Pentru fiecare nod din Lista 1, executa: se parcurge Lista 2 si daca numarul din
nodul curent din Lista 2 se gaseste in Lista 1, atunci se adauga un nod cu
numarul respectiv ca prim nod in Lista 4 (nodul prim4).

Pas3. Daca s-a adaugat primul nod la Lista 4, atunci pentru un nod din Lista 1 de la
succesorul nodului curent pana la ultimul nod, executa: se parcurge Lista 2 si
daca numarul din nodul curent din Lista 1 se gaseste n Lista 2, atunci se adauga
in Lista 4, un nod cu numarul respectiv, dupa ultimul nod.

#include<fstream.h>

struct nod {int info;

nod *urm;};

fstream F("lista6.txt",ios::in);

int x;

void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim)
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{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;}

void adauga_ultim(nod *&ultim)

{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}

void creare(nod *&prim,nod *&ultim)

{int n; f>>n>>x; adauga_nod(prim,ultim);
for (int i=2;i<=n;i++) {f>>x; adauga ultim(ultim);}}

void reuniune(nod *priml, nod *prim2, nod *&prim3, nod *&ultim3)

{nod *p,*q; iInt gasit;
x=priml->info; adauga nod(prim3,ultim3);
for(p=priml->urm;p!=NULL;p=p->urm) {x=p->info; adauga ultim(ultim3);}
for (p=prim2;p!=NULL;p=p->urm)

{for(g=priml,gasit=0; q!=NULL && !gasit; g=g->urm)
i1f(p->info==q->info) gasit=1;
if(lgasit) {x=p->info; adauga_ultim(ultim3);}}}

void intersectie(nod *priml, nod *prim2, nod *&prim4, nod *&ultim4)

{nod *p,*q; int gasit; prim4=NULL; ultim4=NULL;
for(gasit=0,p=priml;p!=NULL && !gasit; p=p->urm)

for (g=prim2; q!=NULL && !gasit; g=g->urm)
it (p->info==q->info) {gasit=1; x=p->info;}
if (gasit)
{adauga_nod(prim4,ultim4);
for(;p!=0;p=p->urm)
{for (gasit=0,q=prim2; g!=NULL && !gasit; gq=g->urm)
if(p—>info==g->info) gasit=1;
if(gasit) {x=p->info; adauga ultim(uitim4);}}}}

void afisare(nod *prim)

{for (nod *p=prim; p!=NULL ;p=p->urm) cout<<p->info<<" ";
cout<<endl;}

void main()

{nod *priml,*ultiml,*prim2,*ultim2,*prim3,*ultim3,*prim4,*ultim4;
creare(priml,ultiml); creare(prim2,ultim?2); f.close();
reuniune(priml,prim2,prim3,ultim3); cout<<'Reuniunea= '‘; afisare(prim3);
intersectie(priml,prim2,prim4,ultimd4); cout<<"Intersectia= "';
ifT (prim4!=NULL) afisare(prim4);

else cout<<"Multimea vida"; <

Scrieti cate un program care sa rezolve cerintele fiecarei probleme. Fieca-
re problema se va descompune Tn subprobleme si algoritmul pentru rezol-

varea unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele se
transmit Tntre subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicatie si nu al variabilelor
globale. Dupa executarea unei operatii de prelucrare a listei simplu inlantuite, se vor afiga
numerele din nodurile listei pentru a se verifica daca operatia de prelucrare s-a executat
corect. Se vor alege seturi de date de intrare astfel incat sa se verifice algoritmul pe toate
traseele lui. Pentru urmatorii 18 itemi Tn nodurile listelor se memoreaza numere intregi. Sirul de
numere se citeste dintr-un fisier text in care sunt scrise pe acelasi rnd, separate prin spatiu.

1. Se creeaza o lista in care ordinea de acces este cea in care sunt citite nhumerele. Se
mai citesc de la tastatura doua numere x si y. Se insereaza in lista numarul y naintea
numarului X.

2. Se creeaza o lista in care ordinea de acces este inversa celei In care sunt citite nume-
rele. Se elimina din lista cel mai mic numar si cel mai mare numar.
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w

Se creeaza o lista si se afiseaza in ordinea inversa citirii din fisier numai numerele pare.

4. Se creeaza o lista in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisier. Se mai citeste un numar n de la tastatura. Se afiseaza elementul cu numarul de
ordine n din lista. Daca nu exista, se afiseaza un mesaj de informare.

5. Se creeaza o lista In care ordinea de acces este cea in care sunt citite humerele din
fisier. Se insereaza naintea fiecarui numar factorii sai primi.

6. Se creeaza o lista In care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisier. Se insereaza intre fiecare pereche de noduri cel mai mare divizor comun al celor
doua numere.

7. Se creeaza doua liste in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisiere. Se creeaz& a treia listd prin concatenarea listei care are cele mai putine
elemente la lista care are cele mai multe elemente. Daca listele au acelasi numar de
elemente, se va adauga lista a doua la prima lista.

8. Se creeaza doua liste in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisiere. Se creeaza a treia lista prin concatenarea celei de a doua liste la prima lista. Se
elimina din a treia listd numerele care se repeta.

9. Se creeaza o lista in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din figier.
Se divizeaza lista in doua liste: una care contine numere care sunt palindrom si una care
contine numerele care nu sunt palindrom. Se salveaza lista cu numere palindrom intr-un
alt fisier. Daca nu au existat numere palindrom, n figier se va scrie un mesaj de informare.
In lista care nu contine numere palindrom se insereaza dupa fiecare numar inversul sau.

10.Se creeaza o lista In care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisier. Se afiseaza numerele care au ultimele trei cifre identice, se elimina din lista
numerele care au ultimele trei cifre consecutive si se insereaza valoarea 10 Thaintea
numerelor care au suma ultimelor trei cifre egala cu 10.

11.Se creeaza o lista in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisier. Se afiseaza numerele care au mai mult de doi divizori primi, se insereaza divizorii
proprii in fata numerelor care au mai mult de trei divizori proprii si se elimina din lista
numerele care au cel putin doua cifre identice.

12. Se creeaza o lista numai cu numerele prime din fisier. Se afiseaza cel mai mare numar
prim si cel mai mic numar prim. Se verifica daca lista contine numai numere distincte si
se afigeaza un mesaj de informare. Daca lista nu contine numai numere distincte, se
elimina numere din lista astfel incat sa contina numai numere distincte. Se salveaza lista
creata intr-un alt fisier. Daca nu au existat numere prime in fisier, se va scrie un mesaj
de informare. (Indicatie. Se va crea o listd ordonata crescétor si se vor afisa numerele
prime din primul nod si din ultimul nod).

13.Se creeaza doua liste cu numerele citite din fisiere. In primul fisier numerele sunt
ordonate crescator, iar in al doilea fisier numerele sunt ordonate descrescator. Se
creeaza a treia lista prin interclasarea primelor doua.

14.Se creeaza o lista in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din
fisier. Sa se inverseze ordinea de acces in lista, astfel incat parcurgerea sa se faca de
la ultimul numar catre primul numar. (Indicatie. Se mutéa ultimul nod la inceputul listei i
apoi, pana se ajunge la numarul memorat la adresa care a fost a primului nod se
insereaza nodul ultim dupa ultimul nod inserat.)

15.Se creeaza o lista in care ordinea de acces este cea in care sunt citite numerele din

figier. S& se afigeze n ordine inversa numerele din lista. (Indicatie. Se implementeaza

un algoritm recursiv de parcurgere a listei.)
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16.Se creeaza o lista ordonata cu numerele din figier si se divizeaza apoi lista in doua liste:
una cu numere pare $i una cu numere impare.

17.1n figier sunt memorate foarte multe numere (maxim 10.000). Foarte multe dintre aceste
numere se repeta (exista maxim 100 de numere distincte). Se creeaza o lista ordonata
crescator numai cu numerele distincte si cu frecventa lor de aparitie. Se afiseaza cel mai
mare numar si cel mai mic numar. Se calculeaza media aritmetica a numerelor care au
valoarea cea mai mare sau au valoarea cea mai mica si se afiseaza numai nhumerele
care sunt mai mari decat media aritmetica.

18.Pentru doud multimi de numere A si B sa se determine diferentele A-B si B-A.

19.Se citeste dintr-un fisier text un numar cu maxim 20 de cifre. Se creeaza o lista cu cifrele
numarului, se elimina din lista cifrele pare si se afiseaza numarul astfel obtinut.

20.Se calculeaza produsul a doua polinoame. Informatiile despre cele doua polinoame se
citesc dintr-un figier. (Indicatie. Pentru fiecare nod din prima listd se parcurge a doua
lista si, daca produsul coeficientilor nu este nul, se creeaza un nod in lista a treia care va
avea coeficientul egal cu produsul coeficientilor si gradul egal cu suma gradelor. Lista a
treia este o lista ordonata descrescator dupa grad.)

21.Se creeaza doua liste cu n noduri si respectiv m noduri care contin numere intregi
generate aleatoriu Tn intervalul [a,b]. Valorile pentru numarul de noduri n, si respectiv m,
si pentru limitele intervalului, a si b, se citesc de la tastatura. Sa se afiseze numai
numerele distincte din cele doua liste si numarul care are cea mai mare frecventa de
aparitie in cele doua liste.

2.6.4. Al%joritr_ni pentru prelucrarea listelor circulare simplu
Inlantuite

Algoritmii de adaugare a primului nod la lista vida si de adaugare dupa ultimul nod

sunt la fel ca si cei de la listele simplu Tnlantuite:

prim

‘ info urm-ll—
]

2.6.4.1. Crearea listei

Deoarece n algoritmii de prelucrare trebuie sa se cunoasca adresa primului nod, este impor-
tanta adaugarea primului nod la lista vida. Pasii algoritmului de creare a unei liste sunt:
PAS1. Se adauga primul nod la listd (nodul prim).

PAS2. Cat timp mai exista informatie executa: se adauga un nod la lista dupa ultimul nod.
PAS3. Se leaga ultimul nod de primul nod.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald creare() al carei parame-
tru este prim de tip nod: care se transmite prin referintd deoarece este parametru de
intrare-iegire. Se foloseste variabila globald n pentru citirea informatiei din nod. Se conside-
ra ca nu mai exista informatie atunci cand valoarea citita pentru n are valoarea O.
void creare(nod *&prim)
{nod *ultim; cin>>n; adauga nod(prim,ultim);
while(n!=0) {cin>>n; adauga ultim(ultim);}
ultim->urm=prim;}

urgn |
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2.6.4.2. Parcurgerea listei

Deoarece lista circulara nu contine un ultim nod care sa fie considerat ca terminator al

listei, se va considera ca nod care termina lista nodul prim. Pasgii algoritmului de prelu-

crare a unei liste circulare sunt:

PAS1. Se prelucreaza primul nod din lista (nodul prim).

PAS2. Pentru fiecare nod din lista ihcepand de la succesorul nodului prim pana la
primul nod, executa: se prelucreaza nodul curent.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala parcurge() al carei para-
metru prim de tip nod se transmite prin valoare deoarece este parametru de intrare.
void parcuge(nod *prim)
{//se prelucreazs prim->info;
for (nod *p=prim->urm; p!=prim; p=p->urm) //se prelucreaza p->info;}

2.6.4.3. Eliminarea unui nod din lista

Daca se elimina din listd nodul care urmeaza dupa nodul curent p trebuie sa se verifice

daca acest nod nu este nodul prim, ca sa nu se piardad adresa primului element din lista.

Pasgii algoritmului de eliminare a nodului urmator nodului curent sunt:

PAS1. Se salveaza adresa succesorului nodului p in pointerul g.

PAS2. Se leaga nodul p de succesorul succesorului lui.

PAS3. Daca succesorul nodului p era nodul prim, atunci succesorul nodului prim devine
nodul prim.

PAS4. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata in pointerul g.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina_urm(Q) ai carei para-
metri de tip nod sunt: p (pentru adresa nodului precedent nodului ce se elimind), care se
transmite prin valoare deoarece este parametru de intrare si prim, care se transmite prin
referinta, deoarece este parametru de intrare-iesire.
void elimina_urm(nod *p,nod *&prim)
{nod *g=p->urm; p->urm=p->urm->urm;
iT(g==prim) prim=prim->urm;
delete q;}

| Studiu de caz

Scop: exemplificarea modului in care, pentru rezolvarea problemei, folositi algoritmii de prelu-
crare a listelor circulare simplu Tnlantuite si implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.

Enuntul problemei. Se citegte dintr-un figier text un sir de numere separate prin spafiu cu
care se creeazd o listd circulara simplu inldnfuitd in ordinea in care sunt citite numerele din
fisier. Sd se steargd numerele pare din listd si sa se afiseze numerele din listd. Pentru
testarea programului se vor folosi doua seturi de numere: {2, 2, 3, 4, 4} si {2, 2, 2, 4, 4}.

Problema se descompune in urmatoarele subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea
subproblemelor sunt implementati cu ajutorul subprogramelor:

Se creeaza lista circulara simplu inlantuita — subprogramul creare().

Se parcurge lista de la succesorul primului nod pana la primul nod si daca numarul
din succesorul nodului curent este par, atunci se elimina succesorul nodului curent —
subprogramul el imina urm(); altfel se trece la succesorul nodului curent.

Daca numarul din nodul prim este par, atunci se elimina nodul prim si lista este vida —
subprogramul elimina primQ).
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Daca lista nu este vida (subprogramul este vida()), atunci se afigeazd numerele
din fiecare nod (subprogramul afisare()).

#include<fstream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};

fstream f('lista7.txt”,10S::1n);

int x;
void adauga nod(nod *&prim,nod *&ultim)
{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;}
void adauga ultim(nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}
void creare(nod *&prim)
{nod *ultim; f>>x; adauga_nod(prim,ultim);

while (f>>x) adauga _ultim(ultim);

ultim->urm=prim;}
void elimina_urm(nod *p,nod *&prim)
{nod *q=p->urm; p->urm=p->urm->urm;

iT(g==prim) prim=prim->urm;

delete q;}
void elimina_prim(nod *&prim)
{nod *g=prim; prim=NULL; delete q;}

int este vida(nod *prim) {return prim==NULL;}
void afisare(nod *prim)
{cout<<prim ->info<<"™ *;
for (nod *p=p->urm;p!=prim;p=p->urm) cout<<p->info<<" "; cout<<endl;}
void main()
{nod *prim,*p; creare(prim); afisare(prim);
Ffor(p=prim->urm;pl!=prim;)
it (p—>urm->info%2==0) elimina_urm(p,prim);
else p=p->urm;

if(prim->info%2==0) elimina prim(prim);

it (leste_vida(prim)) afisare(prim);}

Scrieti cate un program care sa rezolve cerintele fiecarei probleme. Fiecare
@ problema se va descompune in subprobleme si algoritmul pentru rezolvarea
unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele se transmit

intre subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicatie si nu al variabilelor globale. Se

creeaza liste circulare simplu inlantuite in nodurile carora se memoreaza numere intregi.

Sirul de numere se citeste dintr-un fisier text in care sunt memorate pe acelasi rand, separate

prin spatiu. Dupa executarea unei operatii de prelucrare a listei, se vor afisa numerele din noduri

pentru a verifica daca operatia s-a executat corect. Se vor alege seturi de date de intrare astfel
incat sa se verifice algoritmul pe toate traseele lui. Pentru urmatorii 4 itemi listele se creeaza
astfel incat ordinea de acces sa fie cea in care sunt citite numerele din figier.

1. Sa se insereze, dupa fiecare numar divizibil cu cea mai mare cifrd a sa, valoarea cifrei,
si sa se elimine numerele care au ultimele doua cifre consecutive.

2. Sa se verifice daca numerele sunt In progresie geometrica si sa se afigseze primul
termen al progresiei geometrice. (Observatie. Daca numerele sunt in progresie geome-
trica, nu este obligatoriu ca sirul de numere citit din fisier sa Tnceapa cu primul termen al
progresiei geometrice.)

3. Sa se insereze intre doua numere pare din lista media lor aritmetica pana cand nu mai
exista perechi de numere pare.
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4. Din lista circulara creata sa se creeze alte doua liste circulare simplu Tnlantuite — una cu
numerele divizibile cu cea mai mare cifra, iar alta cu numerele divizibile cu cea mai mica
cifrd — gi sa se verifice daca cele doua liste contin numere comune.

5. Se creeaza o lista ordonata crescator si se creeaza apoi din aceasta lista o lista cu
numerele care sunt patrate perfecte.

2.6.5. Algoritmi pentru prelucrarea listelor dublu inlantuite

In cazul listelor dublu inlantuite informatia de legaturad trebuie sa contina si adresa
succesorului nodului (pointerul *ant catre tipul nod):

struct nod

{int info; //informatia propriu-zisa
nod *ant ,*urm;}; //informatia pentru legiturs

nod *prim, *ultim, *p;
Algoritmii de la listele simplu Tnlantuite se modifica prin addugarea instructiunilor care
intretin si adresa de legatura cu predecesorul nodului. Algoritmul de adaugare a unui
nod p n interiorul listei Tnaintea unui nod g se simplifica deoarece se cunoaste adresa
atat a succesorului, cat si a predecesorului.

prim |NULL| info urm I " gnt info u*ml

. []
ultim] ant

2.6.5.1. Adaugarea primului nod la lista

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga_nod() ai carei para-
metri prim si ultim de tip nod se transmit prin referinta deoarece sunt parametri de iegire.
void adaug nod (nod *&prim, nod *&ultim)
{prim = new nod; prim->info=x; prim->ant=NULL; prim->urm=NULL;
ultim=prim;}

2.6.5.2. Adaugarea unui nod la lista

Adaugare in fata primului nod

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala adauga prim(Q) al carei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referintd deoarece este parametru de intrare-iesre.
void adauga prim(nod *&prim)
{nod *p=new nod; p->info=x; p->ant=NULL; p->urm=prim; prim=p;}

Adaugare dupa ultimul nod

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga_ultim() al carei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinta deoarece este parametru de intrare-iesire.
void adauga ultim(nod *&ultim)
{nod *p=new nod; p->info=x;
p->ant=ultim; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;}
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Adaugarea n interiorul listei

prim |—...—p|g—>antt—»| q |»|g—>urn4» ...—p|ultim

a) dupa nodul cu adresa q

Nodul p care se adauga se insereaza intre nodul g si nodul g->urm. Succesorul sau este nodul
g->urm, iar predecesorul sau nodul . Nodul p va fi succesorul nodului q si predecesorul no-
dului g->urm.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga_dupa() ai carei para-
metri sunt de tip nod: g (adresa nodului dupa care se face adaugarea), care se transmite prin
valoare deoarece este parametru de intrare si ultim (adresa ultimului nod), care se transmite
prin referintd deoarece este parametru de intrare-iesire.

void adauga dupa(nod *q, nod *&ultim)

{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=g->urm; p->ant=q;

if (g==ultim) ultim=p; else g->urm->ant=p; g->urm=p;}

b) Tnhainte de nodul de adresa q

Nodul p care se adauga se insereaza intre nodul g->ant si nodul g. Succesorul sau este nodul
q, iar predecesorul sau nodul g->ant. Nodul p va fi succesorul nodului g->ant si predecesorul
nodului g.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga_in_fata() ai carei
parametri sunt de tip nod: g (adresa nodului Thaintea caruia se face adaugarea), care se trans-
mite prin valoare deoarece este parametru de intrare.
void adauga in fata(nod *q)
{nod *p=new nod; p->info=x;
p->urm=q; p->ant=gq->ant; g->ant->urm=p; g->ant=p;}

2.6.5.3. Parcurgerea listei

Vizitarea fiecarui nod al listei se poate face Tn doua moduri:

- pornind de la primul nod, pana la ultimul nod, in ordinea de nlantuire a nodurilor —
furnizata de adresa urm din nodul vizitat;

- pornind de la ultimul nod, pana la primul nod, in ordinea de nlantuire a nodurilor —
furnizata de adresa ant din nodul vizitat

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald parcurge-inainteQ),
respectiv parcurge-inapoi(), al carei parametru prim, respectiv ultim, de tip nod, se
transmite prin valoare deoarece este parametru de intrare.

void parcuge_inainte(nod *prim)

{for (nod *p=prim; pY=NULL; p=p->urm) //se prelucreazi p->info}

void parcuge_inapoi(nod *ultim)

{for (nod *p=ultim; p!=NULL; p=p->ant) //se prelucreaza p->info}

2.6.5.4. Eliminarea unui nod din lista

Eliminarea primului nod

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina_primQ) al carei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referintd deoarece este parametru de intrare-iesire.
void elimina prim(nod *&prim)
{nod *g=prim; prim->urm->ant=NULL; prim=prim->urm; delete q;}
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Eliminarea ultimului nod

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina_ultimQ) al carei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinta deoarece este parametru de intrare-iesire.
void elimina ultim(nod *&ultim)
{nod *g=ultim; ultim->ant->urm=NULL; ultim=ultim->ant; delete q;}

Eliminarea unui nod din interiorul listei

Pentru a elimina nodul p aflat in interiorul listei, trebuie sa legam predecesorul nodului p
(p->ant) de succesorul lui (p->urm). Succesorul nodului p->ant va fi nodul p->urm, iar pre-
decesorul nodului p->urm va fi nodul p->ant.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala elimina() al carei parametru
este de tip nod: p (adresa nodului care se elimind), care se transmite prin valoare deoarece
este parametru de intrare.

void elimina(nod *p)

{nod *q=p; p->ant->urm=p->urm; p->urm->ant=p->ant; delete q;}

| Studiu de caz

Scop: exemplificarea modului in care, pentru rezolvarea problemei, folositi algoritmii de prelu-
crare a listelor dublu inlantuite si implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.

Enuntul problemei 1. Se citeste dintr-un figier text un sir de numere separate prin spafiu
Cu care se creeazd o listd dublu Inlanfuitd Tn ordinea in care sunt citite numerele din fisier.
Sa se adauge valoarea 1 dupa fiecare numar par si s& se gsteargd apoi numerele pare din
listd. Sa se afiseze numerele din listd dupad fiecare operafie de prelucrare, in ambele moduri
(de la primul la ultimul, si de la ultimul la primul). Pentru testarea programului se va folosi
sirul de numere: {2, 2, 5, 3, 4, 4}.

in prelucrarea listelor dublu inl&ntuite trebuie Intretinute atat adresa primului nod, cat si
adresa ultimului nod. Problema se descompune in urmatoarele subprobleme, iar algoritmii
pentru rezolvarea subproblemelor sunt implementati cu ajutorul subprogramelor:

Se creeaza lista dublu Tnlantuitd — subprogramul creare().
Se adaugad un nod cu valoarea 1 dupa fiecare numar par, astfel (subprogramul
prelucrare 1(Q)):

- Se parcurge lista de la primul nod pana la penultimul nod si, daca numarul din
nodul curent este par, se adauga dupa el un nod cu valoarea 1 — subprogramul
adauga_dupa().

- Daca numarul din nodul ultim este par, atunci se adauga dupa el un nod care con-
tine valoarea 1 si acest nod devine nodul ultim — subprogramul adauga_ultim().

Se elimina nodurile cu numere pare, astfel (subprogramul prelucrare 2()):

- Se parcurge lista de la succesorul primului nod pana la penultimul nod si, daca
numarul din nodul curent este par, atunci se elimina din listd (subprogramul
elimina urm()); altfel, se trece la succesorul nodului curent.

- Daca numarul din nodul prim este par, atunci se elimina din lista si succesorul sau
devine nodul prim — subprogramul el imina_prim().

#include<fstream.h>
struct nod {int info;

nod *ant,*urm;};
fstream F("lista8.txt",i0s::in);
int x;
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void adauga nod(nod *&prim,nod *&ultim)
{prim=new nod; prim->info=Xx;
prim->urm=NULL; prim->ant=NULL; ultim=prim;}
void adauga ultim(nod *&ultim)
{nod *p; p=new nod; p->info=Xx;
p->urm=NULL; p->ant=ultim; ultim->urm=p; ultim=p;}
void adauga_dupa(nod *p)
{nod *g=new nod; g->info=Xx;
g->urm=p->urm; g->ant=p; p->urm->ant=q; p->urm=d;}
void elimina_prim(nod *&prim)
{nod *g=prim; prim->urm->ant=NULL; prim=prim->urm; delete q;}
void elimina(nod *&p)
{nod *g=p; p->ant->urm=p->urm; p->urm->ant=p->ant; p=p->urm;
delete q;}
void creare(nod *&prim,nod *&ultim)
{f>>x; adauga_nod(prim,ultim);
while (f>>x) adauga ultim(ultim);}
void prelucrare 1(nod *prim,nod *&ultim)
{for(nod *p=prim;p->urm!=NULL ;p=p->urm)
it (p->info%2==0) adauga_dupa(p);
ifQultim->info%2==0) adauga ultim(ultim);}
void prelucrare 2(nod *&prim)
{for(nod *p=prim->urm;p->urm!=NULL;)
it (p—>info%2==0) elimina(p); else p=p->urm;

it (prim->info%2==0) elimina_prim(prim);}
void afisare_urm(nod *prim)
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" ";cout<<endl;}
void afisare_ant(nod *ultim)
{for (nod *p=ultim;p!=NULL;p=p->ant) cout<<p->info<<" "; cout<<endl;}
void main()
{nod *prim,*ultim,*p;

creare(prim,ultim); afisare_urm(prim); afisare_ant(ultim);
x=1; prelucrare 1(prim,ultim); afisare urm(prim); afisare ant(ultim);
prelucrare_2(prim); afisare_urm(prim); afisare_ant(ultim);}

Enuntul problemei 2 — Calcularea rezistentei echivalente. S& se calculeze rezistenfa
echivalentd intre punctele A si B pentru circuitul electric din figura.
R,

R3 R:'\ Ru I
A >—E]— )ﬁ »—E]_
R2 R4 Rﬁ Rn 2 RH
B

Pentru calcularea rezistentei echivalente se porneste de la ultimele rezistente — Rn $i Rn-1 —
care sunt legate in serie. Se calculeaza rezistenta lor echivalenta Re1, care va fi legata in
paralel cu rezistenta Rn-2. Prin calcularea rezistentei echivalente a celor doua rezistente
legate in paralel, Re1 $i Rn-2, se va obtine 0 noua rezistenta echivalenta Re2 care este legata
in serie cu rezistenta Rn-3. Calcularea rezistentei echivalente a circuitului electric este un
proces repetitiv in care alterneaza calcularea unei rezistente echivalente a doua rezistente
legate Tn serie cu calcularea unei rezistente echivalente a doua rezistente legate in paralel.
Pentru a sti care dintre variantele de calcul se alege, se foloseste variabila s care are
valoarea 1 daca rezistentele sunt legate in serie, si valoarea 0 daca sunt legate in paralel.
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Valorile pentru rezistente se citesc dintr-un figier text in care sunt memorate pe acelagi rand,
separate prin spatiu. Se creeaza o lista dublu Tnlantuitd in care ordinea de acces este cea in
care sunt citite numerele din fisier. Lista se parcurge de la ultimul nod péana la primul nod.
#include<fstream.h>
struct nod {float info;
nod *ant,*urm;};
fstream F("'rezistente.txt",ios::in);
float x;
void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim)
{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; prim->ant=NULL; ultim=prim;}
void adauga (nod *&ultim)
{nod *p; p=new nod; p->info=x;
p->urm=NULL; p->ant=ultim; ultim->urm=p; ultim=p;}
void creare(nod *&prim, nod *&ultim)
{f>>x; adauga_nod(prim,ultim);
while (f>>x) adauga(ultim);}
float R(hod *ultim)
{int s=1; float r=ultim->info; nod *p=ultim->ant;
while (p!=NULL)
it (s) {r+=p—>info; p=p->ant; s=0;}

else {r=(r*p->info)/(r+p->info); p=p->ant; s=1;}
return r;}
void mainQ{nod *prim, *ultim; creare(prim,ultim); f.close();

cout<<"Rezistenta echivalenta= "<<R(ultim);}

Recomandare. Listele dublu inlantuite se folosesc in problemele in care, pentru
prelucrarea informatiilor:
- se executa frecevent operatii de inserare gi de eliminare de noduri;
-> lista trebuie parcursa in ambele sensuri.

Exemplu. Tn problemele in care trebuie prelucrate numere foarte mari (pentru memorarea

carora nu pot fi folosite tipurile de date implementate) se folosesc listele dublu Thlantuite:

- pentru operatiile aritmetice (adunare, scadere, inmultire) listele in care sunt memorate
cele doua numere vor fi parcurse de la ultimul nod, pana la primul nod;

- pentru compararea a doua numere sau determinarea numarului de cifre ale numarului,
listele Tn care sunt memorate numerele vor fi parcurse de la primul pana la ultimul nod.

Scrieti cate un program care sa rezolve cerintele fiecarei probleme. Fiecare
problema se va descompune in subprobleme si algoritmul pentru
rezolvarea unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele

se transmit Intre subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicatie si nu al variabilelor

globale. Se creeaza liste dublu inlantuite in nodurile carora se memoreaza numere intregi.

Sirul de numere se citeste dintr-un figier text in care sunt memorate pe acelasi rand, separate

prin spatiu. Dupa executarea unei operatii de prelucrare a listei, se vor afisa numerele din

noduri pentru a verifica daca operatia s-a executat corect. Se vor alege seturi de date de

intrare astfel incat sa se verifice algoritmul pe toate traseele lui. Listele se creeaza astfel

incéat ordinea de acces sa fie cea n care sunt citite numerele din figier.

1. Sa se elimine numerele prime si sa se insereze ntre fiecare pereche de numere ramase
cel mai mare divizor comun al lor.

2. Sa se calculeze cifra de control a fiecarui numar si, daca numarul este divizibil cu cifra
de control, cifra este adaugata dupa numar; altfel, numarul este eliminat din lista. Cifra
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de control a unui numar este suma repetata a cifrelor numarului pana cand se obtine o
suma mai mica decét 10.
3. S& se modifice adresele din nodurile listei astfel incat sd se obtind doua liste liniare
dublu nlantuite care sa contina numerele din pozitille pare, respectiv din pozitille impare.
4. Se citesc dintr-un fisier doua numere foarte mari. Sa se scrie urmatoarele subprograme
pentru prelucrarea numerelor:
a. calcularea sumei, a diferentei si produsului numerelor;
b. compararea a doua numere (subprogramul trebuie sa verifice daca cele doua
numere sunt egale, iar daca nu sunt egale, sa precizeze care numar este mai mare);
c. verificarea numarului daca are un numar par sau un numar impar de cifre, fara sa se
numere cifrele numarului;
d. determinarea numarului de cifre ale unui numar;
e. verificarea numarului daca este palindrom.

2.6.6. Algoritmi pentru prelucrarea stivelor

Cele doud extremitati ale stivei se numesc varf si baza. Accesul la nodurile stivei
(adaugarea, extragerea sau consultarea unui nod) este permis numai printr-o singura
extremitate numita varf si ultimul nod inserat este primul nod extras (se extrage cea mai
noua informatie adaugata). La o operatie de adaugare a unui nod, varful stivei stivei urca,
iar la 0 operatie de extragere a unui nod, varful stivei coboara.

Implementarea dinamica a stivei se face la fel ca a unei liste liniare, cu deosebirea ca:

-> varful stivei va fi indicat de pointerul varT catre tipul nod;

- pentru addugarea unui nod, se poate folosi numai algoritmul de adaugare in fata
primului nod;

- pentru extragerea unui nod se poate folosi numai algoritmul pentru eliminarea primului
nod.

Altfel spus, prelucrarea unei stive se face de la varf spre baza si se prelucreaza intotdea-

una nodul din varful stivei. Accesul la informatia din acest nod se face cu varf->info.

Stiva vida este stiva care nu contine nici un nod si adresa nodului varf are valoarea
NULL (varf = NULL;). In stiva vidd nu se mai pot executa operatii de extragere de
noduri. Stiva poate s& ajunga sa fie vida in doud cazuri: la initializare sau dupa
extragerea ultimului nod. Pentru testarea unei stive daca este vida, se poate
implementa functia operand este_vida() care va furniza valoarea 1 (,adevarat”), daca
stiva este vida, si valoarea 0 (,fals") daca stiva nu este vida.
int este vida(nod *varf)
{return varf==NULL;}
Pentru prelucrari cu ajutorul stivei puteti folosi urmatorii algoritmi:
= initializarea stivei;
- adaugarea unui nod la stiva;
- extragerea unui nod din stiva;
- consultarea nodului din varful stivei.

2.6.6.1. Initializarea stivei

Prin acest algoritm se creeaza stiva vida. In acest caz, nodul varf nu exista si pointerul
varf are valoarea NULL.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald init() al carei parametru
varft se transmite prin referintd, deoarece este parametru de iesire.
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void init(nod *&varf)
{varf = NULL;}

2.6.6.2. Adaugarea unui nod la stiva

Nodul se adauga la stiva ca predecesor al varfului. Pasii algoritmului sunt:
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p.

PAS2. Se scrie informatia Tn nodul p.

PAS3. Nodul p se leaga de nodul vart.

PAS4. Nodul p adaugat devine nodul vart.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala adauga() al carei parametru
varT se transmite prin referintd, deoarece este parametru de intrare-iesire.

void adauga(nod *&vart)

{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=varf; varf=p;}

2.6.6.3. Extragerea unui nod din stiva

Nodurile se extrag din stiva pentru a putea consulta informatia care exista in nodurile
urmatoare. Un nod se poate extrage numai in cazul in care stiva nu este vida. Se poate
extrage numai nodul din varful stivei (se elibereaza spatiul care a fost ocupat de nod). Tn
varful stivei va ajunge succesorul nodului extras. Pasii algoritmului sunt:

PAS1. Se salveaza adresa nodului varf in pointerul p.

PAS2. Succesorul nodului varf devine nodul vart.

PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata in pointerul p.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala extrage() al carei para-
metru varf se transmite prin referinta, deoarece este parametru de intrare-iegire.

void extrage (nod *&varf)

{nod *p =varf; varf=varf->urm; delete p;}

2.6.6.4. Prelucrarea stivei

Prin acest algoritm se consulta informatia din fiecare nod al stivei. Deoarece nu poate fi
consultata decat informatia din varful stivei, pentru a ajunge la un nod trebuie sa se
extraga toate nodurile pana la el.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala prelucrare() al carei parame-
tru varT de tip nod se transmite prin referintd, deoarece este parametru de intrare-iesire.
void prelucrare(nod *&varf)
{while (varfi=NULL) {//se prelucreazsi varf->info
extrage(varf);)}

| Studiu de caz

Scop: exemplificarea modului in care, pentru rezolvarea problemei, folositi algoritmii de prelu-
crare a stivelor si implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.

Enuntul problemei. Se citeste dintr-un figier text un sir de numere separate prin spafiu
care se depun intr-o stivd in ordinea in care sunt citite numerele din figier. S& se elimine
numdrul de la baza stivei si numerele rdmase 1n stiva sa se scrie intr-un figier text. Pentru
testarea programului se va folosi sirul de numere: {1, 2, 5, 3, 4}.

In prelucrarea stivelor, pentru a putea ajunge la informatia care trebuie prelucrata, trebuie
extrase toate nodurile, pana la nodul care contine acea informatie, deoarece nu poate fi
prelucrata decat informatia din varful stivei. Pentru a nu se pierde informatia din nodurile
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extrase, ele vor fi descércate intr-o altd stiva (de rezerva), iar dupa prelucrarea informatiei,
nodurile vor fi incarcate din nou in stiva.

Consultarea nodului care contine numarul 3

S —arf y - . 5 |varf

4 descarca CO”%ﬂta incarca .

3 3 |varf 3

2 4 |varf r 2 4 |varf_r 2

. S 1 S 1 varf_r=NULL
stiva stiva de rezerva  stiva stiva de rezerva stiva stiva de rezerva

Problema se descompune Th urmatoarele subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei
subprobleme este implementat cu ajutorul unui subprogram:

Se creeaza stiva cu numerele citite din figier (nodul varf) — subprogramul creare()).

Se descarca stiva intr-o alta stiva (nodul varf r) pana la penultimul nod (subpro-
gramul descarca()).

Se extrage ultimul nod din stiva — subprogramul extrage().

Se incarca in stiva (nodul varf) nodurile din stiva de rezerva (nodul varf r) — sub-
programul incarca().

Se scriu numerele din stiva (nodul varT) in figierul text — subprogramul salveaza().

#include<fstream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};
fstream F1('stival.txt",ios::in),f2("'stiva2.txt",ios::out);
int x;
void init(nod *&varf) {varf=NULL;}
void adauga(nod *&varf) {nod *p=new nod; p->info=x; p—>urm=varf; varf=p;}
int este vida(nod *varf) {return varf==NULL;}
void extrage(nod *&varf) {nod *p=varf; varf=varf->urm; delete p;}
void creare(nod *&varft)
{init(varf); while (f1>>x) adauga(varf);}
void descarca(nod *&varf,nod *&varf r)
{init(varf r);
while (varf—>urm!=NULL) {x=varf->info; extrage(varf); adauga(varf r);}}
void incarca(nod *&varf,nod *&varf r)
{while (leste vida(varf r))
{x=varf _r->info; extrage(varf _r); adauga(varf);}}
void salveaza(nod *&varf)
{while (leste vida(varf)) {f2<<varf->info<<" "; extrage(varf);}}
void main() {nod *varf, *varf_r; creare(varf); fl.close();
descarca (varf,varf r); extrage(varf);
incarca(varf,varf_r); salveaza(varf); f2.close(Q);}

Fiecare problema se va descompune in subprobleme si algoritmul pentru
rezolvarea unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele
se transmit intre subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicatie si nu

al variabilelor globale. Se creeaza stive in nodurile carora se memoreaza informatia (numere
sau caractere). Informatia se citeste dintr-un figier text in care, numerele sau caracterele, sunt
memorate pe acelasi rand, separate prin spatiu. Se vor alege seturi de date de intrare astfel
Tncét sa se verifice algoritmul pe toate traseele lui.
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1. Intr-o stivd sunt memorate numere din intervalul [1,10], ordonate crescétor, iar intr-o alti
stiva, numere din intervalul [20,30], ordonate crescator. Sa se concateneze cele doua
siruri de numere, pastrand ordonarea crescatoare. (Indicatie. Se rastoarna a doua stiva
ntr-o a treia stiva, se rastoarna si prima stiva ih a treia, peste numerele din prima stiva, si
se extrag numerele din a treia stiva.)

2. Se compara doua stive fara a pierde continutul lor in urma extragerii de noduri.

Se elimina din stiva numerele pare.

4. Se memoreaza intr-o stiva un sir de litere mici. Se citeste de la tastatura o litera mica a alfa-
betului — lit. Sa se creeze doua stive: una va contine literele din stiva initiala care preced in
alfabet litera lit si alta va contine literele din stiva initiala care succed in alfabet litera lit

5. Sa se afigeze n ordine inversa numerele dintr-o lista liniard simplu Tnlantuita. (Indicatie.
Se ncarca numerele din lista intr-o stiva, in ordinea de parcurgere a listei, si apoi se
extrag si se afiseaza numerele din stiva.)

6. Se ordoneaza crescator un sir de numere, cu ajutorul a doua stive. Determinati com-
plexitatea algoritmului. (Indicatie. Se folosesc doua stive. Se scrie un numar in Stiva 1.
Se citeste un numar. Daca numarul din varful Stivei 1 este mai mare decat numarul citit,
atunci noul numar se adauga la Stiva 1; altfel, se descarca din Stiva 1 in Stiva 2 numere
pana cand in varful Stivei 1 ajunge un numar mai mare decét numarul citit, se adauga la
Stiva 1 numarul citit, si se Tncarca in Stiva 1 numerele din Stiva 2.)

7. Sa se verifice daca o expresie aritmetica ce contine paranteze este balansata, adica daca
fiecare paranteza deschisa este inchisa corect. De exemplu, expresia (a+b+{c/[d-e]})+
(dis) este balansata, iar expresia (a+b+{c/[d-e}])+(d/s) nu este balansata. (Indicatie. Se
codifica parantezele 1—(; 2— [; 3—{; 4-); 5-]; 6-}). Daca stiva nu este vida si daca diferenta
dintre codul dintre paranteza cititd si codul parantezei din varful stivei este 3, atunci se
elimina nodul din varful stivei; altfel, se adauga la stiva codul parantezei citite. Daca stiva
este vida la terminarea evaluarii expresiei, inseamna ca expresia este balansata.)

w

2.6.7. Algoritmi pentru prelucrarea cozilor

Cele doua extremitati ale cozii se numesc cap si baza. Adaugarea de noduri la coada se
face prin nodul baza, iar extragerea si consultarea unui nod este permisa numai prin
extremitatea cap (se extrage cea mai veche informatie adaugata).

Implementarea dinamica a cozii se face la fel ca a unei liste liniare, cu deosebirea ca:

- primul nod al cozii va fi indicat de pointerul cap catre tipul nod, iar ultimul nod al cozii va
fi indicat de pointerul baza catre tipul nod;

- pentru adaugarea unui nod, se poate folosi humai algoritmul de adaugare dupa
ultimul nod;

- pentru extragerea unui nod se poate folosi numai algoritmul pentru eliminarea
primului nod.

Altfel spus, prelucrarea unei cozi se face de la cap spre baza si se prelucreaza intotdeauna

nodul din capul cozii. Accesul la informatia din acest nod se face cu cap->info.

Coada vida este coada care nu contine nici un nod si adresa nodului cap are valoarea
NULL (cap = NULL;). In coada vidd nu se mai pot executa operatii de extragere de
noduri. Coada poate sa ajungd sa fie vida in doud cazuri: la initializare sau dupa
extragerea ultimului nod. Pentru testarea unei cozi daca este vida se poate implementa
functia operand este_vida() care va furniza valoarea 1 (,adevarat”), daca este vida, si
valoarea 0 (,fals*) daca nu este vida.
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int este vida(nod *cap)
{return cap==NULL;}
Pentru prelucrari cu ajutorul cozii puteti folosi urmatorii algoritmi:
- initializarea cozii;
- adaugarea unui nod la coada;
- extragerea unui nod din coada;
- consultarea nodului din capul cozii.

2.6.7.1. Initializarea cozii

Prin acest algoritm se creeaza coada care contine un nod. In acest caz, nodurile cap si
baza vor avea aceeasi adresa.
Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald init() ai carei parametri
cap si baza se transmit prin referintd, deoarece sunt parametri de iesire.

void init(nod *&cap, nod *&baza)

{cap=new nod; cap->info=x; cap->urm=NULL; baza=cap;}

2.6.7.2. Adaugarea unui nod la coada

Nodul se adauga la coada ca succesor al bazei. Pasii algoritmului sunt:
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p.

PAS2. Se scrie informatia Tn nodul p.

PAS3. Nodul p se leaga de nodul baza.

PAS4. Nodul p adaugat devine nodul baza.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurald adauga() al carei parametru
baza se transmite prin referintd deoarece este parametru de intrare-iegire.

void adauga(nod *&baza)

{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; baza->urm=p; baza=p;}

2.6.7.3. Extragerea unui nod din coada

Nodurile se extrag din coada pentru a putea consulta informatia care exista in nodurile
urmatoare. Un nod se poate extrage numai in cazul in care coada nu este vida. Se poate
extrage numai nodul din capul cozii (se elibereaza spatiul care a fost ocupat de nod). Tn
capul cozii va ajunge succesorul nodului extras. Pasii algoritmului sunt:

PAS1. Se salveaza adresa nodului cap in pointerul p.

PAS2. Succesorul nodului cap devine nodul cap.

PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorata in pointerul p.

Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala extrage() al carei para-
metru cap se transmite prin referinta, deoarece este parametru de intrare-iesire.

void extrage(nod *&cap)

{nod *p =cap; cap=cap->urm; delete p;}

2.6.7.4. Prelucrarea cozii

Prin acest algoritm se consulta informatia din fiecare nod al cozii. Deoarece nu poate fi
consultata decat informatia din capul cozii, pentru a ajunge la un nod trebuie se
extraga toate nodurile pana la el.
Implementarea algoritmului. Se foloseste functia procedurala prelucrare() al carei parame-
tru cap de tip nod se transmite prin referinta, deoarece este parametru de intrare-iesire.

void prelucrare(nod *&cap)

{while (cap!=NULL) {//se prelucreazi cap->info

extrage(cap);)}
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[Studiu de caz

Scop: exemplificarea modului in care, pentru rezolvarea problemei, folositi algoritmii de prelu-
crare a cozilor si implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.

Enuntul problemei. Se citeste dintr-un fisier text un sir de numere separate prin spafiu
care se depun intr-o coada in ordinea in care sunt citite din fisier. Sa se elimine numarul din
mijlocul cozii, dacd numarul de noduri este impar, si cele doud numere din mijloc, dacd
numdrul de noduri este par, iar numerele rdmase in coada sa se scrie intr-un fisier text.
Pentru testarea programului se vor folosi doud seturi de numere: {1, 2, 5, 3, 4} si {1, 2, 5, 4}.

in prelucrarea cozilor, pentru a putea ajunge la informatia care trebuie prelucrata, trebuie
extrase toate nodurile pana la nodul care contine acea informatie, deoarece nu poate fi pre-
lucrata decét informatia din capul cozii. Pentru a nu se pierde informatia din nodurile extrase,
ele vor fi descarcate intr-o altd coada (de rezerva), iar dupa prelucrarea informatiei, nodurile
vor fi descarcate in continuare in coada de rezerva, pana cand coada initiala devine vida.

Consultarea nodului care contine numarul 3

coada coada coada
L1 l2]3lals] cpauws™3 a5 ]| cap=nuL
cap baza cap baza

descarca descarca
coada de rezerva coada de rezerva
[1[2]s]a]s |
cap_r baza_r cap_r baza_r

Problema se descompune Th urmatoarele subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei

subprobleme este implementat cu ajutorul unui subprogram:

Se creeaza coada cu numerele citite din fisier (nodurile cap si baza) — subprogramul
creare().

Se descarca coada intr-o altd coada (nodurile cap r si baza_r) pana la nodurile care
trebuie eliminate — subprogramul descarca_1(Q).

Se extrage nodul sau se extrag nodurile din mijlocul cozii — subprogramul extrage().

Se descarca restul nodurilor din coada (nodul cap) in coada de rezerva (nodul
baza_r) — subprogramul descarca_2().

Se scriu numerele din coada de rezerva (nodul cap_r) in figierul text — subprogramul
salveaza().

#include<fstream.h>
struct nod {int info;
nod *urm;};
fstream f1l(*'coadal.txt”,ios::in),f2('coada2.txt"”,ios::out);
int x,n,i,j;
void init(nod *&cap,nod *&baza)
{cap=new nod; cap->info=x; cap->urm=NULL; baza=cap;}
int este vida(nod *cap) {return cap==NULL;}
void adauga(nod *&baza)
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; baza->urm=p; baza=p;}
void extrage(nod *&cap) {nod *p=cap; cap=cap->urm; delete p;}
void creare(nod *&cap, nod *&baza)
{f1>>x; init(cap,baza); n++;
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while (f1>>x) {adauga(baza); n++;}}

void descarca 1(nod *&cap,nod *&cap r, nod *&baza_r)
{x=cap->info; extrage(cap); init(cap r,baza r);i++;

while (i<j) {x=cap->info; extrage(cap); adauga(baza r);i++;}}
void descarca 2(nod *&cap,nod *&baza r)

{while (leste_vida(cap))

{x=cap->info; extrage(cap); adauga(baza r);}}

void salveaza(nod *&cap)

{whille (leste vida(cap)) {f2<<cap->info<<" "; extrage(cap);}}
void main()

{nod *cap,*baza,*cap r,*baza r; creare(cap,baza); fl.close();
it (n%2==0) j=n/2-1; else j=n/2;

descarca_l(cap,cap r,baza r); extrage(cap);
it (n%2==0) extrage(cap);
descarca_2(cap,baza_r); salveaza(cap_r); f2.close();}

Fiecare problema se va descompune in subprobleme si algoritmul
pentru rezolvarea unei subprobleme se va implementa cu un subpro-
gram. Datele se transmit intre subprograme cu ajutorul parametrilor de

comunicatie si nu al variabilelor globale. Se creeaza cozi In nodurile carora se memo-
reaza numere intregi. Sirul de numere se citeste dintr-un figier text Tn care sunt memorate
pe acelasi rand, separate prin spatiu. Se vor alege seturi de date de intrare astfel Incat sa
se verifice algoritmul pe toate traseele lui.

1.

5.

2

Se elimina din coada numerele pare.

2. Se verifica daca numerele dintr-o coada sunt ordonate (crescator sau descrescator).
3.
4. Se formeaza din doua cozi o a treia coada care contine mai ntéi numerele pare din pozi-

Se concateneaza doua cozi, adaugand a doua coada la sfarsitul primei cozi.

tiile impare din prima coada si apoi numerele impare din pozitile pare din a doua coada.
Se inverseaza ordinea numerelor dintr-o coada cu ajutorul unei stive.

.6.8. Aplicatii practice

. Analiza lexicala a unui text. Sa se afiseze, in ordine alfabetica, cuvintele dintr-un text

si frecventa lor de aparitie in text.

Exista doua automate care elibereaza bonuri de ordine pentru o coada de asteptare. Pe
fiecare bon de ordine este trecut numarul bonului si momentul la care a fost eliberat
(exprimat Tn ora, minut si secunda). Bonurile au humere unice. Deservirea persoanelor
se face Tn ordinea momentului de eliberare a bonurilor. Sa se organizeze o coada de
asteptare pe baza bonurilor emise de cele doua automate.

Jocul lui Josephus. Intr-un grup de n copii, acestia sunt aranjati in cerc si sunt numérati
ncepénd cu primul copil pana la numarul k. Copilul care are numarul k iese din joc, iar
numaratoarea Tncepe din nou de la 1 cu urmatorul copil. Sa se afiseze ordinea de iesire
din joc a copiilor. Se vor implementa doua solutii, folosind o structura de date de tip:

a) coada; b) lista circulara simplu inlantuita.

Sa se simuleze, cu ajutorul unei stive, o0 masina de adunat si multiplicat. Numerele se
introduc intr-o stivd — si operatia se incheie atunci cand se citeste de la tastatura
operatorul ,+" (pentru adunarea numerelor) sau operatorul ,*" (pentru Tnmultirea
numerelor). Se mai folosesc: caracterul ,A”, pentru a anula ultimul numar introdus, si
caracterul ,,C”, pentru a anula toate numerele introduse.
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5. Un automobil trebuie sa parcurga un traseu care formeaza un poligon, cu intoarcere la statia

de pornire. Pe traseu exista n statii de alimentare cu carburant care formeaza varfurile poli-
gonului. Fiecare statie de alimentare i este caracterizata de coordonatele (x,yi). Automobilul
consuma 1 litru de carburant la fiecare 20 km si nu exista restrictie pentru capacitatea rezer-
vorului. Se citesc dintr-un figier text urmatoarele informatii: de pe primul rand numarul de sta-
tii n, de pe urmatorul rand un gir de n numere c;j care reprezintd cantitatea de combustibil cu
care este alimentat la statia i, iar de pe urmatorul rénd n perechi de numere X; $i y; care re-
prezinta coordonatele statiei i. Din ce punct trebuie sa plece automobilul astfel incat sa par-
curga traseul cu intoarcere in punctul de pornire si sa nu raméana fara combustibil.

| Evaluare)

Pentru exercitiile urméatoare, daca nu se specificad semnificatia variabilelor de memorie, se
folosesc urmatoarele date:

struct nod {int info;

nod *urm;};

nod *prim,*ultim,*p,*q,*r,*u,*vf,*cap,*baza;
int x,k;

Raspundeti:

1.

Analizati din punct de vedere al complexitatii algoritmii pentru prelucrarea listelor. Se
va folosi in determinarea complexitatii timpul maxim de executie. Pentru compararea
algoritmilor completati urmatorul tabel:

Lista simplu inlantuita Lista dublu inlantuita
Neordonata | Ordonata | Neordonata | Ordonata

Cauta (L,k)

Adauga (L,x)

Elimina (L,x)

Succesorul (L,x)

Predecesorul (L,x)

Minim (L)

Maxim (L)

O lista simplu nlantuita contine, in ordine, urmatoarele noduri: 2 >4 - 6 —» 8 —» 10
— 12 > 14 - 16 —> 18 — 20. Ce se va afisa Tn urma executiei urmatoarei secvente
de program?

Ffor(p=prim,k=1;k<5;k++,p=p->urm); cout<< p->info;

O listd simplu Tnlantuitad contine, in ordine, urméatoarele noduri: 1 -2 -3 >4 > 5
— 6 > 7 — 8. Ce se va afisa In urma executiei urmatoarei secvente de program?

for(k=0,p=prim;p->urm!=NULL; p=p->urm) if (p->info%2) k+= p->info;
cout<<k;
4

Ce se va afiga in urma executiei urmatoarei secvente de program, daca lista simplu
inlantuitd contine, in ordine, urmétoarele noduri: 1 - 2 - 3 - 4 — 5? Dar daca
nodurile ei sunt, in ordine:1 >0 —>3 —> 0—>5?

Ffor(p=prim; p->info!=0;p=p->urm); cout<<p->info;

Ce se va afisa In urma executiei urmatoarei secvente de program, daca lista simplu
nlantuitéd contine, in ordine, urmatoarele noduri: 1 -2 - 3 - 7 — 8 — 9? Dar daca
nodurile ei sunt, in ordine: 1 -2 -4 —-> 5—>7 —> 8?
Ffor(k=0,p=prim;p->info!=0;p=p->urm)
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if (p—>urm->info-p->info==1) k++;
cout<<k;

Adevarat sau Fals:

1. Daca p este primul nod al listei, pentru a afisa informatia din al doilea nod se executa
secventa de instructiuni: p=p->urm; cout<<p->info;

2. Daca p este primul nod al listei, pentru a afisa informatia din al doilea nod se executa
instructiunea: cout<<p->urm->info;

3. Daca p este primul nod al listei, pentru a afisa informatia din al treilea nod se executa
instructiunea: cout<<p->urm->urm->info;

Alegeti:

1. Daca p este primul nod al listei, iar q al doilea nod al listei, prin ce instructiune se
leaga nodul p de nodul g?

a. p=q; b. g=p->urm; C. p=g->urm; d. p->urm=q;

2. Care dintre urmatoarele variante realizeaza corect legaturile in cazul inserarii unui
nod nou intr-o listd simplu inlantuita, daca nodul nou are adresa p, iar nodul dupa
care se insereaza are adresa q?

a. p->urm=d; g->urm=p->urm; b. p->urm=g->urm; g->urm=p;
C. Q->urm=p->urm; d. p->urm=g->urm; p->urm=qg;

3. Daca p este primul nod al listei, ce instructiune trebuie executatd pentru a afisa
informatia memorata in al treilea nod?

a. cout<<p->urm->urm->info->info; b. cout<<p->urm->info->urm->info;
Cc. cout<<p->urm->urm->info; d. cout<< p->urm->urm->urm->info;

4. Daca p, q si r sunt trei noduri consecutive ale listei, pentru a interschimba nodul g cu
nodul r, care dintre secventele de instructiuni este corecta?
a. r->urm=q; g->Uurm=r->urm; p->Urm=r;

b. p->urm=r; r->urm=q; g->urm=r->urm;
C. g->Urm=r->urm; r->urm=q; p->Urm=r;
d. r->urm=q; p->urm=r; g->Urm=r->urm;

5. Daca p este un nod al listei gi g un pointer catre tipul nod, care dintre secventele de
instructiuni urmatoare realizeaza corect legaturile astfel incat sa se elimine din lista
cele douad noduri care urmeaza dupa nodul p?

a. p->Urm=p->urm->urm->urm->urm; b. p->urm=p->urm->urm;
C. p->urm->urm=p->urm->urm->urm; d. g=p->urm; p->Uurm=g->urm->urm;

6. Daca L1 este o lista organizatd ca stiva, stabiliti care este adresa corectd de
extragere din stiva:

a. delete p; p=p->urm; b. r=p->urm; p=r; delete p;
C. r=p; p=p->urm; delete p; d. r=p->urm; p=r; delete r;

7. Care dintre urmatoarele secvente de program calculeaza, in variabila k, suma ele-

mentelor din lista simplu inlantuita:

a. For(k=0,p=prim;p!=NULL;p= p->urm) k+= p->info;

b. for(k=0,p=prim; p->urm!=NULL;p= p->urm) k+=p->info;

c. k=0; p=prim; while (p!=NULL) {k+= p->info; p= p->urm;}

d. p=prim; k= p->info;

do {p= p->urm; k+= p->info;} while (p->urm!=NULL);
In urmatorii 7 itemi, variabilele p si g memoreaza adresele de inceput ale listelor
liniare simplu Tnlantuite nevide L1 si respectiv L2. Elementele listelor sunt de tipul nod.
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
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8. Trebuie mutat primul element al listei L1 imediat dupa primul element al listei L2, Tn
rest listele ramanand neschimbate. Care dintre urmatoarele atribuiri sunt necesare si
in ce ordine se efectueaza? 1) r=g->urm; 2) r=p->urm; 3) q->urm=p; 4) p=r;
5) p->urm=r; 6) p->urm =qg->urm;

a. 1634 b. 135 c. 2634 d. 2364

9. Trebuie mutat primul element al listei L1 imediat dupa primul element al listei L2, Tn
rest listele ramanand neschimbate. Care dintre urmatoarele atribuiri sunt necesare si
in ce ordine se efectueaza? 1) r=g->urm; 2) r=p->urm; 3) q->urm=p; 4) p=r;
5) p->urm=r; 6) p->urm =qg->urm;

a. 1634 b. 135 c. 2634 d. 2364
10. Daca la sfarsitul executarii secventei aldturate valoarea r=p->urm;
variabilei r este nulé, aEunci lista L1: o while (r’! =p & r)
a. arecel putin doua elemente  b. este vida r=r->urm-
c. este incorect constituita d. nu este circulara :

11. Functia egale(adl,ad2) returneaza valoarea 1 daca si numai daca informatiile utile
memorate la adresele adl si ad2 coincid, altfel returneaza valoarea 0. Secventa
alaturata calculeaza n variabila Tntreaga n numarul de elemente din lista L1.:

a. distincte consecutive aflate la Tnceputul listei n=0; r=p;
b. egale consecutive aflate la inceputul listei while (egale(r,p) & r)
c. care sunt egale cu primul element {r=r->urm; n++;}

d. care sunt egale doua cate doua

12. Daca L1 este o coada, cu p adresa primului element si u adresa ultimului element, iar
r este adresa unui element ce urmeaza a fi adaugat in coada, stabiliti care dintre
urmatoarele este o operatie corecta de adaugare:

a. rsu->urm; u=r; b. r->urm=p; p=r;
C. U->Urm=r; u=r; d. r->urm=u; u=r;
13. Pentru a uni listele L1 gi L2 plasand lista L1 in continuarea listei L2, se efectueaza
operatiile:

a. r=q; while (r->urm) {r=r->urm; r->urm=p;}
b. r=p; while (r) r=r->urm; r=q;
c. r=q; while (r->urm) r=r->urm; r->urm=p;
d. r=p; while (r->urm) r=r->urm; r->urm=q;
14. Pentru a determina numarul de elemente ale listei L1 se utilizeazd o variabila
intreaga n astfel:

a. n=0; r=p; while (r->urm) {r=r->urm; n++;}
b. n=0; r=p; while (r) r=r->urm; n++;

c. n=0; r=p; while (r) {r=r->urm; n++;}

d. n=0; r=p; do {n++;} while (r)

In urmatorii 6 itemi, variabilele p si u memoreaza adresa primului, respectiv a ultimului
element al listei liniare simplu inlantuite nevide L. Elementele listelor sunt de tipul nod.
(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)
15. Stiind ca L este formata din 4 elemente, atunci adresa penultimului element este:
a. p->urm->urm->  b. p->urm->urm C. p->urm d. p->urm->urm->urm

16. Elementele din lista L aflate la adresele g si r sunt vecine (consecutive) in lista daca
si numai daca:
a. g->urm == r->urm b. r->urm == q && g->urm ==
c. g>urm=r |] r>um=q d q==7r
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17. Stiind ca este definitd o functie cnt astfel incat cnt(al,a2) returneazéd numarul de
elemente situate in listd intre elementele de la adresa al si a2 (fara a numara
elementele de la adresele respective), care dintre urmatoarele expresii arata al
catelea este elementul memorat la adresa q in lista L?

a. cnt(p,q)+2 b. cnt(q,u)+2 c. cnt(q,u)+1 d. cnt(p,q)+1

18. Este definitd o functie min astfel incat min(al,a2) returneaza valoarea 1 daca si
numai daca cel putin unul dintre elementele memorate la adresele al si a2 se afla in
lista L si returneaza valoarea 0 in caz contrar. Care dintre urmatoarele expresii are
valoarea 1 daca si numai daca elementul de la adresa g se afla in lista L?

a. min(p,q) b. min(q,u) c. min(p,u) d. min{g,q) -

19. Un element aflat la adresa q face parte din lista L daca la wh?l’e (r'=q & r)

sfarsitul executarii secventei alaturate variabila r are valoarea: r=r->urm;
a. 1 b. p c. g d. NULL 7 O

20. Lista L are exact doua elemente daca:
a. p->urm== b. u->urm==NULL / Yu->urm
c. p=u d. p->urm==NULL 7/ !p->urm
21. Daca in variabila p este memorata initial adresa primului nod al unei liste simplu
nlantuite cu cel putin 10 elemente, pentru a obtine n variabila p adresa penultimului
nod al listei se executa secventa:
a. while (Ip) p->urm; b. while (Ip->urm) p->urm;
c. while (p->urm->urm) p->urm; d. while (p->urm) p->urm;
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)
22. $tiind ca intr-o lista circulara simplu inlantuita cu cel putin doua elemente, adresele p si
q reprezinta adresele a doua elemente distincte din lista, atunci elementul memorat la
adresa p este succesorul elementului memorat la adresa q in lista daca si numai daca:
a. p->urm == Q; b. g->urm == p
C. p->urm == g->urm; d. g->urm->urm ==
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2004)
23. Daca intr-o lista circulara simplu inlantuita, cu cel putin 4 elemente, se cunoaste
adresa p a unui element din lista, atunci este accesibila adresa elementului din lista
precedent celui aflat la adresa p?
a. Nu.
b. Da, in orice situatie.
c. Da, numai daca p este adresa primului element al listei.
d. Da, numai daca p este adresa ultimului element al listei.
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)
24. Tntr-o lista liniara simplu nlantuita nevida, pentru eliminarea elementului ce urmeaza
dupé elementul aflat la adresa p (elementul de la adresa p nu este nici primul, nici
ultimul) un elev utilizeaza trei instructiuni simple (nestructurate). Care dintre instruc-
tiunile urmatoare poate fi una dintre cele trei?
a. p->urm->urm = p; b. dispose(p)
C. p->urm = p->urm->urm; d p->urm =p
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)
25. Nodurile unei liste dublu Tnlantuite retin in campurile info, adp si adu o informatie
numerica, adresa nodului precedent si respectiv adresa nodului urmator. Stiind ca lista
este corect construita si ca doua noduri p si g ale acesteia se Tnvecineaza, atunci:
a. p—>adp==g->adu b. p->adu==gq->adu c. p->adu==q d. p->adp==q->adp
(Bacalaureat — Simulare 2006)
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26. Daca intr-o lista liniara simplu inlantuitd adresa de inceput a listei este p, iar adresa de
sfarsgit este u, atunci transformarea listei in lista circulara se realizeaza prin instructiunea:
a. p->urm=u b. p=u->urm C. u->urm=p d. u=p->urm
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)
27. Se considera o listd simplu Tnlantuita ale carei noduri retin in cAmpul urm adresa nodului
urmator al listei sau NULL daca nu exista un nod urmator. Pentru inserarea unui nod aflat
la adresa p imediat dupa un nod al listei aflat la adresa q, se utilizeaza unele dintre urma-
toarele atribuiri: 1) p->urm=q; 2) g->urm=p; 3) p=gq->urm; 4) g=p->urm;
5) p->urm =g->urm; 6) g->urm=p->urm;. Stabiliti care dintre acestea se utilizeaza
si in ce ordine:
a. 36 b. 24 c. 52 d 23
(Bacalaureat — Simulare 2006)
28. Variabila vf memoreaza adresa elementului din varful stivei. Fiecare element al stivei
memoreaza Tntr-un cadmp adr adresa urmatorului element din stiva. Variabila q poate
memora adresa oricarui element al stivei. Sa se realizeze eliminarea elementului din

varful stivei:
a. g—>adr=vf;vf->adr=q;delete q; b. g=vf->adr;vf=qg->adr;delete q;
c. g=vf;vf=vf->adr; delete vfT; d. g=vf;vf=g->adr; delete q;

(Bacalaureat — Simulare 2003)
29. O lista liniard simplu nléntuitd cu adresa de inceput memorata in variabila p este

vida daca:
a. *p==NULL / !*p b. p==NULL / !Ip
C. p!'=NULL / p d. *p!=NULL 7/ *p

(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)
30. intr-o lista dublu Tnl&ntuitd cu cel putin 4 elemente, fiecare ele- g ”
NN ’ . ; . g=p->adu—>adp;
ment retine In cAmpul adp si adu adresa elementului prece- p=q->adu;
dent si respectiv urmator din lista. Daca p reprezinta adresa p—>adp=Nl]LL;
primului element din lista, iar q este de acelasi tip cu p, atunci  gejete q:
secventa alaturata realizeaza:
a. interschimbarea primelor doua componente b. eliminarea primului element
c. eliminarea celui de-al doilea element d. eliminarea ultimului element
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2005)
31. intr-o lista dublu Inlantuitd cu cel putin 4 elemente, fiecare element retine in campul
adp si adu adresa elementului precedent si respectiv urmator din lista. Daca p
reprezinta adresa primului element din lista, atunci p—>adu->adu->adp este
a. adresa primului element b. adresa celui de-al doilea element
c. adresa celui de-al treilea element d. adresa celui de-al patrulea element
(Bacalaureat — Simulare 2005)
32. Intr-o lista circulara simplu inlantuita fiecare element retine in campul next adresa
elementului urmator. Stiind ca, pentru variabila p ce memoreaza adresa unui element
oarecare din lista, este adevarata relatia p—>next=p, atunci lista este formata din:
a. zero componente b. ocomponenta c. 2componente  d. minim 3 componente
(Bacalaureat — Sesiunea august-septembrie 2005)
33. Daca vf indica ultimul nod al stivei, care dintre urmatoarele expresii trebuie sa fie
adevarate, pentru ca stiva sa fie vida?
a. vf==NULL b. vf->urm==0
c. vF->urm==NULL d. vf==
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34. Daca vf indica ultimul nod al stivei, iar g un pointer catre tipul nod, care dintre
urmatoarele secvente de instructiuni extrage nodul din varful stivei?

a. g=vf->urm;vf=gq->urm;delete q; b. g=vf;vf=vf->urm;delete q;
c. g=vf;vf=g->urm;delete q; d. g=vf;vf=g->urm;delete q;

35. Daca variabila cap memoreaza adresa primului nod din coada si variabila baza
memoreaza adresa ultimului nod din coada, care dintre urmatoarele expresii trebuie
sa fie adevarate, pentru a avea o coada vida?

a. baza==NULL b. cap->urm==baza c. cap==baza d. cap==NULL

Miniproiecte:

Observatie: Pentru realizarea urmatoarelor miniproiecte se va lucra in echipa. Profe-

sorul va numi conducatorii de proiect, le va distribui proiectele si le va aloca un buget pentru

realizarea lor (pentru simplificare, bugetul va fi folosit numai pentru plata membrilor echipei
care vor realiza proiectul). Conducatorii de proiect vor negocia cu profesorul termenul de

predare a aplicatiei, echipa cu care o vor realiza, si, daca este cazul, bugetul care li s-a

alocat initial. Pe timpul realizarii aplicatiilor, membrii echipelor pot migra de la o echipa la

alta, cu conditia sa raméana incadrati intr-una dintre echipe, iar migratia sa se faca numai cu
acceptul conducatorilor echipelor intre care migreaza. Fiecare echipa va fi formata din:

- Conducatorul proiectului Tsi va forma echipa si va distribui sarcinile pentru fiecare
membru, negociind initial suma repartizata din bugetul alocat pentru realizarea sarcinii. Va
fixa termene de executie pentru fiecare membru al echipei si va urmari modul in care sunt
respectate aceste termene. In cazul in care unul dintre membrii echipei nu isi realizeaza
corect si la timp sarcinile, va redistribui o parte dintre sarcini intre ceilalti membri ai echipei,
renegociind suma din buget alocata fiecaruia dintre ei. La sfarsit, va da calificative fiecarui
membru al echipei, in functie de modul in care si-au respectat termenele, de modul Tn
care au cooperat cu ceilalti membrii ai echipei si de calitatea lucrarilor executate.

- Analistul va analiza cerintele informationale ale aplicatiei, va determina functiile apli-
catiei si va elabora modul de rezolvare (datele si structurile de date folosite, procesele
in care este descompusa aplicatia — care vor fi implementate cu subprograme — si
meniul care asigura interfata cu utilizatorul). In realizarea acestor sarcini va fi ajutat si
indrumat de conducatorul proiectului.

- Grupul de programatori (numarul lor trebuie sa fie stabilit in functie de dimensiunea
proiectului) va implementa n limbajul de programare solutia gasita de analistul echipei.
Conducatorul proiectului le va repartiza subprogramele pe care le vor realiza si specifica-
tiile fiecarui subprogram: datele de intrare, datele de iesire si functia subprogramului.

- Testorul va testa aplicatia. El va trebui sa aleaga seturi de date de intrare astfel incat
sa gaseasca erorile de logica si de executie ale aplicatiei.

- Documentaristul va intocmi documentatiile aplicatiei: documentatia pentru beneficiar
si documentatia pentru proiectantul aplicatiei.

La terminarea proiectului membrii echipelor vor primi note pentru evaluarea activitatii lor.
Sistemul de evaluare trebuie sa tina cont de veniturile realizate pentru munca depusa, de
calificativul obtinut de la conducatorul de proiect si de calitatea muncii evaluata de profesor.

1. Pentru biblioteca scolii sunt aduse carti de la mai multe edituri. Cartile trebuie organizate
in ordinea alfabetica a autorilor, si pe fiecare autor in ordinea alfabetica a titlurilor. Este
posibil ca pentru acelasi autor si acelasi titlu sa se primeasca mai multe exemplare. Se
va folosi cate o stiva pentru fiecare autor, in care se va simula teancul de titluri primite,
pentru fiecare titlu memorandu-se si numarul de exemplare. Numele autorilor si adresa
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varfului stivei de carti asociate se vor memora intr-o listd ale cérei elemente contin n

informatia utila doud campuri: un camp de tip sir de caractere pentru numele autorului Si

un camp de tip pointer cate tipul nod al stivei pentru varful stivei. Scrieti o aplicatie care

sa asigure urmatoarele operatii prin intermediul unui meniu:

a. Distribuirea pe autori gi titluri a unui teanc de carti sosit de la o editura.

b. Afisarea titlurilor si a numarului de exemplare ale unui autor al carui nume se citeste
de la tastatura.

c. Afisarea in ordine alfabetica a autorilor si a numarului de titluri si de exemplare
pentru fiecare autor.

d. Numele autorilor cu cele mai multe, respectiv cu cele mai putine titluri.

e. Numele autorilor cu cele mai multe, respectiv cu cele mai putine exemplare.

2. La un concurs participa mai multi candidati identificati dupa nume si prenume. Fiecare
candidat primeste la inscriere un numar de identificare. Concursul consta Tn trei probe,
notele putand lua valori de la 1 la 10. Rezultatul concursului se stabileste pe baza medi-
ei aritmetice a notelor primite. Trebuie prevazute doua variante de admitere a candida-
tilor: sunt admisi toti candidatii care au o medie mai mare decat m si sunt admisi, in
ordinea mediilor, primii k candidati (valorile pentru m si k se citesc de la tastatura).
Scrieti o aplicatie care sa asigure urmatoarele operatii prin intermediul unui meniu:

Inscrierea unui nou candidat la concurs.

Retragerea unui candidat din concurs.

Completarea notelor si calcularea mediei pentru fiecare candidat.

Modificarea informatiilor despre un candidat.

Afisarea candidatilor admisi in fiecare dintre cele doua variante Tn ordinea descres-

catoare a mediilor.

Afisarea candidatilor admisi Tn fiecare dintre cele doua variante in ordinea alfabetica

a numelui gi prenumelui.

3. Intr-un depou exista o linie pe care se gasesc mai multe locomotive, aranjate in ordinea
in care au intrat in depou, si o linie pe care se TRIAJ LOCOMOTIVE

gasesc mai multe vagoane, aranjate in ordinea in  |inia de linia de
care au intrat in depou. Fiecare locomotivd $i intrare iesire

fiecare vagon are un numar de identificare. Tn plus, >

pentru fiecare vagon este precizata si clasa (clasa w
1 siclasa 2). Pentru linia care contine locomotivele g
exista un triagj cu k linii de manevra. Valoarea k linii de manevra
pentru k se citeste de la tastatura. In triajul vagoa-

nelor exista o linie de intrare si o linie de iesire pe care depla- TRIAJ VAGOANE
sarea se poate face numai in sensul sagetilor si o linie de linia de linia de
ma-nevra pe care deplasarea se poate face in ambele intrare iesire
sensuri. Scrieti o aplicatie care s& asigure urmatoarele
operatii prin inter-mediul unui meniu:

®oo0oTe

]

a. Intrarea unei locomotive Tn depou. linia de
b. Afisarea locomotivelor din depou. <
) - manevra
c. Intrarea unui vagon in depou.
d. Afisarea vagoanelor din depou, precizdndu-se céte )
vagoane sunt de clasa 1 si cate sunt de clasa 2.
e. Formarea unei garnituri. Garnitura este formata dintr-o

locomotiva cu numarul de iden-tificare p si n vagoane, dintre care m vagoane sunt de
clasa 1 (valorile pentru p, n si m se citesc de la tastatura).
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2.7. Graful
2.7.1. Definitia matematica a grafului

Se numeste graf (G) o pereche ordonata de multimi (X,U), unde X este o multime finita si
nevida, iar U o multime de perechi formate cu elemente distincte din multimea X (familie
de submultimi cu doua elemente din multimea X).

Terminologie:
- Elementele multimii X se numesc varfuri sau noduri. Multimea X se mai numeste si
multimea varfurilor sau multimea nodurilor grafului G. Ea este de forma:
x = {X].! X21 X31 seey XI! seey Xn}

unde x; reprezinta nodul i al grafului G care are n noduri.
- Ordinul grafului reprezintd numarul de noduri ale grafului, n:

ordinul grafului = card(X) = n

-> Elementele multimii U sunt perechi de noduri, adica submultimi cu doud elemente din
multimea X si se noteazéa cu uy. Elementul uy este definit de perechea de forma {x;, x;},
unde x;, Xj X gi X=x; (elemente distincte din multimea X). Elementul uy leaga nodurile x;
$i x; si se noteaza astfel: [x;, xj]. Multimea U este de forma:

U={uy, Uy, U, ..., Uk, ..., Um}
Clasificarea grafurilor:
Criteriul de clasificare folosit este proprietatea de simetrie a multimii U.

Multimea U are proprietatea de simetrie daca si numai daca,
pentru orice pereche de noduri (X, X;j), daca {x;, Xj}eU, atunci si {x;, xj}eU

in functie de proprietatea de simetrie, grafurile se clasifica in:

- Grafuri neorientate. Un graf G=(X,U) este un graf neorientat daca multimea U are
proprietatea de simetrie. Multimea U este formata din perechi neordonate {x;, xi}.

- Grafuri orientate. Un graf G=(X,U) este un graf orientat daca multimea U nu are
proprietatea de simetrie. Multimea U este formata din perechi ordonate {x;, xi}.

Pentru a identifica tipul de graf pe care il veti folosi pentru a reprezenta datele, definiti rela-

tia dintre nodurile grafului si verificati daca relatia are proprietatea de simetrie, astfel:

- Daca nodul x in relatie cu nodul y implica si ca nodul y este in relatie cu nodul x, atunci
graful este neorientat.

- Daca nodul x in relatie cu nodul y nu implica si ca nodul y este in relatie cu nodul x,
atunci graful este orientat.

| Studiu de caz)

Scop: identificarea tipului de graf pe care il folositi pentru a rezolva problema.

Enuntul problemei 1. Pe harta unui judef existd mai multe localitafi care sunt legate prin
sosele pe care se circuld ih ambele sensuri. S& se identifice traseele pe care se poate
ajunge de la localitatea A la localitatea B.
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Nodurile grafului sunt localitatile. Relatia care se stabileste intre nodurile grafului este:
nodul x este in relatie cu nodul y, daca exista o sosea care leaga direct localitatea asociata
nodului x cu localitatea asociatd nodului y. Relatia are proprietatea de simetrie, deoarece
soseaua care leaga direct localitatea asociatd nodului x cu localitatea asociata nodului y
leaga direct si localitatea asociata nodului y cu localitatea asociata nodului x. Pentru
reprezentarea cailor de comunicatie dintre localitati se va folosi un graf neorientat.

Enuntul problemei 2. Pe harta unui cartier existd mai multe intersecfii care sunt legate
de strazi. Pe unele strazi se poate circula Tn ambele sensuri, pe alte strdzi numai intr-un
anumit sens. S& se identifice traseele prin care se poate ajunge de la intersectia A la
intersectia B.

Nodurile grafului sunt intersectiile. Relatia care se stabileste intre nodurile grafului este: nodul
x este in relatie cu nodul y, daca exista trafic care leaga direct intersectia asociatd nodului x
cu intersectia asociatd nodului y (se poate circula de la nodul x la nodul y). Relatia nu are
proprietatea de simetrie deoarece, dacéa exista o strada care leaga direct intersectia asociata
nodului x cu intersectia asociata nodului y si pe aceasta strada exista trafic de la nodul x la
nodul y, nu este obligatoriu ca pe acea strada sa existe trafic si de la nodul y la nodul x.
Pentru reprezentarea traficului auto dintre intersectii se va folosi un graf orientat.

Enuntul problemei 3. La nivelul unui grup de persoane se face un studiu social. Tntre
persoane se stabilesc relafii de prietenie, dar si relafii de simpatie. S& se descrie cu
ajutorul grafului relafiile dintre persoane.

Nodurile grafului sunt membrii grupului de persoane. intre persoane se pot stabili relatiile:

-> Relatia de prietenie este o relatie definita astfel: persoana x este in relatie cu persoana
y, daca este prietena cu ea. Relatia este simetrica deoarece, daca persoana x este
prietena cu persoana y, atunci si persoana y este prietena cu persoana X (relatia de
prietenie presupune reciprocitate). Pentru reprezentarea relatiilor de prietenie dintre
membrii grupului se va folosi un graf neorientat.

- Relatia de simpatie este o relatie definita astfel: persoana x este in relatie cu persoana
y, dacad o simpatizeaza. Relatia nu este simetrica deoarece, daca persoana X
simpatizeaza persoana y, nu este obligatoriu ca persoana y sa simpatizeze persoana X
(relatia de simpatie nu presupune reciprocitate). Pentru reprezentarea relatiilor de
simpatie dintre membrii grupului se va folosi un graf orientat.

1. Prin ce tip de graf va fi reprezentat un grup de persoane intre care
g s-au stabilit relatii de vecinatate?
2. Prin ce tip de graf va fi reprezentat un grup de persoane intre g

care s-au stabilit relatii de cunostinta?

2.7.2. Graful neorientat
2.7.2.1. Terminologie

- Elementele multimii U (perechile de noduri) se numesc muchii. Multimea U se mai
numeste si multimea muchiilor grafului G. O muchie, fiind un element din multimea U,
este determinata de o submultime cu doua elemente din multimea X: muchia k a
grafului (uy), care uneste nodurile x; si x;, este determinata de submultimea {x;, xj} si se
noteaza cu [x;, xj]. [Xi, Xj] $i [X;, Xi] reprezinta aceeagi muchie a grafului. Graful G are
m muchii:

numarul de muchii = card(U) = m
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-> Numim noduri adiacente orice pereche de noduri care formeaza o muchie — {x;x}cU.
Fiecare dintre cele doua noduri (x; si X;) este nod incident cu muchia uk = [X;,X;].

-> Nodurile vecine unui nod x; sunt toate nodurile x; care sunt adiacente cu el.

- Se numeste nod extrem al unei muchii oricare dintre cele doua noduri care se gasesc
la capatul muchiei. Nodurile x; i x; sunt extremitatile muchiei [x;, x;].

- Se numesc muchii incidente doud muchii u; $i u; care au o extremitate comuna —
nodul x.

Un graf neorientat G este definit de o pereche de multimi:

multimea nodurilor sale — X gi multimea muchiilor sale — U. El poate fi considerat ca

o multime de noduri din care unele pot fi unite doua céate doua printr-o muchie.

Graful se reprezinta in plan prin intermediul unor elemente geometrice: nodurile se
reprezinta prin cercuri, iar muchiile prin linii drepte care unesc anumite cercuri.

O/‘ Nodul x; al grafului G

"— Muchia u,=[x;x] a grafului G
"“— Nodul x; al grafului G

Elementele multimii X (nodurile) se identifica cu ajutorul unor etichete, care pot fi numere
sau litere. Pentru simplificare, vom folosi ca etichete un sir de numere consecutive,
ihcepéand cu numarul 1. De exemplu, pentru un graf cu n noduri, vom folosi etichetele: 1, 2,
3, ..., n-1, n. O muchie se va nota cu [i,j], unde i si j sunt etichetele nodurilor incidente cu
muchia. De exemplu, muchia [2,3] este muchia care uneste nodurile cu etichetele 2 si 3.

Exemplul 1:

Tn graful G1=(Xy,U;) din figura 1: 3 (7) &

- Ordinul grafului este 8. 6

- Graful are 8 noduri (n=8) si multimea nodurilor este (‘4 {3\ {5 e
X1={1,2,3,4,5,6,7,8}.

- Graful are 9 muchii (m=9) si multimea muchiilor este Fig. 1
U,1={[1,2], [1,3], [1,4], [2,3], [2,5], [3,4], [3,5], [6.7], [6,8] }.

- Nodul 1 este nod adiacent cu nodurile 2, 3 si 4, iar nodul 6 este adiacent cu nodurile 7

si 8. Nodurile 3 si 4 sunt adiacente deoarece perechea de noduri [3,4]eU;. Nodurile 5 gi
6 nu sunt adiacente deoarece perechea de noduri [5,6]¢U;.

Nodul 5 este nod incident cu muchiile [2,5] si [3,5], dar nu este incident cu muchia [1,2].
Nodul 3 este nod extrem muchiilor [1,3], [2,3], [3,4] si [3,5].

Muchiile [1,2] si [2,3] sunt muchii incidente deoarece au un nod comun (nodul 2).
Muchiile [1,4] si [2,3] nu sunt muchii incidente deoarece nu au un nod comun.

N2 Z

Teorema 1

Daca graful neorientat G are n noduri (Xg, Xz, ..., Xn), atunci numarul total de grafuri
neorientate care se pot forma cu aceste noduri este g:

g=2"
Demonstratie. Notdm cu X multimea nodurilor grafului, cu U multimea muchiilor, cu A multimea

tuturor submultimilor de doua elemente din X si cu B multimea {0,1}. Multimea A are urmatoarele
elemente (submultimi):



G,

Gs

162 Implementarea structurilor de date

[1,2), [1,3], [1.4], ..., [1,n] n-1 submultimi
[2,3], [2,4], ..., [2,)n] n-2 submultimi
[n-1,n] 1 submultime
nx(n-1
Numarul total de submultimi este: (N—1)+(N—2)+...+1= nx(-1 =C?
Notam cu a — card(A) si cu b — card(B). Fiecarui graf ii putem asocia o 1, daca [x,y] € U
functie f:A>B definita alaturat. Invers, unei functi fA>B Ti putem  f({x,y}) =
atasa un graf, astfel: f({x,y})=1 daca si humai daca [x,y]eU. Rezulta 0, daca [x,y] ¢ U

ca numarul total de grafuri care se pot forma cu n noduri este egal cu

numérul de functii f. Dar, numarul de functii :A->B este egal cu b%, unde b=2 si a= Cr%

1. in graful G; — cu ce noduri este adiacent nodul 1?
2. Ingraful G; — cu ce muchii este incident nodul 1?
3. Dati exemple de doud noduri adiacente si de doua noduri care nu

sunt adiacente n graful G;.

4. Dati exemplu de doua muchii incidente si de doua muchii care nu sunt incidente in
graful G;.

5. Desenati graful Go=(Xs, U,) definit astfel:

X2={1,2,3,4,5,6,7,8}
U2={[1.2], [1,3], [1,5], [2,3], [2,5], [3,4], [4.5], [4.6], [4.7] }.

6. Desenati graful traseelor rutiere care fac legatura intre localitatile Bragov, Bucuresti,
Buzau, Ploiesti si Constanta. Daca exista mai multe trasee rutiere Tntre doua localitati
(de exemplu, Bucuresti si Bragov), adaugati la graf noduri pentru localitatile care
identifica unic aceste trasee (de exemplu, Valenii de Munte, Targoviste si Pitesti).

7. Desenati graful judetelor din Roméania (intre doud judete existd o muchie daca cele
doua judete sunt invecinate).

8. Céte grafuri se pot construi cu 3 muchii? Desenati toate grafurile care
se pot construi cu 3 muchii.

9. Pentru graful G; din figura 2, precizati ordinul, numarul de noduri,
numarul de muchii si multimile X3 si Us.

10. Structura unei molecule de substanta chimica poate fi reprezentata
printr-un graf neorientat, in care nodurile sunt atomii si gruparile din
care este compusa molecula, iar muchiile sunt legaturile dintre ele.
in figura 3 este prezentat graful moleculei de apa H,O. Repre- / \
zentati grafurile moleculelor de H2SOj4, NH3, CH4 si CoHa. H H

2.4.2.2. Gradul unui nod al grafului neorientat Fig. 3

Nodul unui graf este caracterizat prin grad.

Gradul unui nod xi al grafului G este egal cu numarul muchiilor incidente
cu nodul si se noteaza cu d(xy).

Terminologie:

- Se numeste nod terminal un nod care are gradul egal cu 1 — d(xx) = 1 (este incident
Ccu o singura muchie).

- Se numeste nod izolat un nod care are gradul egal cu 0 — d(xx) = 0 (nu este adiacent
cu nici un alt nod al grafului, adica nu se gaseste in extremitatea nici unei muchii).
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Exemplul 1:

Graful G4=(X4,U,) din figura 4 este definit astfel:
X4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
U,={[1.2], [1,4], [2,3], [2,5], [3.:4], [3,5], [5.6], [5,7], [5.8],
A [7,9]}
In graful G4:
- Gradul nodului 5 este 5, deoarece are 5 muchii incidente: [2,5], [3,5], [5,6], [5,7] si [5,8].
- Nodul 9 este nod terminal, deoarece are gradul 1 (o singurd muchie incidenta: [7,9]).
- Nodul 10 este nod izolat, deoarece are gradul 0 (nicio muchie incidenta).

Exemplul 2:

Fie graful Gs=(Xs,Us), unde Xs={1,2,3,4,5,6,7,8} si Us={[1,2], [1,5], [2,3], [2,5], [3.4], [3.5], [4.5],
[4,6], [4,7]}. Din lista muchiilor unui graf neorientat, puteti preciza urmatoarele informatii:

- Determinati gradul unui nod — numarand de céte ori apare eticheta nodului in lista de mu-
chii. Nodul 5 are gradul 3 (in multimea muchiilor, eticheta 5 apare de 3 ori: [1,5], [2,5], [3,5]).
Determinati daca un nod este terminal — verificand daca eticheta lui apare o singura
data. Nodul 7 este nod terminal (eticheta lui apare numai intr-o singura muchie: [4,7]).
Determinati daca un nod este izolat — verificAnd daca eticheta Iui nu apare in lista de
muchii. Nodul 8 este nod izolat (eticheta lui nu apare n lista muchiilor).

Determinati numarul de noduri izolate (n1) astfel: numarati etichetele distincte care
apar 1n lista muchiilor (n2) si n1=n-ny. In graful Gs, in lista de muchii existi 7 etichete
distincte. Numarul de noduri izolate este 1 (8-7).

N

N

v

Observatie: Intr-un graf cu n noduri, oricare ar fi nodul x,, gradul sdu este mai mare sau
egal cu 0 si mai mic sau egal cu n-1 (0<d(xx)<n-1).

1. Tn graful G,: precizati gradul nodului 3 si identificati nodul cu gradul cel
mai mare, nodurile izolate si nodurile terminale.
2. In graful Gs: identificati nodurile care au gradul 2, precizati cate noduri

au gradul impar si care este nodul cu gradul cel mai mare.
3. In graful Gs: precizati gradul nodului 3, identificati nodurile izolate si nodurile terminale,
precizati cate noduri au gradul 2 si cate noduri au gradul impar.

Teorema 2

Daca graful G are m muchii (ug, Uy, ..., Uy) Si N noduri (X1, X, ..., Xn), atunci intre gradul
nodurilor si numarul de muchii exista urmatoarea relatie: suma gradelor tuturor nodurilor
grafului este egala cu dublul numarului de muchii:

n

2.d(x;)=2m

i=1
Demonstratie. Fiecare muchie uk = [xj, Xj] corespunde unei unitati din gradul nodului x; si unei unitati
din gradul nodului x;. Rezulta cé fiecare muchie contribuie cu 2 unitati la suma gradelor.
Exemplu. Tn graful G4: d(1) + d(2) + d(3) + d(4) + d(5) + d(6) + d(7) + d(8) + d(9) + d(10) +
d(11) = 2+2+3+2+4+1+2+1+1+0+0 = 18 = 2x9 = 2xm
Propozitia 1. Pentru orice graf G, numarul nodurilor de grad impar este par.

Demonstratie. Suma gradelor nodurilor fiind un numar par, aceastd suma trebuie s& contind un
numar par de termeni care sunt numere impare.

Exemplu. In graful G exista 4 noduri cu grad impar (3, 6, 8 si 9).
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Propozitia 2. Numarul minim de muchii, mmin, pe care trebuie sa le aiba un graf neorientat,
cu n noduri, ca sa nu existe noduri izolate, este:

n+1
M pin = T

Demonstratie. Pentru ca un nod X; sa nu fie izolat, trebuie ca d(X;)>1. Pentru ca toate nodurile sa nu
fie izolate, trebuie ca suma gradelor sa fie mai mare sau egala cu n. Dar, suma gradelor este dublul
numarului de muchii — m. Inseamna ca, pentru n par — mpin=n/2, iar pentru n impar — Mpyin=(N+1)/2.

Teorema 3

Daca graful G are n noduri (n>2), atunci cel putin doua noduri au acelasi grad.
Demonstratie — prin reducere la absurd. Presupunem ca nu este adevéarat. Cum, oricare ar fi nodul
Xk, 0<d(xk)<n-1, inseamna ca singurul sir de n numere, diferite intre ele doua cate doua, care pot
reprezenta gradele unghiurilor este 0, 1, 2, ..., n-1. Deoarece un nod este izolat, cel mai mare grad al
unui nod nu poate fi decéat n-2 (nodul nu se poate lega de el insusi si de nodul izolat). Rezulta ca sirul
de numere definit mai sus (singurul sir care se poate defini) nu poate reprezenta sirul gradelor in graf.

1. In graful G; — verificati ca este indeplinita relatia dintre gradul nodurilor

si numarul de muchii ale grafului. Identificati nodurile cu grad impar si

verificati ca numarul lor este par.

2. Daca un graf are 8 noduri, care este numarul minim de muchii pe care trebuie sa le
aiba, ca sa nu fie noduri izolate. Desenati un graf care, avand numarul minim de muchii
stabilit, nu contine noduri izolate. Daca un graf are 9 noduri, care este numarul minim de
muchii pe care trebuie sa le aiba, ca sa nu fie noduri izolate. Desenati un graf care

avand numarul minim de muchii stabilit nu contine noduri izolate.

2.7.2.3. Sirul grafic

Se numeste sir grafic un sir s de n numere ntregi pozitive (d,, da, ..., dy) care pot
reprezenta gradele unui graf neorientat, cu n noduri.

Propozitia 3

Conditiile necesare ca un sir de n numere intregi pozitive (dy, da, ..., dp)
sa fie un sir grafic sunt:
(1) di<n-1, pentru orice i=1,n;
(2) suma d; +dy + ... +d, trebuie sa fie un numar par.
Demonstratie. Necesitatea conditiei (1) rezulta din faptul c& gradul maxim al unui nod dintr-un graf cu
n noduri poate fi n-1. Necesitatea conditiei (2) rezulta din Teorema 2 — suma gradelor fiind egala cu
dublul numarului de muchii, este un numar par.

Aceste conditii nu sunt intotdeauna si suficiente. Pentru a verifica daca sirul de
numere este sir grafic, se face analiza sirului de numere.

Exemple:

(a) s=(1,1,2,3,3,4,5,5,7,8)

Acest sir nu indeplineste una dintre conditiile necesare — (2) — suma numerelor este 39.
(b) s=(1,1,1,2,2,3,5,6,8,9)

Acest sir indeplineste conditiile necesare (suma numerelor este 38 si fiecare numar este
mai mic sau egal cu 9: 9=10-1). Aceste conditii nu sunt insa suficiente. Din analiza sirului
rezulta ca nodul 10, avand gradul 9, este legat de toate celelalte 9 noduri. Nodurile 1, 2 si
3 sunt noduri terminale. Ele nu pot fi legate decat de nodul 10. Rezulta ca gradul maxim
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pe care 1l poate avea oricare dintre celelalte sase noduri este 6 (ele nu se pot lega de ele
Tnsele si de nodurile 1, 2 si 3). Dar nodul 9 are gradul 8, ceea ce este imposibil.
(c) s=(1,1,1,2,3,4,5,6,6,9)
Si acest sir indeplineste conditile necesare (suma numerelor este 38 si fiecare numar
este mai mic sau egal cu 9). in plus, fatd de sirul (b), avand aceleasi grade pentru
nodurile 1, 2, 3 si 10, indeplineste si conditia ca celelalte noduri sa aiba gradul mai mic
sau egal cu gradul maxim posibil (6). Dar, exista doua noduri cu gradul 6. Ele trebuie sa
se lege améndoua de nodul 4, la care este legat si nodul 10. Nodul 4 trebuie sa aiba cel
putin gradul 3. Dar nodul 4 are gradul 2, ceea ce este imposibil.
(d) s=(1,1,1,3,3,4,4,5,5,9)
Acest sir indeplineste conditiile necesare (suma numerelor este 38 si fiecare numar este
mai mic sau egal cu 9) si este un sir grafic caruia i se poate asocia graful Ge=(Xs,Us), cu
18 muchii, definit astfel:

X6={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Ue={[1,10], [2,10], [3,10], [4,8], [4,9], [4,10], [5,8], [5,9], [5,10], [6,7], [6,8], [6,9], [6,10],

[7,8], [7,9], [7,10], [8,10], [9,107}.

Precizati daca sirurile s;=(1,1,2,2,4) si s,=(0,1,1,1,4) pot fi siruri grafice.
Pentru sirul care este sir grafic, gasiti un graf care i se poate asocia.
2.7.3. Graful orientat

Spre deosebire de graful neorientat, in graful orientat perechile de noduri sunt ordonate.
Graful orientat se mai numeste si digraf.

2.7.3.1. Terminologie

- Elementele multimii U (perechile de noduri) se numesc arce. Multimea U se mai numes-
te si multimea arcelor grafului G. Un arc, fiind un element din multimea U, este
determinat de o submultime ordonata, cu doua elemente, din multimea X: arcul k al
grafului (ui), ce unegte nodurile x; si x;, este determinat de submultimea {xixj} si se
noteaza cu [x;, xj]. [Xi, %] $i [xj, Xi] nu reprezinta acelagi arc al grafului. Graful G are
m arce:

numarul de arce = card(U) =m

- Se numesc noduri adiacente in graful G oricare din perechile de noduri care formeaza
un arc — (x,x)eU sau (x;x)eU. Fiecare dintre cele doua noduri (x; si xj) este nod
incident cu arcul ug = [X;, Xj] sau cu arcul ug = [X;j, Xi].

-> Nodurile x; si Xj sunt extremitatile arcului [x;, Xj]. Nodul x; este extremitatea initiala a
arcului, iar nodul xj este extremitatea finala a arcului.

Se numesc arce incidente doud arce u; si uj care au o extremitate comuna — nodul X.

Se numeste succesor al nodului x; orice nod la care ajunge un arc care iese din nodul
Xi. Multimea succesorilor nodului x; este formata din multimea nodurilor la care ajung
arcele care ies din nodul x;. Se noteaza cu S(x;) si se defineste ca multimea:

SO0 = {5 eX | (xi, xj)eU}.
- Se numeste predecesor al nodului x; orice nod de la care intra un arc in nodul X;.
Multimea predecesorilor nodului x; este formata din multimea nodurilor de la care
ajung arcele care intra in nodul x;. Se noteaza cu P(x;) si se defineste ca multimea:

P() = {x eX| (x;, x;)eU}.

N2
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- Multimea arcelor care ies din nodul X; se noteazéa cu U*(x) si se defineste ca multimea
U* (xi) = {u=(x;, ;) | ueU}.

- Multimea arcelor care intra in nodul x; se noteaza cu U (x;) si se defineste ca multi-
mea U (x;) = {u=(x;j, Xj) | ueU}.

- Nodul sursa al grafului este nodul care are multimea succesorilor formata din toate
celelalte noduri, mai putin el, iar multimea predecesorilor séi este multimea vida.

- Nodul destinatie al grafului este nodul care are multimea predecesorilor formata din
toate celelalte noduri, mai putin el, iar multimea succesorilor sai este multimea vida.

Observatii

1. card(S(x))=card(U"(x)) si card(P(x))=card(U(x)).

2. Pentru nodul sursa al grafului card(S(x))=card(X)-1 si card(P(x))=0.

3. Pentru nodul destinatie al grafului card(P(x))=card(X)-1 si card(S(x))=0.

4. Daca un graf are un nod sursa, atunci nu poate avea un nod destinatie, si invers.

Un graf orientat G este definit de o pereche de multimi: multimea nodurilor sale — X
si multimea arcelor sale — U. El poate fi considerat ca o multime de noduri din care
unele pot fi unite doua cate doua, prin unul sau doua arce.

Graful orientat se reprezinta in plan prin intermediul unor elemente geometrice: nodurile
se reprezinta prin cercuri, iar arcele prin linii drepte care unesc anumite cercuri si care au o
sageata la capatul care corespunde extremitatii finale a arcului.

O/‘ Nodul x; al grafului G

“~—— Arcul u=[x.xj] al grafului G

“— Nodul x; al grafului G
Exemplu:
Gy In graful G;=(X7,U7) — din figura 5:
‘ Ordinul grafului este 5.
Graful are 5 noduri (n=5) si multimea nodurilor este X;={1,2,3,4,5}. (4 3
Graful are 7 arce (m=7) si multimea arcelor este U;={[1,2], [1,4], Fig 5
23], [41], [4,3] [5,2], [5,3] }. 9
Nodul 1 este nod adiacent cu nodurile 2 si 4, iar nodul 3 este adiacent cu nodurile 2, 4
si 5. Nodurile 3 si 4 sunt adiacente deoarece perechea de noduri [4,3]eU7. Nodurile 5 si
4 nu sunt adiacente, deoarece nici una dintre perechile de noduri [4,5] si [5,4] ¢U5.
Nodul 4 este nod incident cu arcele [1,4], [4,1] si [4,3], dar nu este incident cu arcul [1,2].
Nodul 2 este extremitatea initiala a arcului [2,3] si extremitatea finala a arcului [1,2] si
[5,2].
- Arcele [1,2] si [5,2] sunt arce incidente deoarece au un nod comun (nodul 2). Arcele
[1,4] si [2,3] nu sunt arce incidente, deoarece nu au un nod comun.

- Multimea succesorilor nodului 1 este formata din nodurile 2 gi 4. Nodul 2 este nod
succesor al nodului 1, dar si al nodului 5. Nodul 1 este nod succesor al nodului 4, dar si
nodul 4 este nod succesor al nodului 1. Nodul 3 nu are succesori.

- Multimea predecesorilor nodului 3 este formata din nodurile 2, 4 gi 5. Nodul 2 este
nod predecesor al nodului 3. Nodul 1 este nod predecesor al nodului 4, dar si nodul 4
este nod predecesor al nodului 1. Nodul 5 nu are predecesori.

vovd

N2
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Teorema 4

Daca graful orientat G are n noduri (X1, X2, ..., Xp), atunci numarul total de grafuri
orientate care se pot forma cu aceste noduri este g:
nx(n-1)

g=4 ?

3, daca[xyl]e Usi [yx] e U

Demonstratie. Se demonstreaza la fel ca Teorema 1, 2, daci[xy] U

cu deosebirea cad multimea B este {0,1,2,3} -

card(B)=4, iar functia f este definita alaturat. flixy}) =

1,dacafy,x] e U
0,daca(xy]l ¢ Usi [yx] ¢ U

1. in graful Gy — cu ce noduri este adiacent nodul 2?
2. Ingraful G; — cu ce arce este incident nodul 2?

Dati exemplu de doua noduri adiacente in graful Gs.
Dati exemplu de doua noduri care nu sunt adiacente Th graful Gs.
Dati exemplu de doua arce incidente in graful G;.
Dati exemplu de doua arce care nu sunt incidente in graful Gs.
In graful G; precizati ce fel de extremitate este nodul 4 pentru fiecare arc cu care este
incident. Precizati multimea succesorilor si multimea predecesorilor nodului 4.
8.  Desenati graful Gg=(Xg,Usg), definit astfel. Gs
Xs={1,2,3,4,5,6,7}
Ug={[1,2], [1,5], [2,1], [2,4], [3.4], [4.3], [5,3], [6.,5], [6,7], [7,5] }.
9. Cate grafuri orientate se pot construi cu 3 arce?
Desenati 10 dintre aceste grafuri.
10. Pentru graful Gg din figura 6, precizati ordinul, numarul de
noduri, numarul de arce si multimile Xg Si Ug.

Noosrw®

2.7.3.2. Gradele unui nod al grafului orientat Fig. 6
Nodul unui graf orientat este caracterizat prin gradul intern si gradul extern.

Gradul intern al unui nod x; al grafului G este egal cu numarul arcelor care intra in nodul
xi (arce de forma [x;, xi]) si se noteaza cu d (x).
Gradul extern al unui nod x; al grafului G este egal cu numarul arcelor care ies din nodul
x; (arce de forma [x;, x;]) si se noteaz& cu d ().
Terminologie:

- Se numeste nod terminal un nod care are suma gradelor egala cu 1 (gradul intern sau
gradul extern egal cu 1 si gradul extern, respectiv gradul intern, egal cu 0 — d*(x,) = 1 si
d’(x) = 0 sau d'(xy) = 1 si d*(x) = 0). Nodul terminal este incident cu un singur arc.

- Se numeste nod izolat un nod care are suma gradelor egala cu 0 (gradul intern si
gradul extern egale cu 0 — d*(x,) = d"(x) = 0). Nodul izolat nu este adiacent cu nici un
alt nod al grafului, adica nu se gaseste la extremitatea niciunui arc.

Observatii:

1. d'(x)=card(S(x)) si d"(x)=card(P(x)).

2. Daca graful are n noduri, pentru un nod sursa al grafului d*(x)=n-1 si d(x)=0, iar
pentru un nod destinatie al grafului d’(x)=n-1 si d*(x)=0.
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Exemplul 1: e e

Graful G1p=(X10,U10) din figura 7 este definit astfel:
(L85 45.6.159.40) D=C® |
U1o={[1,2], [1,4], [2.1], [2,3], [2,5], [2,6], [2,7], [4.1], . \0 (9)
[7,2], [8,9], [9,8] }-
in graful Gyo: (4) (3) Fig. 7
- Gradul intern al nodului 2 este 2, deoarece are 2 arce
care intra: [1,2] si [7,2]. Gradul extern al nodului 2 este 4, deoarece are 4 arce care ies:
[2,1], [2,3], [2,5] si [2,7].
- Nodul 5 este nod terminal deoarece are suma gradelor egald cu 1 (gradul intern este 1
si gradul extern este 0) si un singur arc incident: [2,5]).
- Nodul 10 este nod izolat, deoarece are gradul O (niciun arc incident).

Exemplul 2:

Fie graful Gn:(Xll,Ull), unde X11:{1,2,3,4,5,6,7,8} SI U]_l:{[l,Z], [1,5], [2,1], [2,3], [2,5],
[3,4], [3,5], [4,3], [4,5], [4,6], [4,7], [5,4]}. Din lista arcelor unui graf orientat, puteti preciza
urmatoarele informatii:

- Gradul extern al unui nod — numarand de cate ori apare eticheta nodului in lista de
arce, ca prim element din pereche. Nodul 3 are gradul extern 2 (in multimea arcelor,
eticheta 3 apare de 2 ori ca prim element: [3,4] si [3,5]).

- Gradul intern al unui nod — numarand de cate ori apare eticheta nodului n lista de
arce, ca al doilea element din pereche. Nodul 5 are gradul 4 (in multimea arcelor,
eticheta 5 apare de 4 ori ca al doilea element: [1,5], [2,5], [3,5] si [4,5]).

-> Multimea succesorilor unui nod este formata din nodurile a caror eticheta apare ca al
doilea element in perechile in care primul element este nodul precizat. Multimea
succesorilor nodului 4 este {3, 5, 6, 7} — arcele: [4,3], [4,5], [4,6] si [4,7].

-> Multimea predecesorilor unui nod este formata din nodurile a céaror eticheta apare ca
prim element Tn perechile Tn care al doilea element este nodul precizat. Multimea
predecesorilor nodului 3 este {2, 4} — arcele: [2,3] si [4,3].

Exemplul 3

Fie grafurile G12=(X12,U12), unde X1,={1,2,3,4} si U1>={[1,2], [1,3], [1,4] [2,3], [3,4], [4,3]}, si
G13=(X13,U13), unde X33={1,2,3,4} si Us={[2,1], [2,3], [3,1], [3.4], [4,1], [4,3]}. Din lista
muchiilor unui graf, puteti preciza urmatoarele informatii:

- Nodul sursa al unui graf apare pe primul loc din pereche de n-1 ori — gi niciodata pe
locul al doilea. In graful Gip, nodul 1 este nod sursa. Desenati graful Gy, pentru a
verifica aceasta afirmatie.

-> Nodul destinatie al unui graf apare pe al doilea loc din pereche de n-1 ori — gi niciodata
pe primul loc. In graful Gis, nodul 1 este nod destinatie. Desenati graful Gi3 pentru a
verifica aceasta afirmatie.

Observatie: Intr-un graf cu n noduri, oricare ar fi nodul x, oricare dintre gradele sale este
mai mare sau egal cu 0 si mai mic sau egal cu n-1 (0<d*(x,) <n-1 si 0<d"(x,) <n-1).

1. In graful Gy — precizati gradul intern si gradul extern ale nodului 5,
identificati nodul cu gradul extern cel mai mare si nodurile cu gradul
intern cel mai mic.

2. In graful Gyo — identificati nodurile care au gradul intern 1, precizati cate noduri au gradul
intern egal cu gradul extern, care sunt nodurile terminale gi care sunt nodurile izolate.
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3. In graful Gy; — precizati gradul intern si gradul extern ale nodului 4, identificati nodurile
izolate si nodurile terminale, identificati nodurile care au gradul extern maxim si nodurile
care au gradul intern egal cu gradul extern.

Teorema b

Daca graful orientat G are m arce (uz, Uy, ..., Uy) Si n noduri (Xg, X2, ..., Xp), atunci intre
gradele nodurilor si numarul de muchii exista urmatoarea relatie: suma gradelor interne
ale tuturor nodurilor este egala cu suma gradelor externe ale tuturor nodurilor si cu
numarul de arce:

n n

>d(x)=Xd (xj)=m

i=1 i=1
Demonstratie. Fiecare arc uk = [Xj, Xj] corespunde unei unitati din gradul extern al nodului x; gi unei
unitati din gradul intern al nodului xj. Rezultd ca fiecare arc contribuie cu o unitate la suma gradelor
interne si cu o unitate la suma gradelor externe.
Exemplu. In graful Gg: d*(1) + d*(2) + d*(3) + d"(4) + d*(5) + d"(6) = 1+3+1+2+2+1 = 10 si
d@)+d@)+d (@) +d(4)+d(5)+d(6) =1+2+2+2+2+1 = 10, m fiind egal cu 10.

In graful Gy, verificati ca este indeplinita relatia dintre gradurile nodurilor
si numarul de arce ale grafului.

2.7.4. Reprezentarea si implementarea grafului

Exista mai multe moduri de reprezentare la nivel logic a unui graf, care pot fi implementate in
memoria unui calculator, folosind diverse tipuri de structuri de date. Aceste reprezentari pot fi
folosite in algoritmii care prelucreaza grafuri si, implicit, in programele prin care vor fi imple-
mentati in calculator acesti algoritmi. Printre modurile de reprezentare a unui graf se numara:

-> reprezentarea prin matricea de adiacenta,

-> reprezentarea prin matricea de incidenta;

- reprezentarea prin lista muchiilor (arcelor);

-> reprezentarea prin lista de adiacenta (listele vecinilor);

-> reprezentarea prin matricea costurilor.

Fiecare reprezentare prezinta avantaje in ceea ce priveste utilizarea eficienta a memoriei
interne, in functie de tipul grafului (cu noduri putine, dar cu muchii multe — sau cu noduri
multe, dar cu muchii putine) si din punct de vedere al eficientei algoritmilor de prelucrare
(In functie de aplicatie). In urméatoarele reprezentéari se considera ca graful G=(X,U) are n
noduri si m muchii.

2.7.4.1. Reprezentarea prin matricea de adiacenta

Matricea de adiacenta a unui graf este o matrice patrata binara de ordinul n (An n),
ale carei elemente aij sunt definite astfel:

={1,dacé[i,j]eu

L1700, dacili,jle U

Implementarea grafului prin matricea de adiacenta se face printr-un tablou bidimensional
(o matrice patratd cu dimensiunea n), astfel:

int a[<n>][<n>];:



170 Implementarea structurilor de date
Exemple:
Graful neorientat G;

1 2 3 4 5 6 7 8 Graful orientat Gg
1/0]1]1]1]0]|]0]0]O 1 2 3 4 5 6
2l1]0]1]l0]12]0]0]0O 1/0]1]0/0]0]0
3/1|/1]0]1|2|/0]0]O 211]0]1]1/0]0
411/0|12|l0|0]0]0]O 3|0[0]0O0]J0O|1]0
5/0/1]1]l0]|0J0]o0]O 410]1]0]0]1]0
6/0/0|J0]j]O|O0O|O]1]1 5/0J0]1]0j0]1
7/|0|l0]0]0O0|J0O|1|0]O 610[0]0]0]1]0
g8|o0|ojojoOo|O|1|]0]|O

Proprietatile matricei de adiacenta:

1. Elementele de pe diagonala principald au valoarea 0 — din definitia grafului rezulta ca
orice muchie (arc) [i. j] trebuie sa respecte conditia i#j.

2. In cazul unui graf neorientat, matricea de adiacentd este o matrice simetrica fata de
diagonala principala, deoarece, daca exista muchia [i. j], atunci exista si muchia [j. i].

Aceasta reprezentare este recomandata pentru problemele in care se testeaza pre-
zenta unei muchii sau a unui arc intre doua noduri, se calculeazé gradul unui nod
etc. — deoarece permite un acces rapid la nodurile gsi muchiile (arcele) unui graf.

Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind matricea de adiacenta
Din matricea de adiacenta puteti obtine urmatoarele informatii:

Graf neorientat

Graf orientat

Suma elementelor matricei de adiacenta este
egala cu 2xm (dublul numarului de muchii).

Suma elementelor matricei de adiacenta este
egala cu m (numarul de arce).

Gradul unui nod i este egal cu suma
elementelor de pe liniai (sau cu suma
elementelor din coloanai).

Gradul extern al nodului i este egal cu suma
elementelor de pe linia i.

Gradul intern al nodului i este egal cu suma
elementelor din coloana i.

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j
(7=1,n) pentru care elementele din linia i sunt
egale cu 1 (a[i][j]=1). Mai pot fi definite ca
nodurile j (j=1,n) pentru care elementele din
coloanai sunt egale cu 1 (a[jl[i]=1).

Succesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n)
pentru care elementele din linia i sunt egale cu
1 (a[i]i1=1).

Predecesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n)
pentru care elementele din coloanai sunt
egale cu 1 (a[j][i]=1).

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j
()=1,n) pentru care elementele din linia i sau
din coloanai sunt egale cu 1 (a[i][j]=1 sau
a[j][i]=1) — reuniunea dintre multimea
succesorilor si multimea predecesorilor nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
gradul nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
cardinalul multimii de noduri adiacente nodului i.

Muchia [i,j] a grafului reprezinta un element al

matricei de adiacenta care Indeplineste conditia:

a[i]fj] = 1 (sau afj][i] = 1).

Arcul [i,j] al grafului reprezintd un element al
matricei de adiacenta care Indeplineste conditia:

aliffil =1




Informatica 171

Exemplu

Se considera graful din figura alaturata. Identificati matricea de adiacenta a
grafului.

a) |0

b) c) d)

=l

olr|k
o|r|o
o|r|o

O O|k

O O|k

=)

ook
=1
ook
olkR|k|k
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1
1
1
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(2=

01
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)

Raspunsul corect este matricea a). Pentru a identifica matricea de adiacenta a grafului din
figura, se vor elimina pe rand variantele incorecte, prin verificarea urmatoarelor conditii:
1. Matricea trebuie sa fie binara — toate matricele indeplinesc aceasta conditie;
2. Elementele de pe diagonala principala trebuie sa aiba valoarea 0 — matricea b) nu
indeplineste aceasta conditie.
3. Deoarece graful este neorientat, matricea trebuie sa fie simetrica — matricea c) nu
indeplineste aceasta conditie.
4. Din analiza grafului se observa ca doua noduri au gradul 2 si doua noduri au gradul
3; In matricea de adiacenta trebuie sa existe doua linii care sa contina doua ele-
mente cu valoarea 1 si doua linii care sa contina trei elemente cu valoarea 1 —
matricea d) nu indeplineste aceasta conditie.

1. Scrieti matricea de adiacenta a grafului G4. Folosind informatiile din
@g matricea de adiacenta, determinati: gradul nodului 5, nodurile izolate
si nodurile terminale.

2. Scrieti matricea de adiacenta a grafului neorientat Gi4=(X14,U14), unde X14={1,2,3,4} si
U14={[1,2], [2,3], [3.4], [4,1]}. Ce proprietate are acest graf? Gug

3. Scrieti matricea de adiacenta a grafului Gg. Folosind informatiile din matricea de adia-
centa, determinati: gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 4, succesorii i
predecesorii nodului 2 si predecesorii nodului 3.

4. Scrieti matricea de adiacentd a grafului Gi;. Folosind informatiile din matricea de
adiacenta, determinati: gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 2, nodurile
adiacente nodului 5, succesorii si predecesorii nodului 4,
nodurile terminale si nodurile izolate. @ @

5. Scrieti matricea de adiacenta a grafului orientat G1s din
figura 8.

6. Scrieti matricea de adiacenta a grafului Gio. Cum iden- 7) Casg
tificati in matricea de adiacenta nodul sursa al grafului?

7. Scrieti matricea de adiacenta a grafului G;z. Cum
identificati Tn matricea de adiacenta nodul destinatie al grafului?

’

Fig. 8

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu matricea de adiacenta

1. Crearea matricei de adiacenta prin introducerea datelor de la tastatura. Deter-
minarea gradului unui nod. Salvarea matricei de adiacenta intr-un figier text.

Se citesc de la tastatura muchiile (arcele) unui graf orientat (neorientat), se creeaza matri-
cea de adiacenta a grafului, se afiseaza nodurile izolate si terminale si se salveaza matri-
cea de adiacenta in figierul text grafl.txt, pentru graful neorientat, si graf2.txt, pentru graful
orientat. In fisierul text se scriu, pe primul rand, ordinul grafului, si pe urmatoarele randuri,
linile matricei de adiacenta. Functia scrie() se foloseste pentru a scrie matricea de
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adiacenta in figier. Deoarece matricea de adiacenta a fost declarata ca variabila globala,
elementele ei sunt initializate cu valoarea 0. Pentru testarea programelor se folosesc
graful neorientat G; si graful orientat Go.

Graful neorientat. Functia grad() se foloseste pentru a determina gradul unui nod.

#include<fstream.h>

int a[10][10],n,m;

fstream f(''grafl.txt',ios::out);

void scrie()

{int i,j; f<<n<<endl;
for(i=1;i<=n;i++)

{for (J=1;j<=n;j++) F<<a[i][jl<<" "; f<<endl;}
f.close():}

int grad(int i)

{int j,g=0;
for (g=1;j<=n;j++) g+=a[illj]; return g;}

void main()

{int i,j,k;
cout<<'numar de noduri
for(k=1;k<=m;k++)

{cout<<"primul nod al muchiei "'<<k<<": "; cin>>i;
cout<<"al doilea nod al muchiel "<<k<<": "'; cin>>j;
alilpl=1; apg1lil=1;}

cout<<"Nodurile izolate sunt: *';

for(i=1;i<=n;i++) 1IFf (grad(i)==0) cout<<i<<" "';

cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: ";
for(i=1;i<=n;i++) if (grad(i)==1) cout<<i<<"™ '';
scrie();}

Graful orientat. Functia grad_int()se foloseste pentru a determina gradul intern al unui

nod, iar functia grad_ext()se foloseste pentru a determina gradul extern al unui nod.

#include<fstream.h>
int a[10][10],n,m;
fstream f('graf2.txt,1o0s::out);
void scrie() {//este identici cu cea de la graful neorientat}
int grad ext(int i)
{int j,g=0;
for (g=1;j<=n;j++) g+=a[illj]; return g;}
int grad int(int i)
{int j,g=0;
for (g=1;j<=n;j++) g+=a[j][i]; return g;}
void main()
{int i,j,k;

;s cin>>n; cout<<"numar de muchii ''; cin>>m;

cout<<'numar de noduri ''; cin>>n; cout<<'numar de arce ''; cin>>m;

for(k=1;k<=m;k++)

{cout<<"nodul initial al arcului "<<k<<": '; cin>>i;
cout<<"nodul final al arcului "'<<k<<": "; cin>>j; a[i][J]1=1;}

cout<<"Nodurile izolate sunt: "';

for(i=1;i<=n;i++) if (grad int(i)+grad ext(i)==0) cout<<i<<" ';
cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: ";

for(i=1;i<=n;i++) 1If (grad int(i)+grad ext(i)==1) cout<<i<<" ';

scrie();}
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2. Crearea matricei de adiacenta prin citirea datelor din figier. Determinarea numa-
rului de vecini ai unui nod. Afigarea muchiilor (arcelor) grafului.

Se citesc din fisierele text create anterior matricele de adiacenta ale celor doua grafuri —
grafl.txt, respectiv graf2.ixt. Se afigeaza nodurile care au cei mai multi vecini (cele mai multe
noduri adiacente). Se determina numarul de muchii (arce) ale grafului si se afiseaza muchiile
(arcele). Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea de adiacenta din figier.

Graful neorientat. Functia nr_m() se folosegte pentru a determina numarul de muchii ale
grafului. La afisarea muchiilor, pentru a nu se afisa de doua ori aceeasi muchie, se
parcurge matricea de adiacenta numai deasupra diagonalei principale

#include<fstream.h>
int a[10][10],n;
fstream f('grafl.txt”,10s::1in);
void citeste()
{int 1,j; >>n;
for(i=1;i<=n;i++)

for (g=1;j<=n;j++) >>a[illj]; f.close();}
int nr mQ
{int i,j,m=0;
for(i=1;i<=n;i++)

for (J=1;j<=n;j++) mt=a[i][j]; return m/2;}
int grad(int 1) {// este identici cu cea de la exemplul anterior}
void main()
{int i,j,max; citeste(); max=grad(l);
for(i=2;i<=n;i++) If (grad(i)>max) max=grad(i);
cout<<'Nodurile cu cei mai multi vecini sunt: ";
for(i=1;i<=n;i++) IFf (grad(i)==max) cout<<i<<" ';
cout<<endl<<"Graful are "'<<nr m()<<" muchii ''<<endl;
cout<<"Muchiile grafului sunt: "';
for(i=1;i<=n;i++)

for (g=i+l;j<=n;j++) if (a[illi]==1) cout<<i<<"-"<<j<<" "; }
Graful orientat. Functia nr_a() se foloseste pentru a determina numarul de arce ale
grafului. Functia vecini () se foloseste pentru a determina numarul de vecini ai unui nod.
La afisarea arcelor, se parcurge toata matricea de adiacenta.

#include<fstream.h>
int a[10][10],n;
fstream F(''graf2.txt',i0s::in);
void citeste(){//este identici cu cea de la graful neorientat}
int nr aQ)
{int i,j,m=0;
for(i=1;i<=n;i++)
for (J=1;j<=n;j++) m+t=a[i][j]; return m;}
int vecini(int i)
{int j,v=0;
for g=1;j<=n;j++) if (alil(1==1 |l a[§1[i1==1) v++; return v;}
void main()
{int i,j,max; citeste(); max=vecini(l);
for(i=2;i<=n;i++) If (vecini(i)>max) max=vecini(i);
cout<<"Nodurile cu cei mai multi vecini sunt: "';
for(i=1;i<=n;i++) if (vecini(i)==max) cout<<i<<" ';
cout<<endl<<"Graful are "<<nr_a()<<" arce "<<endl;
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cout<<Arcele grafului sunt: *;
for(i=1;i<=n;i++)
for (g=1;j<=n;j++) it (@[illJ]1==1) cout<<i<<"-"<<j<<" ";}
3. Crearea matricei de adiacenta prin citirea muchiilor (arcelor) din figier. Determi-
narea vecinilor unui nod.

Datele se citesc din figierul text graf3.ixt, pentru graful neorientat, si graf4.txt, pentru graful
orientat. In figier sunt scrise, pe primul rand, despartite prin spatii, numarul de noduri si nu-
marul de muchii (arce) ale grafului, i apoi pe cate un rand, separate prin spatiu, cele doua
noduri terminale ale fiecarei muchii (arc). Se afigeaza vecinii fiecarui nod. Functia
citeste() se foloseste pentru a citi datele din figier, iar functia vecini () pentru a deter-
mina vecinii unui nod. Figierele text se creeaza cu ajutorul unui editor de texte. Pentru
testarea programelor se folosesc graful neorientat G si graful orientat Gg.

Graful neorientat.

#include<fstream.h>

int a[10][10],n,m;

fstream F(''graf3.txt',10s::in);

void citeste()

{int k,i,j; >>n>>m;

for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j; ali]lJjl=1; aljlli]=1;} T.close(Q:}
void vecini(int 1)

{for(int j=1;j<=n;j++) 1f(a[i]lj]==1) cout<<j<<" ";}

void main()

{int i; citeste(); cout<<"Vecinii fiecarui nod sunt: "<<endl;
for (i=1;i<=n;i++) {cout<<Nodul "<<i<<": ''; vecini(i); cout<<endl;}}
Graful orientat.

#include<fstream.h>

int a[10][10],n,m;

fstream f('graf4._txt'”,10S::10n);

void citeste()

{int k,i,j; >>n>>m;

for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j; ali][jl=1;} f.close();}

void vecini(int i)

{for(int j=1;j<=n;j++) if(alil1==1 |l alll[i]==1) cout<<j<<" ";}
void main()

{int i; citeste(); cout<<"Vecinii fiecarui nod sunt: '<<endl;
for (i=1;i<=n;i++H){cout<<"Nodul "<<i<<": '; vecini(i); cout<<endl;}}

4. Generarea matricei de adiacenta.

Pentru a testa programele care prelucreaza grafuri implementate cu matricea de adiacents,
puteti s& generati aleatoriu matricea de adiacenta. Functia generare() genereaza matri-
cea de adiacenta a unui graf neorientat, cu n noduri $i m muchii.

#include<iostream.h>
#include<stdlib.h>
int a[10][10],n,m;
void generare()
{int k=0,i,j; randomize();
while(k<m)

{i=randQ%n+1; j=randQ%n+1;

if(il=j && a[illi1==0) {alillil=1; alil[il=1; k++;}}}
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void main() {cout<<'n= '"*; cin>>n; cout<<'m= *'; cin>>m;
while (m>n*(n-1)/2) {cout<<"m= "'; cin>>m;}
generare(); -..

1. Intr-un fisier este scrisd o matrice patrata, astfel: pe primul rand, un

@ numar care reprezinta dimensiunea matricei, si pe urmatoarele randuri,

valori numerice despartite prin spatiu — care reprezinta elementele de
pe cate o linie a matricei. Sa se verifice daca aceasta matrice poate fi matricea de adia-
centa a unui graf. In caz afirmativ, sa se precizeze daca graful este orientat sau neorientat

Scrieti un program care sa genereze aleatoriu matricea de adiacenta a unui graf orientat.

3. Scrieti un program care citeste dintr-un figier matricea de adiacenta a unui graf neorien-
tat si care determina numarul minim de muchii care trebuie adaugate pentru ca graful sa
nu contina noduri izolate.

4. Scrieti un program care citeste, din doua figiere text, gl.txt si g2.txt, matricele de
adiacenta a doua grafuri, Ga=(X,Ua) si Gp=(X,Up), si care determina matricea de
adiacenta a grafului reuniune G=(X,Uy), unde U= U, UUy, care se salveaza in figierul
g3.txt si matricea de adiacenta a grafului intersectie Gi=(X,Uj), unde Uj= Ua "Up, care
se salveaza in figierul g4.txt.

5. Scrieti un program care citeste din figierul text graf2.txt informatii despre un graf
orientat (de pe prima linie — numarul de noduri, apoi matricea de adiacenta) si de la
tastatura o multime A de numere care reprezinta etichetele unor noduri din graf — si
care afiseaza multimea arcelor ce au o extremitate Tntr-un nod din multimea A si o
extremitate in mutimea X-A (X fiind multimea nodurilor grafului). Pentru testarea
programului, se vor folosi graful Gg si multimea A={1,3,4,6}.

N

2.7.4.2. Reprezentarea prin matricea de incidenta

Matricea de incidenta a unui graf neorientat este o matrice binara cu n linii gi m
coloane (Anm), ale carei elemente ai;j sunt definite astfel:
_ J1,dacii,jle U
170, dacili,jle U

Implementarea grafului neorientat prin matricea de incidentd se face printr-un tablou
bidimensional (0 matrice cu dimensiunea nxm), astfel:
int a[<n>][<m>];

Graful neorientat G,

Y13 Ug(7) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

U5 e 1|1|1]1|]0]l0]|0|0]0O]0O

5 Ug 2|1|/0]J]0}|1|12]0]|]0|0]|O

Ug— U7 ® 3/of/1/o]1]of1]1]0]0

Graful G, 410(0]2]0|]0|1|0]J0]O0

Fig. 9 5/0/0]|0]0|1]0]1]0]0O

s L . . 6|/ 0/0|0|0]|0|]0|O0]|1]1

Proprle_taglle _matrl.cel de incidenta a Tololololololollo
grafului neorientat:

8/0[0|]0]|]0]0|0]O0O]O]1

1. Pe fiecare coloana exista doua ele-
mente cu valoarea 1 (pe liniile i si j care corespund nodurilor incidente cu muchia), iar
restul elementelor au valoarea O.
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2. Matricea de incidenta are 2xm elemente egale cu 1, deoarece fiecare muchie este
incidenta cu douéa noduri.

Matricea de incidenta a unui graf orientat este o matrice cu n linii i m coloane
(Anm), ale carei elemente aij sunt definite astfel:

1, daca nodul i este extremitat ea finala a arcului j
a ;=91 dacanodul i este extremitat ea initniti a arcului j
0, daca nodul i nu este extremitat e a arcului |
Implementarea grafului neorientat prin matricea de incidentd se face printr-un tablou
bidimensional (o matrice cu dimensiunea nxm), astfel:
int a[<n>][<m>];

Graful orientat Gg

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1{1]-1/]0|0]0O|JO]|]O]0OJO]O
2(-1j1|-12}|]-1]1]J]0]J]0|0|J0O0]O
3/|0|]0j1]J]0]|0]1]|-1]0]0]O
4/0]0|0|2]|-1]0fj0O0|-1]0]O

Graful Gg 5]0/0]0|0]|]0O|-12]1]1]1]-1
Fig. 10 6/0|0|0|J]0]|0]0O0OJ]O]|]O]|-1]1

Proprietatile matricei de incidenta a grafului orientat:

1. Pe fiecare coloana exista un element cu valoarea 1 (pe linia i care corespunde extremitatii
finale a arcului) si un element cu valoarea -1 (pe linia j care care corespunde extremitatii
initiale a arcului), iar restul elementelor au valoarea 0.

2. Matricea de incidentd are m elemente egale cu 1 si m elemente egale cu -1, deoarece fie-
care arc are o extremitate finala si o extremitate initiald. Suma elementelor matricei este 0.

Aceasta reprezentare este recomandata pentru grafurile care au un numar mare de
noduri gi un numar mic de muchii.

Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind matricea de incidenta
Din matricea de incidenta puteti obtine urmatoarele informatii:

Graf neorientat Graf orientat
Gradul unui nod i este egal cu suma Gradul intern al unui nod i este egal cu
elementelor de pe linia i. numarul de elemente cu valoarea 1 de pe

linia i. Gradul extern al unui nod i este egal
cu numarul de elemente cu valoarea -1 de pe

liniai.
Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j Succesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n) pen-
(7=1,n) pentru care elementele din linia j sunt tru care elementele din linia j sunt egale cu 1
egale cu 11n coloana k (k=1,m) in care si in coloana k (k=1,m) Tn care elementele de pe
elementele de pe linia i au valoarea 1: linia i au valoarea -1: a[i][k] = -1 si a[jl[k] = 1.
alillk] = 1 si a[jl[k] = 1. Predecesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n)

penru care elementele din linia j sunt egale cu
-1 1n coloana k (k=1,m) in care elementele de pe
linia i au valoarea 1: a[i][k] = 1 si a[j][K] = -1.
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Graf neorientat Graf orientat

Nodurile adiacente nodului i sunt date de
reuniunea dintre multimea succesorilor si
multimea predecesorilor nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
gradul nodului. cardinalul multimii de noduri adiacente nodului i.
Muchia k = [i,j] a grafului este determinata de Arcul k =Ti,j] al grafului este determinat de

doua elemente ale matriceii a[ilkj] si a[j]kj], care | doua elemente ale matricei, a[ilkj] si a[jkj], care

indeplinesc conditia a[i][k] = 1 si a[j][k] =1, si | Tndeplinesc conditia a[i][k] = -1 si a[jl[K] = 1, si

semnifica faptul cd muchia k este incidenta cu | semnifica faptul ca arcul k iese din nodul i si
nodurile i si j. intra in nodul j

1. Scrieti matricea de incidenta a grafului neorientat G4. Folosind infor-
@g matiile din matricea de incidentd, determinati: gradul nodului 5, nodurile
izolate si nodurile terminale.

2. Scrieti matricea de incidenta a grafului neorientat Gi4. Ce proprietate are acest graf?

3. Scrieti matricea de incidentd a grafului Gg. Folosind informatiile din matricea de inci-

denta, determinati: gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 4, succesorii i

predecesorii nodului 2 si predecesorii nodului 3.

Scrieti matricea de incidenta a grafului orientat G1¢ din figura 11.

5. Scrieti matricea de incidenta a grafului G11. Folosind informa-
tile din matricea de incidenta determinati: gradul intern al
nodului 5, gradul extern al nodului 2, nodurile adiacente
nodului 5, succesorii si predecesorii nodului 4, nodurile termi-
nale si nodurile izolate.

6. Scrieti matricea de incidenta a grafului Gi3. Cum identificati, in matricea de incidenta,
nodul sursa al unui graf?

7. Scrieti matricea de incidenta a grafului Gi4. Cum identificati, in matricea de incidenta,
nodul destinatie al unui graf?

Ca

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu matricea de incidenta

1. Crearea matricei de incidenta prin introducerea datelor de la tastatura. Deter-
minarea gradului unui nod. Salvarea matricei de incidenta intr-un figier text.

Se citesc de la tastaturd muchiile (arcele) unui graf orientat (neorientat). Se creeaza
matricea de incidenta a grafului. Se afiseaza gradul nodului p a carui eticheta se introduce
de la tastaturd. Se salveaza matricea de incidenta in fisierul text graf5.txt, pentru graful
neorientat, si graf6.txt, pentru graful orientat. In fisierul text se scriu pe primul rand ordinul
grafului si numarul de muchii, iar pe urmatoarele randuri, linile matricei de incidenta.
Functia scrie() se foloseste pentru a scrie matricea de incidenta in figier. Pentru testarea
programelor se folosesc graful neorientat G si graful orientat Gg.

Graful neorientat. Functia grad() se foloseste pentru a determina gradul unui nod.

#include<fstream.h>
int a[10][10],n,m;
fstream F(''graf5.txt",10s::out);
void scrie()
{int i,j; f<<n<<" "'<<m<<endl;
for(i=1;i<=n;i++)
{for(k=1;k<=m;k++) f<<a[i][k]<<" "'; *F<<endl;}
f.close():;}
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int grad(int 1)

{int g=0,k;

for(k=1;k<=m;k++) g+=a[i][k]; return g;}

void main()

{int 1,j,p.k;

cout<<"numar de noduri ''; cin>>n; cout<<"numar de muchii '; cin>>m;
for(k=1;k<=m;k++)

{cout<<"primul nod al muchiei "'<<k<<": '; cin>>i;
cout<<"al doilea nod al muchiel "<<k<<": "; cin>>j;
alillk]=1; aljl1[k]=1:;}

cout<<"nodul= '"; cin>>p;

cout<<"Gradul nodului "<<p<<" este "'<<grad(p)<<endl;

scrie();}

Graful orientat. Functia grad_int() se foloseste pentru a determina gradul intern al unui
nod, iar functia grad_ext()se foloseste pentru a determina gradul extern al unui nod.

#include<fstream.h>
int a[10][10],n,m;
fstream f('graf6.txt”,10s::out);
int scrie() {//este identici cu cea de la graful neorientat }
int grad int(int i)
{int g=0,k;
for(k=1;k<=m;k++) if (a[il[k]==1) g++; vreturn g;}
int grad ext(int i)
{int g=0,k;
for(k=1;k<=m;k++) 1If (a[i]l[k]==-1) g++; return g;}
void main()
{int 1,j,p.k;
cout<<"numar de noduri *'; cin>>n; cout<<'numar de muchii "; cin>>m;
for(k=1;k<=m;k++)
{cout<<"nodul initial al arcului "<<k<<": '; cin>>i;
cout<<'nodul final al arcului "<<k<<': '; cin>>j;
ali][k1=-1; aj1[K1=1:}
cout<<'nodul= "; cin>>p;
cout<<"Gradul intern al noduluil "<<p<<" este "'<<grad int(p)<<endl;
cout<<"Gradul extern al noduluil "<<p<<" este "<<grad ext(p)<<endl;

scrie();}
2. Crearea matricei de incidenta prin citirea datelor din figier. Afigarea vecinilor
unui nod.

Se citesc din figierele create anterior (graf5.txt, respectiv graf6.txt) matricele de incidenta
ale celor doua grafuri si se afiseaza vecinii unui nod x a carui eticheta se introduce de la
tastatura. Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea de incidenta din fisier.

Graful neorientat. Functia vecini () se foloseste pentru a determina vecinii unui nod.

#include<fstream.h>
int a[10][10],n;
fstream f('graf5.txt'”,10S::10n);
void citeste()
{int i,k; >>n>>m;
for(i=1;i<=n;i++)
for (k=1;k<=m;k++) f>>a[i][k]; f.close(Q:}
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void vecini(int 1)
{int k,j;
for(k=1;k<=m;k++)
ifCalil[k]l==1) for(=1;j<=n;j++)
if@g''=i && a[jl[k]==1) cout<<j<<" "";}

void main()
{int p; cout<<"nodul= *; cin>>Xx; citeste();
cout<<"Vecinii nodullui "<<x<<" sunt nodurile *; vecini(X);}
Graful orientat. Vectorii binari s si p se folosesc pentru a memora succesorii, respectiv prede-
cesorii nodului X. Elementul i are valoarea 1 daca nodul i este succesor, respectiv predecesor
al nodului x; altfel, are valoarea 0. Functile succ() si pred() se folosesc pentru a determina
n vectorii s $i p succesorii, respectiv predecesorii unui nod. Functia vecini() se foloseste
pentru a determina vecinii unui nod, prin reuniunea multimii predecesorilor $i a succesorilor.
#include<fstream.h>
int a[10][10],n,m,s[10],p[10];
fstream F(''graf6.txt',10s::in);
void citeste() {//este identica cu cea de la graful neorientat }
void succ(int 1)
{for(int k=1;k<=m;k++)

if(a[i]l[k]==-1) for(int j=1;j<=n;j++)

ifg'!'=i && a[jlik]==1) s[]1=1:;}

void pred(int i)
{for(int k=1;k<=m;k++)

if(a[i]l[k]==1) for(int j=1;j<=n;j++)

iIfg!=1 & a[illkl==-1) pLil=1:}

void vecini(int i)
{int j; succ(i); pred(i);
for(=1;j<=n;j++) if =i && (sl1=1 || pLi]==1)) cout<<j<<" ";}
void main()
{int Xx; cout<<"nodul= *; cin>>x; citeste();
cout<<"Vecinii nodullui "'<<x<<" sunt nodurile *; vecini(X);}

3. Crearea matricei de incidenta prin citirea muchiilor (arcelor) din figier. Prelucrarea
informatiilor asociate muchiilor.

Datele se citesc din fisierul text graf7.txt, pentru graful neorientat, si graf8.txt, pentru graful
orienatat. Tn fisier sunt scrise, pe primul rand, despartite prin spatii, numarul de noduri gi
numarul de muchii (arce) ale grafului, si apoi, pe cate un rand, separate prin spatiu, cele doua
noduri terminale ale fiecarei muchii (arc) si lungimea muchiei (arcului). Se afiseazd muchiile
(arcele) care au lungimea mai mare decéat lungimea medie a muchiilor (arcelor) din graf. Se
folosegte vectorul d pentru a memora lungimea fiecarei muchii (arc). Functia citeste() se
foloseste pentru citi datele din figier, functia medie() pentru a determina lungimea medie a
muchiilor (arceor) din graf iar functia afisare() pentru a afiga muchiile (arcele) care au
lungimea mai mare decat media. Figierele text se creeaza cu ajutorul unui editor de texte.
Pentru testarea programelor se folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg. In aceste
grafuri se asociaza fiecarei muchii (arc) o valoare pentru lungime.

Graful neorientat

#include<fstream.h>
int a[10][10],d[10],n,m;
fstream F(''graf7.txt',10s::in);
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void citeste()
{int k,1,j,1; >>n>>m;
for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j>>1; a[i]llk]=1; a[jl[k]=1; d[K]=1;}
f.close(:;}
float media()
{int 1,s=0;
for(i=1;i<=m;i++) s+=d[i]; return (float)s/m;}
void afiseaza()
{int i,k; float dm=media();
for(k=1;k<=m;k++)
it (d[k]>dm)
{for (i=1l;i<=n;i++) If (a[il[k]==1) cout<<i<<"™ ';
cout<<™ cu lungimea "<<d[k]<<endl;}}
void main()
{citeste(); cout<<"Media lungimii este: "<<media()<<endl;
cout<<"Muchiile sunt: "<<endl; afiseaza();}

Graful orientat

#include<fstream.h>
int a[10][15].,d[15],n,m;
fstream F('graf8.txt',10S::10n);
void citeste()
{int k,i,j,1; >>n>>m;
for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j>>1; a[il[k]=-1; alillk]=1; d[k]=1:}
f.close(Q; }
float media() {//este identici cu cea de la graful neorientat }
void afiseaza()
{int i,k,x,y; float dm=media();
for(k=1;k<=m;k++)
it (d[k]>dm)
{for (i=1l;i<=n;i++) {if (a[illk]==-1) x=i;
if (ali]l[k]==1) y=i:}
cout<<x<<"-"<<y<<" cu lungimea "<<d[k]<<endl;}}
void main()
{citeste(); cout<<"Media lungimii este: "<<media()<<endl;
cout<<"Arcele sunt: "<<endl; afiseaza();}

4. Crearea matricei de incidenta prin citirea datelor din matricea de adiacenta.
Afigsarea muchiilor si a nodurilor izolate.

Matricele de adiacentd se citesc din figierele text create anterior: grafl.txt, pentru graful
neorientat, si graf2.txt, pentru graful orientat. Se creeaza matricele de incidenta ale celor doua
grafuri, se afiseazéd muchiile (arcele) si nodurile izolate. Se salveaza in figierul text graf9.txt,
respectiv graf10.txt, informatiile despre muchii, astfel: pe primul rand, despartite prin spatii,
numarul de noduri si numarul de muchii (arce) ale grafului, si apoi, pe cate un rand, separate
prin spatiu, cele doua noduri terminale ale fiecarei muchii (arc). Se folosesc matricele a pentru
matricea de adiacenta si b pentru matricea de incidenta si functile citeste() pentru a citi
matricea de adiacenta din fisier, salveaza() pentru a salva in figierul text informatiile despre
muchiile (arcele) grafului, transforma() pentru a obtine matricea de incidenta din matricea
de adiacenta, afiseaza_noduri_izolate() pentru a afiga nodurile izolate, si
afiseaza _muchii() pentru a afisa muchiile (arcele). Pentru testarea programelor se
folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.
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Graful neorientat

#include<fstream.h>
int a[10][10],b[10]1[20],n,m;
fstream f1('grafl.txt”,ios::in),f2('graf9.txt",i0s::0out);
void citeste()
{int i,j; f1>>n;
for(i=1;i<=n;i++)
for(g=1;j<=n;j++) {f1>>a[illil; ifCa[illil==1) m++;}
m=m/2; fl.close();}
void transforma()
{int i,j,k=1;
for (i=1;i<=n;i++)
for (4=1:j<i;j++) if (alillil==1) {bl[illk]1=1; bLillk]=1; k++;}}
void afiseaza muchii()
{for (int k=1; k<=m; k++)
{cout<<’ Muchla <<k<<
for (int I=1;i<=n;i++) |f (b[l][k] =1) cout<<i<<" '*; cout<<endl;}}
void afiseazainodurlilzolate()
{int i,k,Xx;
for (i=1;i<=n;i++)
{for (k=1,x=0;k<=m && x==0;k++) if (bL[i][k]==1) x=1;
it (IX) cout<<i<<" ";}}
void salveaza()
{f2<<n<<" “'<<m<<endl;
for (int k=1;k<=m;k++)
{for (int i=1;i<=n;i++) Iif (bL[i][k]==1) f2<<i<<" "; f2<<endl;}
f2_.close();}
void main()
{citeste(); transforma(); afiseaza_muchii();
cout<<'Nodurile izolate sunt: *; afiseaza_noduri_izolate();
salveaza(Q);}

Graful orientat

#include<fstream.h>
int a[10][10],b[10][20],n,m;
fstream Ff1('grafl.txt",ios::in),f2(""'grafo.txt",ios::out);
void citeste()
{int i,j; f1>>n;
for(i=1;i<=n;i++)
for(=1;j<=n;j++) {f1>>a[i][j]1; ifa[illj]1==1) m++;} fl.close(;}
void transforma()
{int i,j.k=1;
for (i=1;i<=n;i++)
for g=1;j<=n;j++) if (alilbj]==1) {bLil[K]=-1; bJ1[K]=1; k++;}}
void afiseaza arce()
{int i,k,x,y;
for (k=1; k<=m; k++)
{cout<<"Arcul "<<k<<"
for (i=1;i<=n;i++) {|f (b[l][k]———l) x=i; If (b[i][k]==1) y=i;}
cout<<x<<"- <<y<<endl 3
void afiseaza noduri_izolate()
{int i,k,x;
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for (i=1;i<=n;i++)
{for (k=1,x=0;k<=m && x==0;k++) if (b[i][K]=1 || b[il[K]==-1) x=1;
it (IX) cout<<i<<" ";}}
void salveaza()
{int i,k;
f2<<n<<" "'<<m<<endl;
for (k=1;k<=m;k++)
{for (i=1;i<=n;i++) {if (b[i]1[k]==-1) x=i; if (b[i][k]==1) y=i;}
f2<<x<<" "'<<y<<endl;}
f2_.close();}
void main()
{citeste(); transforma(); afiseaza arce();
cout<<'Nodurile izolate sunt: *; afiseaza noduri_izolate();
salveaza();}

1. Intr-un fisier text este scrisd o matrice, astfel: pe primul rand — doua

@ numere separate prin spatiu, care reprezintd numarul de linii si
numarul de coloane ale matricei, si, pe urmatoarele randuri — valori

numerice despartite prin spatiu, care reprezinta elementele de pe cate o linie a matricei.

a. Scrieti un program care sa verifice daca aceastd matrice poate fi matricea de
incidenta a unui graf neorientat. In caz afirmativ, s& se afigeze cate noduri izolate are
graful (Indicatie. Se verifica urméatoarele conditii: a) sa fie o matrice binara; b) suma
elementelor de pe fiecare coloana sa fie egala cu 2; c) sa nu existe doua coloane
identice. Un nod este izolat daca suma elementelor de pe linia sa este egala cu 0).

b. Scrieti un program care sa verifice daca aceastda matrice poate fi matricea de
incidenta a unui graf orientat. in caz afirmativ, sa se determine cate noduri care au
gradul intern egal cu gradul extern exista (Indicatie. Se verificd urméatoarele conditii:
a) pe fiecare coloana sa nu existe decat o valoare egala cu 1, una egala cu -1 si
restul egale cu 0O; b) sa nu existe doua coloane identice. Un nod are gradul intern
egal cu gradul extern daca suma elementelor de pe linia sa este egala cu 0).

2. Scrieti un program care citeste din figierul text graf6.txt matricea de incidenta a grafului
orientat si care:

a. afiseaza numarul de vecini ai unui nod p a carui eticheta se citeste de la tastatura;

b. genereaza matricea de adiacenta a grafului din matricea de incidenta si o salveaza
n figierul graféa.txt.

2.7.4.3. Reprezentarea prin lista muchiilor

Lista muchiilor unui graf este formata din m elemente care contin, fiecare,
cate o pereche de doua noduri, Xi i xj, care formeaza o muchie,
adica pentru care [xi, xj]eU.

Implementarea acestui tip de reprezentare se poate face folosind una dintre urmatoarele
structuri de date:

- Matricea muchiilor u cu dimensiune mx2, in care fiecare linie corespunde unei
muchii (arc) si in fiecare linie se inregistreaza in cele doua coloane etichetele nodu-
rilor care se gasesc la extremitatile muchiei (arcului).

int u [<m>][2];
Referirea la nodurile adiacente muchiei (arcului) i se face prin u[ 1][0] — extremitatea
initiala a muchiei (arcului), respectiv u[11[1] — extremitatea finala a muchiei (arcului).
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- Vectorul muchiilor u cu dimensiunea m ale carui elemente sunt inregistrari, fiecare
inregistrare fiind formata din doua campuri x si y ce contin etichetele nodurilor care
se gasesc la extremitatile muchiei (arcului). Pentru elementele vectorului se defines-
te tipul de data muchie, de tip inregistrare.

struct muchie {int Xx,y;};

muchie u[<m>];
Referirea la o muchie (arc) i se face prin u[i], iar la unul dintre nodurile adiacente
muchiei (arcului) se face prin u[i].x — extremitatea initialda a muchie (arcului),
respectivu[i] .y — extremitatea finala a muchiei (arcului).

Implementarea cu matrice

0 1
111]2
2113
14
i 213 Graful neorientat G4
2 ; j Implementarea cu vector de Tnregistrari
o oEE l1]2]a]3]2]a]2]3]2[4]3]4]3]5]6][7]6]8]

Implementarea cu matrice

0 1
1|11]2
212 |1
3(2 |4
4l 32 Graful orientat Gg
Z i 2 Implementarea cu vector de Tnregistrari
204 5 Arcele
8153 12 3 4 5 6 7 8 9 10
91516| [a[2]2]a]2[a]3]2][3][5]4]2]4]5]5[3]5]6]6 |5]
10| 6 | 5
Exemple:

Daca implementarea se face folosind matricea, atunci pentru orice muchie (arc) i, u[i][0]
# U[i][1]. Daca implementarea se face folosind vectorul de inregistrari, atunci pentru
orice muchie (arc) i, u[i]-x # u[i].y.

Aceasta reprezentare este recomandata pentru problemele in care se face
prelucrarea succesiva a muchiilor (arcelor). Are avantajul ca permite adaugarea la
tipul de data muchie si a altor cAmpuri (lungime, cost, timp etc.), corespunzator
unor marimi care pot fi asociate muchiilor (arcelor).
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Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind lista muchiilor
Din lista muchiilor puteti obtine urmatoarele informatii:

Graf neorientat

Graf orientat

Gradul unui nod i este egal, in functie de

implementare, cu numarul de aparitii ale

etichetei nodului in matrice, respectiv in
campurile vectorului de Tnregistrari.

Gradul extern al nodului i este egal, in functie
de implementare, cu numarul de aparitii ale eti-
chetei nodului Tn coloana 0 a matricei, respec-
tiv in primul cdmp, n vectorul de inregistrari.
Gradul intern al nodului i este egal, in functie
de implementare, cu numarul de aparitii ale eti-
chetei nodului in coloana 1 a matricei, respec-
tiv in al doilea cAmp, in vectorul de inregistrari.

Nodurile adiacente nodului i sunt, in functie
de implementare, etichetele j din coloana 1,
pentru care u[k][0]=i, sau din coloana 0, pentru
care u[k][1]=i, respectiv etichetele j din cAmpul

Succesorii nodului i sunt, in functie de
implementare, etichetele j din coloana 1 pentru
care u[K][0]=i, respectiv etichetele j din campul

u[k].y pentru care u[k].x=i (k=1,m).

u[k].y, pentru care u[k].x=i, sau din campul
u[k].x, pentru care u[k].y=i (k=1,m).

Predecesorii nodului i sunt, in functie de
implementare, etichetele j din coloana 0 pentru
care u[K][1]=i, respectiv etichetele j din campul

u[k].x pentru care u[k].y=i (k=1,m).

Nodurile adiacente nodului i sunt date de

reuniunea dintre multimea succesorilor gi

multimea predecesorilor nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
gradul nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
cardinalul multimii de noduri adiacente nodului i.

2.

3.

“:Gy7 5.

1. Scrieti lista muchiilor a grafului G4. Folosind informatiile din lista mu-
chiilor, determinati: gradul nodului 5, nodurile izolate si nodurile termi-
nale.

Scrieti lista muchiilor a grafului neorientat Gi14. Ce proprietate are acest graf?

Scrieti lista muchiilor a grafului Gg. Folosind informatiile din lista muchiilor, determinati:

gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 4, succesorii s$i predecesorii nodului 2

si predecesorii nodului 3.

Scrieti lista muchiilor a grafului G1;. Folosind informatiile din lista muchiilor, determinati:

gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 2, nodurile adiacente nodului 5,

succesorii $i predecesorii nodului 4, nodurile terminale si nodurile izolate.

Scrieti lista muchiilor a grafului orientat G;7 din figura 12. Folo-

sind informatiile din lista muchiilor, identificati nodurile izolate. @ @

Scrieti lista muchiilor a grafului Gi3. Cum identificati, in lista \ 0

muchiilor, nodul surs&? @ (6)

Scrieti lista muchiilor a grafului Gi4. Cum identificati, Tn lista ]

muchiilor, nodul destinatie? Fig. 12

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu lista muchiilor

1.

Crearea matricei cu lista muchiilor prin introducerea datelor de la tastatura. Deter-
minarea gradului unui nod. Salvarea informatiilor despre muchii intr-un figier text.

Se citesc de la tastatura muchiile (arcele) unui graf orientat (neorientat). Se creeaza matri-
cea cu muchiile grafului. Se afiseaza nodurile izolate si terminale. Se salveaza matricea cu

m

uchiile grafului Tn fisierul text grafll.txt, pentru graful neorientat, si graf12.txt, pentru graful

orientat. In fisierul text se vor scrie, pe primul rand, ordinul grafului si numé&rul de muchii, iar
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pe urmatoarele randuri, nodurile de la extremitatile unei muchii (arc). Functia scrie() se
foloseste pentru a scrie informatiile din matricea muchiilor in figier. Pentru testarea progra-
melor se folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.

Graful neorientat. Functia grad() se foloseste pentru a determina gradul unui nod.

#include<fstream.h>
int a[10][2].n,m;
fstream f('grafll.txt",ios::out);
int grad(int i)
{int k,g=0;
for (k=1;k<=m;k++) if (a[Kl1[O]l==i1 || alkl[1]==1) g++; return g;}
void scrie()
{int k; f<<n<<" "'<<m<<endl;
for(k=1;k<=m;k++) f<<a[k][0]<<" "<<a[k][1l]<<endl; f.close():}
void main()
{int i,j,k;
cout<<numar de noduri ''; cin>>n; cout<<"numar de muchii '; cin>>m;
for(k=1;k<=m;k++)
{cout<<"primul nod al muchiei "'<<k<<": '; cin>>i;
cout<<"al doilea nod al muchiel "<<k<<": "; cin>>j;
a[kl[0]=i; a[k1[11=3:3}
cout<<"Nodurile izolate sunt: ';
for(i=1;i<=n;i++) It (grad(i)==0) cout<<i<<" ";
cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: *';
for(i=1;i<=n;i++) If (grad(i)==1) cout<<i<<" '';

scrie();}

Graful orientat. Functia grad_int()se foloseste pentru a determina gradul intern al unui
nod, iar functia grad_ext()se foloseste pentru a determina gradul extern al unui nod.

#include<fstream.h>
int a[10][2].n,m;
fstream f('grafl2.txt",io0s::out);
int grad int(int i)
{int g=0,k;
for(k=1;k<=m;k++) if (a[k][1]==1) g++; return g;}
int grad ext(int i)
{int g=0,k;
for(k=1;k<=m;k++) if (a[K][0]==i) g++; return g;}
void scrie() {//este identici cu cea de la graful neorientat }
void main()
{int i,j,k;
cout<<numar de noduri **; cin>>n; cout<<"numar de arce
for(k=1;k<=m;k++)
{cout<<"nodul initial al arcului "<<k<<": '; cin>>i;
cout<<'nodul final al arcului "<<k<<'": '; cin>>j;
a[k][0]=1; a[k][1]1=j:}
cout<<"Nodurile izolate sunt: ";
for(i=1;i<=n;i++) If (grad int(i)+grad ext(i)==0) cout<<i<<" ';
cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: *';
for(i=1;i<=n;i++) If (grad int(i)+grad ext(i)==1) cout<<i<<" ";

scrie();}

;. cin>>m;
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2. Crearea vectorului de muchii prin citirea muchiilor (arcelor) din figier. Prelucrarea
informatiilor asociate muchiilor.

Datele se citesc din fisierele text create anterior: graf7.txt, pentru graful neorientat, si
graf8.txt, pentru graful orientat. Pentru un nod p a carui eticheta se citeste de la tastatura,
se afigeaza cel mai apropiat vecin (sau cei mai apropiafi vecini, daca exista mai multi) la
care se poate ajunge din nodul p. Tn cazul grafului neorientat, cel mai apropiat vecin este
nodul adiacent nodului p care formeaza cu acesta muchia care are lungimea cea mai mica
fatd de muchiile incidente cu ceilalti vecini. In cazul grafului orientat, cel mai apropiat vecin
la care se poate ajunge din nodul p este nodul succesor nodului p care formeaza cu acesta
arcul care are lungimea cea mai mica fata de arcele incidente cu ceilalti succesori. Functia
citeste() se foloseste pentru a citi datele din figier. Pentru testarea programelor se
folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.

Graful neorientat. Functia izolat() determina daca nodul este izolat.

#include<fstream.h>
struct muchie {int x,y,d;};
muchie u[20]; int n,m;
fstream f('graf7.txt'”,10S::10n);
void citeste()
{int k; f>>n>>m;
for(k=1;k<=m;k++) f>>u[k].x>>u[k].y>>u[k].d; f.close(Q):}
int izolat(int i)
{int k,g=0;
for (k=1;k<=m;k++) iIf (u[k]-x==1 || u[k]-y==1) g++; return g==0;}
void main()
{int k,p,min;
citeste(); cout<<"Nodul: '"; cin>>p;
ifT (izolat(p)) cout<<"Nodul "<<p<<"™ nu are vecini'';
else
{k=1;
while (U[K]-x!=p && u[k].y!=p) k++;
min=u[k].d;
for (k++;k<=m;k++)
if (u[k].x==p || ulk].y==p)
it (u[k]-d<min) min=u[k].d;
cout<<Distanta minima este "<<min<<endl;
cout<<Nodurile aflate la distanta minima sunt: *;
for (k=1;k<=m;k++)
{if (U[K]-x==p && u[K].d==min) cout<<u[k].y<<" '';
if (u[k].-y==p && u[k]-d==min) cout<<u[k].x<<" ";}}}

Graful orientat. Functia succ()determina daca nodul are succesori.

#include<fstream.h>

struct arc {int x,y,d;};

arc u[20];

int n,m;

fstream f('graf8.txt',10S::10n);

void citeste() {//este identica cu cea de la graful neorientat }
int succ(int 1)

{int k,g=0;

for (k=1;k<=m;k++) if (u[k]-x==i) g++; return g!'=0;}
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void main()
{int k,p,min; citeste(); cout<<"Nodul: ''; cin>>p;
if (Isucc(p))
cout<<"Nodul "<<p<<" nu are vecini la care sa se poata ajunge'’;
else
{k=1;
while (U[K]-x!'=p) k++;
min=u[Kk].d;
for (k++;k<=m;k++) If (U[K]-x==p && u[k]-d<min) min=u[k].d;
cout<<"Distanta minima este "<<min<<endl;
cout<<"Nodurile aflate la distanta minima sunt: ";
for (k=1;k<=m;k++)
it (Uu[k]-x==p && u[k].d==min) cout<<u[k].y<<" ";}}

1. Scrieti un program care realizeaza urmatoarele:
@g a. reface matricea cu muchiile grafului orientat din figierul text graf12.txt;
b. determina cate noduri izolate are graful si afiseaza aceste noduri;

C. genereaza matricea de adiacentd din matricea muchiilor si o salveaza in figierul text
grafl2a.txt.

(Indicatie. Se numara nodurile distincte care apar in lista muchiilor — n1, iar numarul de

noduri izolate va fi dat de diferenta n-n1.)

2. Scrieti un program care construieste vectorul de muchii din matricea de adiacenta a
grafului orientat care se citeste din fisierul text graf2.ixt si care determina vecinii unui
nod p a carui eticheta se citeste de la tastatura.

3. Scrieti un program care sa genereze aleatoriu, intr-un figier, lista muchiilor unui graf
neorientat (orientat). Numarul de noduri si numarul de muchii se citesc de la tastatura.

4. Scrieti un program care sa genereze aleatoriu, intr-un figier, lista muchiilor unui graf
neorientat (orientat) in care muchiile au asociate 0 marime numita cost. Se citesc de la
tastatura: numarul de noduri, numarul de muchii si limitele intervalului in care marimea
cost poate lua valori.

2.7.4.4. Reprezentarea prin lista de adiacenta

Lista de adiacenta este formata din listele Li (1<i<n) care contin toti vecinii
unui nod x; la care se poate ajunge direct din nodul xi,
adica toate nodurile xj pentru care [xi,xj]eU.

Observatie. In cazul grafului neorientat, lista Li a vecinilor unui nod xi al grafului este
formata din nodurile x; adiacente nodului xi. In cazul grafului orientat, lista Li a vecinilor
unui nod xi al grafului este formata din nodurile x;j care sunt succesorii nodului Xi.

Implementarea acestui tip de reprezentare se poate face: Graful neorientat G;
— static, folosind una dintre urmatoarele structuri de date: | Nod | Lista de adiacenta

A. Matricea listei de adiacenta 1 2. 3,4
B. Vectorii listei de adiacenta 2 1,3,5
- dinamic, cu ajutorul listelor inlantuite. 3 1,2,4,5
. 4 11,3
Implementarea statica 5 |23
A. Matricea listei de adiacenta L cu 2 linii $i n+2xm 6 7.8
coloane pentru graful neorientat, respectiv cu n+m co- 7 6
loane pentru graful orientat, definita astfel: 8 |6
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— Prima linie contine etichetele nodurilor si listele de adiacenta ale fiecarui nod; este
formata din doud sectiuni: Graful orientat Gg

a. Primele n coloane contin etichetele nodurilor: ['Nod | Lista de adiacenta
LEO][i]=1 (1<i<n). 2 '

b. Urmatoarele mx2 coloane, respectiv m coloa-
ne, contin in ordine cele n liste de adiacenta
ale celor n noduri.

— A doua linie contine informatiile necesare pentru a
identifica Tn prima linie lista de adiacenta a fiecarui
nod; este formata din doua sectiuni:

a. Primele n coloane contin, in ordine, pentru fiecare nod i (1<i<n), indicele
coloanei din prima linie din care incepe lista de adiacentd a nodului:
L[11L1]1=3. unde j este indicele coloanei de unde incepe lista de adiacenta
a nodului i. Daca nodul este izolat, se va memora valoarea 0 — L[1][i]=0
(nu exista lista de adiacenta pentru acel nod).

b. Urmétoarele mx2 coloane, respectiv m coloane, contin in ordine informatii
despre modul in care se finlantuiesc elementele din listd. Daca nodul
L[OJ[1] se gaseste in interiorul listei, atunci L[1][i]=1+1 (indicele
urmatorului element din listd). Daca nodul L[O][1] se gaseste la sfarsitul
listei, atunci L[1] [1]=0 (s-a terminat lista de adiacenta a nodului i).

Matricea este definita astfel:
a) pentru graful neorientat: int L[2][<n>+2*<m>];
b) pentru graful orientat: int L[2][<n>+<m>];

Graful neorientat G;

7314

5
6

OB IWINF|O

1
5
2
3
5

Noggrile L1 L2 Ls Ls4 Ls Le L7 Lg
el N7 A \ A N A N\ T \ [ \
1({2|3|4|(5|6|7(8|2|3[4|1(3|5|1(2|4|5]1]|3|2|3|7|8|6]|86
9112]15(19|21|23|25(26|10(11| 0 |13(14| 0 (16|17|18| 0 |[20| 0 (22| 0 |24| 0|0 | O
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

—_—

. Indicii coloanelor
Graful orientat Gg

NO(:IJLdriIe L1 L2 L3 L4 Ls Ls
- N o I R
1/2(3|4|5|6|2|1|3|4|5|2|5|3|]6]|38
718111(12|14)116{ 0| 9|10/ 0| 0 20| 0 |22|/0 | O
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
N— —

|

Indicii coloanelor

B. Vectorii listei de adiacenta: un vector L cu dimensiunea mx2, pentru graful neorien-
tat, respectiv cu dimensiunea m, pentru graful orientat, care contine listele de adia-
centa ale fiecarui nod, si un vector cap, cu dimensiunea n, care contine indicii de la
care incepe lista vecinilor fiecarui nod in vectorul L. Indicii din vectorul cap corespund
etichetelor nodurilor. Cei doi vectori sunt definiti astfel:

a) pentru graful neorientat: int cap[<n>],L[2*<m>];
b) pentru graful orientat: int cap[<n>],L[<m>];
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Graful neorientat G;

1 2 3 4 5 6 7 8
cap | 1 | 4 | 7 | 112 | 13 | 15 18 |

A VN e N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
L [2]3]4]1[3|s5]1f2]a[5[]1[3[]2[]3[7[8][6]6]
A\ ~ J L ~ J\ ~ / \ J\L /\__I\__I\__I
L1 Lo L3 La Ls Le Lz Ls
Graful orientat Gg
1 2 3 4 5 6

cap | 1 [ 2 [ 5 ] 6 ] 8 | 10 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

L [2]a1]3[4]5]2[5][3]6]5]

R e e e i ot
L1 L2 L3 La Ls Le

Observatie. Fiecare listd de vecini Li, contine indicii coloanelor j in care se gasesc valori
de 1 Tn matricea de adiacenta (a[i]1[J]1=1).

Implementarea dinamica

Lista de adicenta a fiecarui nod se memoreaza intr-o lista simplu nlantuita, ale carei ele-
mente sunt de tip nod (informatia utila memoreaza eticheta unui nod din lista), iar adresa
primului element din fiecare lista se memoreaza intr-un vector L, care are lungimea logica
egala cu numarul de noduri n si ale carui elemente sunt de tip pointer catre tipul nod:
struct nod {int info;
nod * urm;};
nod *L[<n>];

L
) o2 [l
, o1 [ef 3 e+ —[1 [l
3 o——5 [
4| 25
5 .__.t3—l—..,_"6—- Graful orientat Gg
3 o——5
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—f2 [t 3 [ef—>[4 [l

—{1 [e}—{3 [et—[5 [l
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1 (o3 Il
2 [z Wl

Graful neorientat G,
7 [&—{s Il

;
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Aceasta reprezentare este recomandata pentru grafurile care au un numar mare de
noduri gi un numar mic de muchii.

Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind listele de adiacenta

Graf neorientat
Lungimea listei de adiacenta a nodului i

Din lista de adiacenta implementata static cu matrice puteti obtine urmatoarele informatii:
neizolat, cu eticheta mai mica decét n, este

Graf orientat
Lungimea listei de adiacenta a nodului i
neizolat, cu eticheta mai mica decét n, se

egala cu diferenta dintre primul indice j (j=i+1,n- calculeaza la fel ca si Tn cazul grafului
1) diferit de O, din prima sectiune a liniei a doua neorientat. Pentru nodul n lungimea listei de
(L[1][j]#0), si indicele coloanei din care incepe adiacenta este egala cu (n+m+1 - L[1][n]).
lista de adiacenta a nodului i (L[1][j] - L[1][i]). Gradul extern al nodului i este egal cu
Pentru nodul n, lungimea listei de adiacenta lungimea listei de adiacenta a nodului.

este egala cu diferenta dintre numarul total de Gradul intern al nodului i este egal, cu
coloane, plus 1, si indicele coloanei din care

incepe lista de adiacenta a nodului n (n+2xm+1

- L[1][n]). Lungimea listei de adiacenta se mai
poate determina prin numararea in linia a doua
a elementelor diferite de 0, Tncepand cu
elementul din coloana L[1][i]), la care se
adauga 1.
Gradul unui nod i este egal cu lungimea listei
de adiacenta a nodului sau cu numérul de
aparitii ale etichetei nodului in a doua sectiune a
primei linii a matricei (L[O][j]=i, cu
j=n+1,n+2*m).
Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile a
caror eticheta apare in lista de adiacenta a
nodului i.

numarul de aparitii ale etichetei nodului in a
doua sectiune a primei linii a matricei (L[O][j]=i,
Cu j=n+1,n+m).

Succesorii nodului i sunt nodurile a caror
eticheta apare in lista de adiacenta a nodului i.
Predecesorii nodului i sunt nodurile j in a
caror listd de adiacenta apare nodul i.
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Graf neorientat

Graf orientat

Nodurile adiacente nodului i sunt date de
reuniunea dintre multimea succesorilor si
multimea predecesorilor nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
gradul nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
cardinalul multimii de noduri adiacente nodului i.

Muchia [i,j] a grafului reprezinta nodul i si un nod |
din lista de adiacenta a nodului i din prima linie a
matricei (L[O][j1eL;).

Arcul [i,j] al grafului reprezintd nodul i si un nod
j din lista de adiacenta a nodului i din vectorul L

(L[O][j]eLy)

Din lista de adiacentad implementata static cu doi vectori puteti obtine urmatoarele informatii:

Graf neorientat

Graf orientat

Lungimea listei de adiacenta a nodului i
neizolat, cu eticheta mai mica decét n, este
egala cu diferenta dintre primul indice j (j=i+1,n-1)
diferit de 0, din vectorul cap (cap[j]#0), si
indicele elementului de la care incepe lista de
adiacenta a nodului i (cap[j] - capli]). Pentru
nodul n, lungimea listei de adiacenta este egala
cu diferenta dintre numarul total de elemente
ale vectorul L, plus 1, si indicele elementului din
care incepe lista de adiacenta a nodului n
(2xm+1 - cap[n]).

Gradul unui nod i este egal cu lungimea listei
de adiacenta a nodului sau cu numarul de
aparitii ale etichetei nodului in vectorul listei L
(L[j]I=i, cu j=1,2*m).

Lungimea listei de adiacenta a nodului i
neizolat, cu eticheta mai mica decéat n, se
calculeaza la fel ca si Tn cazul grafului
neorientat. Pentru nodul n, lungimea listei de
adiacenta este egald cu (m+1 - cap[n]).
Gradul extern al nodului i este egal cu
lungimea listei de adiacenta a nodului.
Gradul intern al nodului i este egal cu
numarul de aparitii ale etichetei nodului in
vectoul listei L (L[j]=i, cu j=1,m).

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile a
caror eticheta apare in lista de adiacenta a
nodului i din vectorul L.

Succesorii nodului i sunt nodurile a caror
eticheta apare in lista de adiacenta a nodului i
din vectorul L.

Predecesorii nodului i sunt nodurile j n a
caror lista de adiacenta din vectorul L apare
nodul i.

Nodurile adiacente nodului i sunt date de
reuniunea dintre multimea succesorilor si
multimea predecesorilor nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
gradul nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
cardinalul multimii de noduri adiacente nodului i.

Muchia [i,j] a grafului reprezinta nodul i si un nod j
din lista de adiacenta a nodului i din vectorul L

(LLJeLi).

Arcul [i,j] al grafului reprezinta nodul i si un nod
J din lista de adiacenta a nodului i din vectorul L

(LLJeLi).

Din lista de adiacentd implementata dinami

c puteti obtine urmatoarele informatii:

Graf neorientat

Graf orientat

Numarul de elemente din toate listele simplu
inlantuite este egal cu 2xm (dublul numarului
de muchii).

Numarul de elemente din toate listele simplu
inlantuite este egal cu m (numarul de arce).

Lungimea listei de adiacenta a nodului i este
egala cu numarul de noduri ale listei ce are
adresa nodului prim egala cu L[i].

Lungimea listei de adiacenta i este egala cu
numarul de noduri ale listei care are adresa

nodului prim egalad cu L[i].
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Graf neorientat

Graf orientat

Gradul unui nod i este egal cu lungimea listei
de adiacenta.

Gradul extern al nodului i este egal cu
lungimea listei de adiacenta a nodului.
Gradul intern al nodului i este egal, cu
numarul de aparitii ale etichetei nodului in
toate listele simplu inlantuite.

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile a
caror eticheta apare 1n lista ce are adresa
nodului prim egala cu L[i].

Succesorii nodului i sunt nodurile a caror
eticheta apare n lista ce are adresa nodului
prim egala cu L[i].
Predecesorii nodului i sunt nodurile j n ale
caror liste (ce au adresa nodului prim egala cu
L[j]) apare nodul i.

Nodurile adiacente nodului i sunt date de
reuniunea dintre multimea succesorilor si
multimea predecesorilor nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
gradul nodului.

Numarul de vecini ai nodului i este egal cu
cardinalul multimii de noduri adiacente nodului i.

Muchia [i,j] a grafului reprezinta nodul i $i un nod j
din lista ce are adresa nodului prim egala cu L[i].

Arcul [i,j] al grafului reprezinta nodul i $i un nod j
din lista ce are adresa nodului prim egala cu L[i].

1. Scrieti lista de adiacenta (folosind cele trei metode de implementare) a
grafului neorientat G4. Folosind informatiile din lista de adiacenta,
determinati: gradul nodului 5, nodurile izolate gi nodurile terminale.

@

Fig 13

2. Scrieti lista de adiacentd a grafului orientat Gy4. Se vor folosi cele trei metode de
implementare. Ce proprietate are acest graf?

3. Scrieti lista de adiacenta a grafului orientat Gg (folosind cele trei metode de implemen-
tare). Folosind informatiile din lista de adiacenta, determinati: gradul intern al nodului 5,
gradul extern al nodului 4, succesorii si predecesorii nodului 2 si predecesorii nodului 3.

4. Scrieti lista de adiacenta a grafului orientat G1;. Se vor folosi cele trei metode de imple-
mentare. Din lista de adiacenta, determinati: gradul intern al nodului 5, gradul extern al
nodului 2, nodurile adiacente nodului 5, succesorii si predecesorii nodului 4, nodurile
terminale si nodurile izolate. 3

5. Scrieti lista de adiacenta a grafului orientat G;g din figura 13.

Se vor folosi cele trei metode de implementare.

6. Scrieti lista de adiacenta a grafului Gi3. Se vor folosi cele trei 4 5 6
metode de implementare. Cum identificati — in fiecare imple-
mentare a listei de adiacenta — nodul sursa al grafului?

7. Scrieti lista de adiacenta a grafului Gi4. Se vor folosi cele

trei metode de implementare. Cum identificati — in fiecare implementare a listei de
adiacenta — nodul destinatie al grafului?

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu lista de adiacenta

1. Crearea listei de adiacenta in implementare statica prin citirea listelor de vecini

din figier. Determinarea gradului unui nod. Obtinerea matricei de adiacenta din
matricea listei de adiacenta.

Intr-un figier text se gasesc urmétoarele informatii despre un graf neorientat (i varianta
orientat): pe prima linie, valorile pentru numarul de noduri n si numarul de muchii m,
despartite prin spatiu, iar pe urmatoarele n linii, despartite prin spatiu, numarul de vecini ai
unui nod si lista vecinilor (si varianta numarul de succesori ai unui nod si lista succesorilor).
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Se citesc din figierul text aceste informatii i se creeaza lista de adiacenta implementata cu
matrice, respectiv cu vectori. Se afiseaza nodurile cu gradul cel mai mare (si varianta cu
gradul extern cel mai mare). Se obtine matricea de adiacentd din lista de adiacenta. Se
salveaza apoi matricea de adiacenta intr-un figier text. Tn figierul text se scriu: pe primul
rand ordinul grafului, iar pe urméatoarele randuri — linile matricei de adiacenta. Functia
citeste() se foloseste pentru a citi listele de adiacenta din figier, functia grad() pentru
a determina gradul (si varianta gradul extern) al unui nod, functia grad max() pentru a
determina gradul maxim (si varianta gradul extern maxim) al nodurilor din graf, functia
transpune() pentru a obtine matricea de adiacentd din lista de adiacenta, iar functia
scrie() pentru a scrie matricea de adiacenta in figier. Informatiile se citesc din figierul text
grafl3.txt, pentru graful neorientat, si grafl4.txt, pentru graful orientat, si se salveaza in
fisierul text grafl5.txt, pentru graful neorientat, si grafl6.txt, pentru graful orientat. Fisierele
text grafl3.txt si grafl4.txt se creeaza cu un editor de texte. Pentru testarea programelor se
folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.

Graful neorientat si graful orientat — implementarea cu matrice

#include<fstream.h>
int n,m,L[3][50].,a[10][10];
//pentru graful neorientat
fstream f1('grafl3.txt”,ios::in),f2("'grafl5.txt"”,10s::out);
//pentru graful orientat
//fstream F1(*'grafl4.txt'”,ios::in),fP2C'grafl6.txt”,ios::out);
void citeste()
{int i,j,x,k; f1>>n>>m;
for(i=1;i<=n;i++) L[1][i]=i; j=n+1;
for(i=1;i<=n;i++)
{f1>>x;
it (x==0) L[2][i]=0;
else {L[2][i]=]};
for (k=1;k<=x;k++) {f1>>L[1][i];
if(k!=x) L[21[}]
else L[2][]]
i3}

:j+1;
:O;

fl.close(Q);}
int grad(int 1)
{int g,j=L[2]1[1];
if (L[2]1[1]==0) g=0;
else {g=1;
while (L[2101'=0) {g++:J++;}}
return g;}
int grad max()
{int i,max=0;
for (i=1; i<=n; i++) if (grad(i)>max) max=grad(i);
return max;}
void transpune()
{int 1,j;
for (i=1; i<=n; i++)
{=L[2][i];
it (L[2][1]!=0)
{while (L[21[J1'=0) {alillL[110311=1; j++:}
alil[L[11011=1;:33}
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void scrie()

{int i,j; f2<<n<<endl;

for (i=1; i<=n; i++)

{for (J=1; j<=n; j++) 2<<ali]llj]<<" "; f2<<endl;}

f2.close();}
void main()

{int i; citeste();

cout<<Gradul cel mai mare este '<<grad max()<<endl;

cout<<"Nodurile cu gradul cel mai mare sunt: "';

for (i=1; i<=n; i++) If (grad(i)==grad_max()) cout<<i<<" ";
transpune(); scrie(Q);}

Graful neorientat si graful orientat — implementarea cu vectori.

#include<fstream.h>
int n,m, L[50],a[10][10],cap[10];
//pentru graful neorienat
fstream f1('grafl3.txt”,ios::in),f2("'grafl5.txt",i0s::out);
//pentru graful orienat
//fstream f1('grafld._txt”,ios::in),f2('grafl6.txt”,10s::out);
void citeste()
{int i,j=1,x,k; f1>>n>>m;
for(i=1;i<=n;i++)
{f1>>x;
iIT (x==0) cap[i]=0;
else {cap[i]=];
for (k=1;k<=x;k++) {f1>>L[J]; j++:}}}
fl.close(Q);}

int grad(int i)
{int g.j;
if (cap[i]==0) g=0;
else
{if (i<n) {g=i+1;
while (cap[Jj1==0 && j<=n) j++;
if g==n+l1) g=2*m+l-cap[i];
// g=m+l-cap[i]; pentru graful orientat
else g=cap[j]-cap[il;}
else g=2*m+1-cap[i];}
return g;}
int grad max() {//este identici cu cea de la implementarea cu matrice}
void transpune()
{int 1,j;
for (i=1; i<=n; i++)
for (J=0;j<grad(i);j++) alillLlcap[il+j11=1;}
void scrie() {//este identici cu cea de la implementarea cu matrice}
void main() {//este identici cu cea de la implementarea cu matrice}

2. Crearea listei de adiacenta in implementare statica din matricea de adiacenta.
Salvarea listelor de adiacenta intr-un figier.

Se citeste din figierul creat anterior (grafl5.txt, respectiv grafl6.txt) matricea de adiacenta a
grafului si se obtine din ea lista de adiacenta implementata cu matrice, respectiv cu vectori.
Se salveaza listele de adiacenta intr-un figier text (grafl7.txt, respectiv grafl8.ixt), astfel: pe
prima linie, valorile pentru numarul de noduri n si numarul de muchii m, despartite prin
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spatiu, iar apoi, pe urmatoarele n linii, despartite prin spatiu, numarul de vecini ai unui nod
si lista vecinilor pentru graful neorientat, respectiv numarul de succesori ai unui nod si lista
succesorilor pentru graful orientat. Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea
de adiacentd din fisier, functia transpune() pentru a obtine lista de adiacenta din
matricea de adiacenta, iar functia scrie() pentru a scrie listele de adiacenta in figier.
Pentru testarea programelor se folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.

Graful neorientat si graful orientat — implementarea cu matrice

#include<fstream.h>
int n,m,L[3][50].,a[10][10];
//pentru graful neorientat
fstream f1('grafl5™,ios::in),f2C"'grafl7 . txt"”,ios::out);
//pentru graful orientat
//fstream F1(*'grafl6.txt',ios::in),fF2C'grafl8.txt"”,i0s::out);
void citeste()
{int i,j; f1>>n;
for(i=1;i<=n;i++)
for(=1;j<=n;j++) {f1>>a[i]llj]; if(alilli]==1) m++;} fl.close(Q);
m=m/2;} //numai pentru graful neorientat
void transpune()
{int 1,j.k,g;
for(i=1;i<=n;i++) L[1][i]=1; k=n+1;
for(i=1;i<=n;i++)
{for(=1,9=0;j<=n;j++)
it (@li10]==1) {L[11[KI=j; LI[2]J[K]I=k+1; k++; g++;}
it (g==0) L[2][i]=0;
else {L[2][il=k-g; L[2][k-1]=0;}}}
int grad(int 1) {//identici cu cea de la implementarea cu matrice}
void scrie()
{int i,J=1,k; f2<<n<<" "<<m<<endl;
for (i=1;i<=n;i++)
if (L[2][1]==0) f2<<0<<endl;
else {f2<<grad(i)<<" ";
for (k=1;k<=grad(i);k++,j++) F2<<L[1][j]<<" "
f2<<endl ;} f2.close():;}
void main()
{citeste(); transpune(); scrie();}

Graful neorientat si graful orientat — implementarea cu vectori

#include<fstream.h>
int n,m,L[50],cap[10],a[10][10];
//pentru graful neorientat
fstream f1('grafl3.txt”,ios::in),f2("'grafl5.txt"”,10s::out);
//pentru graful orientat
//fstream f1('grafld._txt”,ios::in),f2('grafl6.txt'”,10s::0out);
void citeste() {//este identici cu cea de la implementarea cu matrice}
void transpune()
{int 1,j.k=1,9;
for(i=1;i<=n;i++)
{for(g=1,9=0;j<=n;j++) if (a[i]llil==1) {L[K]=); k++; g++;}
1T(g==0) cap[1]=0; else cap[i]=k-0;}}
int grad(int i) {//identici cu cea de la implementarea cu vectori}
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void scrie()
{int i,jJ; f2<<n<<" "<<m<<endl;
for(i=1;i<=n;i++)
{f2<<grad(i)<<" ";
for(3=0;j<grad(i);j++) f2<<L[cap[i]+jl<<" ";
f2<<endl;}
f2_.close();}
void main() {//este identici cu cea de la implementarea cu matrice}

3. Crearea listei de adiacenta in implementare dinamica prin citirea listei muchiilor
din figier. Determinarea vecinilor si a gradului unui nod.

Intr-un figier text se gasesc urmatoarele informatii despre un graf neorientat (si varianta
orientat): pe prima linie, valorile pentru numarul de noduri n si numarul de muchii m, iar de pe
urmatoarele m linii, cate o pereche de numere despartite prin spatiu, care reprezinta etiche-
tele nodurilor ce formeaza o muchie (arc). Se citesc din figierul text aceste informatii si se
creeaza lista de adiacenta implementata dinamic. Se afiseaza vecinii si gradul fiecarui nod.
Functia init() se foloseste pentru a initializa cu valoarea NULL elementele vectorului L
(pointerii nodului prim al listei de adiacenta a fiecarui nod din graf), functia adauga _nod()
pentru a adauga un nod inaintea nodului prim la lista simplu inlantuita a unui nod din graf,
functia creare() pentru a crea lista de adiacentd, functia grad() pentru a determina
gradul (si varianta, gradul extern) al unui nod, functia afisare_vecini() pentru a afisa
vecinii fiecarui nod, iar functia afisare_grad() pentru a afisa gradul fiecarui nod. Infor-
matiile se citesc din figierul text grafll.txt pentru graful neorientat si grafl2.txt pentru graful
orientat. Pentru testarea programelor se folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.
#include<fstream.h>
struct nod {int info;
nod * urm;};
nod *L[20];
int n,m;
fstream F1('grafll.txt"”,ios::in);
void InitQ)
{f>>n>>m; for (int i=1;i<=n;i++) L[i]=NULL;}
void adauga nod(nod *&prim, Int y)
{nod *p=new nod; p->info=y; p->urm=prim; prim=p;}
void creare()
{int x,y;
while (F>>x>>y) {adauga nod(L[x].,y);adauga nod(LLy].x);}
f.close():;}
void afisare vecini()
{for (int i=1;i<=n;Ii++)
{cout<<"Vecinii noduluil "'<<i<<": ";
for (nod *p=L[1];p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" "';
cout<<endl;}}
int grad(int i)
{int g=0;
for (nod *p=L[i];p!=NULL; p=p->urm) g++; return g;}
void afisare grade()
{for (int i=1;i<=n;i++)
cout<<"Gradul nodului "<<i<<": "<<grad(i)<<endl;}
void main()
{init(); creare(); afisare_vecini(); afisare_grade();}
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1. Scrieti un program care citeste listele de adiacenta ale grafului din
fisierul text grafl3.txt, pentru graful neorientat, respectiv din figierul
grafld.ixt, pentru graful orientat, si care afiseaza nodurile izolate.

Listele de adiacentd se implementeaza dinamic gi static, in cele doua variante.

2. Scrieti un program care citeste listele de adiacenta ale grafului din figierul text graf13.txt,
pentru graful neorientat, respectiv din figierul grafl4.txt, pentru graful orientat, si care
afiseaza muchiile (arcele) grafului. Listele de adiacentd se implementeaza dinamic si
static in cele doua variante.

3. Scrieti un program care citeste din doua figiere text, respectiv din g5.txt un graf orientat,
reprezentat prin lista muchiilor, si din figierul g6.txt un graf orientat, reprezentat prin lista
vecinilor, gi care verificd daca cele douad grafuri sunt identice (Indicatie. Se reprezinta
ambele grafuri prin matricea de adiacenta si se compara cele doua matrice de adiacenta).

2.7.4.5. Aplicatii practice

1. Intr-un grup de n persoane s-au stabilit doua tipuri de relatii: de prietenie si de vecina-
tate. Scrieti un program care sa citeasca matricele de adiacenta ale celor doua grafuri
dintr-un figier text (pe primul rand, numarul de persoane, si pe urmatoarele randuri, in
ordine, liniile fiecarei matrice de adiacenta) si care sa afiseze:

a. persoanele care sunt si prietene si vecini (Indicatie. Se determind muchiile din
graful intersectie a celor doua grafuri neorientate);

b. cel mai mare numar de persoane care se gasesc intr-un grup de vecini prieteni
(Indicatie. Se determina gradul maxim in graful intersectie a celor doua grafuri.)
Pentru testarea programului formati un grup cu 10 dintre colegii vostri si descrieti cu

ajutorul a doua grafuri cele doua tipuri de relatii.

2. Intr-un grup de n persoane s-a stabilit o relatie de cunostinta: persoana x este n
relatie cu persoana y daca o cunoaste pe aceasta. Relatia de cunostintd nu este
reciproca. O celebritate este 0 persoana care este cunoscuta de toate persoanele din
grup, dar care nu cunoaste nici o persoana (este un nod destinatie al grafului). Un
necunoscut este 0 persoana care cunoaste toate persoanele din grup dar nu este
cunoscuta de nici o persoana din grup (este un nod sursa al grafului). Un singuratic
este 0 persoana care cunoaste o singura persoana din grup sau este cunoscuta de o
singura persoana din grup (este un nod terminal al grafului). Un strdin de grup este o
persoana care nu cunoaste nici o persoana din grup si nu este cunoscuta de nici o
persoana din grup (este un nod izolat al grafului). Demonstrati ca in grup nu poate
exista decéat o singura celebritate si un singur necunoscut. Scrieti un program care sa
citeasca dintr-un fisier matricea de adiacenta a grafului si care sa afiseze:

a. daca exista o celebritate, sa se precizeze persoana, iar daca nu exista, sa se
precizeze: persoana care cunoaste cele mai putine persoane si persoana care este
cunoscuta de cele mai multe persoane;

b. daca exista un necunoscut, sa se precizeze persoana, iar daca nu exista, sa se
precizeze: persoana care este cunoscuta de cele mai putine persoane si per-
soana care cunoaste cele mai multe persoane;
daca exista singuratici, sa se precizeze persoanele;
daca exista strdini de grup, sa se precizeze persoanele;

e. cate persoane cunosc doar doua persoane din grup si sunt cunoscute la randul

lor de trei persoane din grup (nodurile care au gradul intern egal cu 3, iar gradul

extern egal cu 2);

oo
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f. céate persoane sunt cunoscute de un numar de membri egal cu numarul de
membri pe care ii cunosc (nodurile care au gradul intern egal cu gradul extern);

g. care sunt persoanele care se cunosc reciproc (perechile de noduri intre care
exista arce duble).

3. La graful judetelor, adaugati un nod cu eticheta 0, care reprezinta exteriorul tarii, Si
muchiile corespunzétoare, care evidentiaza judetele limitrofe. Creati cu un editor de
texte figierul judete.txt care sa continad urmatoarele informatii: pe primul rand, numarul de
judete, pe urmatoarele réanduri matricea de adiacentda, pe urmatorul rénd, in ordinea
etichetelor nodurilor, denumirile judetelor separate prin spatiu (pentru judetele care au
un nume format din mai multe cuvinte folositi ca separator linia de subliniere), pe
urmatorul rand numele vecinilor Romaniei separate prin spatiu, si apoi, cate un rand
pentru fiecare judet limitrof, in care scrieti separate prin spatiu urmatoarele informatii:
eticheta nodului si tara (tarile) cu care se invecineaza, precizate prin numarul de ordine
din lista numelor. Scrieti un program care sa citeasca aceste informatii din figier si sa le
transpuna intr-o implementare a grafului, adecvata problemei, si care sa afiseze:

a. judetele care au cele mai multe judete vecine — se va preciza numarul maxim de vecini
si numele judetelor care au aceasta proprietate;

b. judetele care au cele mai putine judete vecine — se va preciza numarul minim de vecini
si numele judetelor care au aceasta proprietate;

C. judetele de la granita — pentru fiecare judet se va preciza numele sau si numele tarilor
cu care se nvecineaza.

4. ntr-o zona turistica existad n localitati. Intre unele localitati exista legaturi directe, fie
prin sosele nationale, fie prin sosele judetene. Legaturile directe sunt caracterizate de
lungimea drumului, masurata Tn kilometri. Se vor folosi doua grafuri: G,=(X,U;) pentru
legaturile prin sosele nationale si Gj=(X,U)) pentru legaturile prin gosele judetene. Cele
doua grafuri se vor citi din doua figiere text, care contin pentru fiecare legatura directa,
pe cate un rand, separate prin spatiu, cele doua etichete ale nodurilor asociate
localitatilor si distanta dintre localitati. Scrieti un program care sa citeasca aceste
informatii din figier si sa le transpuna intr-o implementare a grafului, adecvata proble-
mei, si care sa afiseze:

a. localitatile la care nu ajung drumuri nationale (nodurile izolate, Tn primul graf);

b. cea mai scurta legatura directa dintre doua localitati — se va preciza eticheta
nodurilor asociate localitatilor, distanta dintre localitati si tipul soselei prin care se
asigura legatura;

c. pentru doua localitati precizate, a si b (etichetele nodurilor a si b se citesc de la
tastatura), sa se precizeze daca exista legatura directa; daca exista, sa se mai
precizeze tipul soselei si distanta dintre localitati;

d. pentru o localitate p (eticheta p a nodului se citeste de la tastatura), sa se afiseze
toate localitatile cu care are legaturi directe si distanta pana la aceste localitati
(Indicatie. Se determina graful reuniune a celor doua grafuri.);

e. localitatea care are cele mai multe legaturi directe cu alte localitati — si sa se
afiseze localitatile cu care are legaturi (nodul cu gradul maxim Tn graful reuniune).

5. Intr-un munte existd n grote. Fiecare grota i se gaseste la inaltimea h; fatad de baza
muntelui. Tntre unele grote existd comunicare directd, prin intermediul unor tuneluri.
Exista si grote care comunica cu exteriorul. Desenati o retea ipotetica de grote si con-
struiti matricea de adiacenta a grafului neorientat asociat (grotele sunt nodurile, iar
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tunelurile sunt muchiile). Tnaltimile grotelor se vor memora intr-un vector. Gasiti o
modalitate de a evidentia grotele care comunica cu exteriorul. (Indicatie. Adaugati la
graf nodul O, care reprezintd exteriorul muntelui.) Scrieti matricea de adiacentd si
vectorul cu Tnaltimile grotelor, in figierul text grote.txt. Scrieti un program care sa
citeasca matricea de adiacenta si vectorul din figier — si care sa afigeze:

a. numarul de tuneluri de comunicare (numarul de muchii ale grafului);

b. grotele care au legatura cu exteriorul (hodurile i pentru care exista muchie cu
nodul 0);

grotele care comunica direct cu cele mai multe grote (hodurile cu cel mai mare grad);
grotele care nu comunica prin tuneluri cu alte grote (nodurile izolate);

cea mai inalta grota si cea mai joasa grota care comunica cu exteriorul;

pentru o grotad a carei etichetd se citeste de la tastaturd, sa se afiseze grotele cu
care comunica direct, precizand pentru fiecare tunel daca suie, coboara sau este
la acelasi nivel cu grota.

6. Reteaua de strazi dintr-un oras este formata din strazi cu doua sensuri si strazi cu sens
unic de circulatie. Ea poate fi reprezentata printr-un graf orientat, in care intersectiile sunt
nodurile, iar arcele — sensul de circulatie pe strazile care leaga doua intersectii (traficul
auto). Nodurile sunt intersectii de cel putin 3 strazi. Pentru a stabili prioritatea in intersectii
si pentru a fluidiza traficul intersectiile vor fi modernizate. Pentru modernizare se vor folosi
panouri cu semne de circulatie, semafoare — si se vor amenaja sensuri giratorii. Pentru
fiecare strada din care se poate intra Tn intersectie, se monteaza in intersectie un panou
cu semn pentru prioritate. Pentru fiecare strada pe care nu se poate intra din intersectie se
monteazd n intersectie un panou cu semnul de interzicere a circulatiei. Tn toate
intersectiile vor fi montate panouri cu semne de circulatie, corespunzator strazilor incidente
cu intersectia. Fiecare dintre aceste mijloace de modernizare are un cost: panoul cu semn
de circulatie — costul c1, semaforul — costul c2, si sensul giratoriu — costul c3. Pentru a
stabili modul in care este modernizata fiecare intersectie, intersectiile au fost clasificate in
intersectii mici (intersectii cu 3 strazi, in care vor fi montate numai panouri cu semne de
circulatie), intersectii mari (intersectii cu 4 strazi, care vor fi semaforizate) si intersectii
foarte mari (intersectii cu peste 4 strazi, in care se vor amenaja sensuri giratorii). Desenati
o retea ipotetica de strazi si construiti matricea de adiacenta a grafului orientat asociat.
Scrieti matricea de adiacenta n figierul text strazi.txt. Scrieti un program care sa citeasca
matricea de adiacenta din figier si care sa afiseze:

a. intersectiile la care nu se poate ajunge din nici o alta intersectie (nodurile care nu
au predecesori);

b. intersectiile de la care nu se poate ajunge la o nici o alta intersectie (nodurile care
Nnu au succesori);

c. daca exista intersectii fara nici o intersectie succesor sau fara nici o intersectie prede-
cesor, sa se corecteze desenul retelei (prin adaugarea unui numar minim de arce),
astfel incat sa nu existe asemenea intersectii — si sa se actualizeze si figierul strazi.txt.

d. intersectiile la care se poate ajunge direct din cele mai multe intersectii (nodurile
care au cel mai mare grad intern);

e. intersectile de la care se poate ajunge direct la cele mai multe intersectii
(nodurile care au cel mai mare grad extern);

f.  numarul de strézi pe care se circuld in ambele sensuri (numarul de perechi de
noduri i §i j pentru care, in matricea de adiacenta, elementele a[i][j] si a[j][i] sunt
egale cu 1);

~® Qo0
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g. numarul de intersectii mici, mari i foarte mari (clasificarea nodurilor in functie de
numarul de noduri adiacente: noduri cu 3 noduri adiacente, cu 4 noduri adiacente
si cu cel putin 5 noduri adiacente);

h. numarul de panouri cu semne pentru prioritate care se vor folosi (suma gradelor
interne ale nodurilor);

i. numarul de panouri cu semne pentru interzicerea circulatiei care se vor folosi
(diferenta dintre suma gradelor externe ale nodurilor si numarul de strazi cu sens
dublu de circulatie);

j. numarul de semafoare care se vor monta (suma gradelor interne ale nodurilor
care au 4 noduri adiacente);

k. costul de modernizare necesar pentru fiecare intersectie si costul total al moder-
nizarii.

7. Pe un munte existd mai multe parcele cu fanete ale satenilor. Unele fanete au acces
direct la drumul satesc, altele nu. Intre proprietarii parcelelor vecine exista relatie de
prietenie — sau nu. Daca doi proprietari vecini sunt prieteni, Tsi permit unul altuia
accesul pe propria parcela. Pentru a transporta fanul, satenii care nu au acces la
drumul satesc, trebuie sa treaca peste parcelele altor sateni, ca sa ajunga la el. Un
proprietar este considerat izolat daca nu are acces direct la drumul satesc si nici nu
este Tn relatie de prietenie cu vreunul dintre vecinii lui. Se vor folosi doua grafuri: unul
pentru a reprezenta relatia de vecinatate a fanetelor, iar altul pentru a reprezenta
relatia de prietenie dintre proprietari. Desenati o harta ipotetica a fanetelor si stabiliti
relatii ipotetice de prietenie ntre vecini. Construiti matricele de adiacenta ale celor
doua grafuri asociate. Scrieti matricele de adiacentd in fisierele text fanete.txt si
prieteni.txt. Scrieti un program care sa citeasca matricele de adiacenta din fisiere si
care sa furnizeze urmatoarele informatii:

a. daca exista proprietari izolati, sa se afiseze lista proprietarilor vecini cu care
trebuie sa stabileasca relatii de prietenie, pentru a ajunge la drumul satesc, si sa
se identifice vecinii care au acces direct la drumul satesc;

b. care este proprietarul cel mai neprietenos (care are cel mai mare procent de
Vecini cu care nu este prieten).

8. Se analizeaza migratia unei specii de pasari calatoare pe perioada unui an. Migratia are
doud etape: migratia de toamna, cand pasarile migreaza din zonele reci catre zonele
calde (migratia de la rece la cald), si migratia de primavara, cand pasarile migreaza din
zonele calde catre zonele reci (migratia de la cald la rece). Fiecare etapa a migratiei va
fi reprezentata printr-un graf orientat. in graful migratiei de la rece la cald, nodurile care
apartin zonei reci au numai succesori, iar nodurile care apartin zonei calde au numai
predecesori. In graful migratiei de la cald la rece nodurile care apartin zonei calde au
numai succesori, iar nodurile care apartin zonei reci au numai predecesori. Fiecarui nod
i se asociaza coordonatele geografice. Desenati cate o harta ipotetica pentru fiecare
etapa de migratie. Construiti, cu un editor de texte, fisierul migratiel.txt, care va contine
pe prima linie n1, numarul de noduri ale primului graf, pe urmatoarele nl linii, matricea
de adiacenta a grafului, si apoi, pe urmatoarele nl linii, coordonatele geografice ale
fiecarui nod de pe harta (sunt 6 entitati de informatie, separate prin spatiu: doua valori
numerice ntregi pentru latitudine, in grade si minute, si un caracter pentru emisfera,
doua valori numerice intregi pentru longitudine, in grade si minute, si un caracter pentru
meridian). Construiti cu un editor de texte figierul migratie2.txt, care va contine acelasi
tip de informatii, pentru cel de al doilea graf al migratiei. Scrieti un program care sa
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citeasca aceste informatii din figier, sa le transpuna intr-o implementare a grafului

adecvata problemei (recomandare — implementare prin matrice de adiacenta si vector

de structuri pentru coordonatele geografice) si care sa afigeze urmatoarele informatii:

a. daca cele doua grafuri sunt corecte (daca a]i][j]=1, atunci a[j][i]=0 — si produsul
dintre gradul intern si gradul extern ale fiecarui nod trebuie sa fie 0; in plus,
trebuie ca nodurile din zona calda sa coincida — in ambele grafuri);

b. daca in graful migratiei de la rece la cald exista un nod destinatie al grafului — si
ce semnificatie are existenta lui pentru migratie;

c. daca pasarile s-au reintors Tn aceleasi zone, primavara (nodurile din zona rece
coincid Tn cele doua grafuri); in caz contrar, sa se specifice noile locatii aparute in
zona rece n care a ajuns specia respectiva;

d. sa se obtina matricea de adiacenta a hartii migratiei, pe intreaga perioada a anului,
prin reuniunea celor doua grafuri (daca dupa migratia de primavara au aparut noi
locatii pe harta in zona rece, se vor adduga la primul graf ca noduri izolate).

2.7.5. Grafuri speciale

Se definesc urmatoarele grafuri speciale:
- graful nul;
- graful complet.

2.7.5.1. Graful nul
Graful G=(X,U) se numeste graf nul daca multimea U este vida (U=9),

adica graful nu are muchii.
Reprezentarea sa n plan se face prin noduri izolate.

Exemplu: @ @
Graful N=(X,V) — unde multimea X={1,2,3,4} este multimea nodurilor, iar

multimea V= este multimea muchiilor — este un graf nul (graful are noduri dar @ @
nu are muchii) — figura 14.

Observatie. Matricea de adiacenta a unui graf nul este matricea zero (nu
contine nici un element cu valoarea 1).

Fig. 14

2.7.5.2. Graful complet

Un graf cu n noduri este un graf complet daca are proprietatea ca, oricare ar fi doua
noduri ale grafului, ele sunt adiacente. El se noteaza cu Kn.

Observatii.

1. Se poate construi un singur graf neorientat complet, cu n noduri, deoare- 2
ce ntre doua noduri, X si y, exista o singura muchie [x,y]. In figura 15 este 3
prezentat graful neorientat complet K4. El are 6 muchii. Desenati grafurile
neorientate complete Ks si Ke. Numarati cate muchii au aceste grafuri. Fig. 15

Teorema 6

Numarul m de muchii ale unui graf neorientat complet, cu n noduri (Kn), este:

n-1
m=nx
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Demonstratie. Numarul de muchii este dat de numérul de submultimi de 2 elemente care se pot

. . s 2
forma dintr-o multime cu n elemente, adicam= Cy.

2. Se pot construi mai multe grafuri orientate complete, cu n noduri, deoarece doua
noduri x si y pot fi adiacente in trei situatii: exista arcul [x,y], exista arcul [y,x] sau exista

arcele [x,y] si [y, X].
Teorema 7
Numarul de grafuri orientate complete care se pot construi cu n noduri este egal cu
n, =3
Demonstratie. Deoarece numarul de submultimi de 2 noduri care se pot forma dintr-o multime de n

noduri este a= Crz], si pentru fiecare pereche astfel definitd se pot defini trei situatii de adiacenta,

% = < . . a
rezulta ca numarul de grafuri complete care se pot construi este de 3.

Exemplu. Pentru n=4 se pot —
defini 3°=729 grafuri orientate 0ve 0ve ove ove
complete. Tn figura 16 sunt pre- " " " ‘k‘
zentate patru dintre acestea. ‘ A ‘
Definiti alte patru grafuri com- 0 9 0 9 0 9 9 9

plete cu 4 noduri. Fig. 16

Observatii

1. In cazul matricei de adiacentd a unui graf neorientat complet, valoarea fiecarui
element care nu se gaseste pe diagonala principala este 1.

2. Tn cazul matricei de adiacentd a unui graf orientat complet — pentru orice pereche de
noduri, i si j, diferite intre ele (i#j) — a[i][j]=1 sau a[j][i]=1.

3. Numarul minim de arce intr-un graf orientat complet cu n noduri este egal cu
numarul de muchii ale grafului neorientat complet Kn.

4. Numarul maxim de arce ntr-un graf orientat complet cu n noduri este egal cu dublul
numarului de muchii ale grafului neorientat complet Kn.

Algoritmi pentru prelucrarea grafurilor complete

1. Algoritm pentru a determina numarul minim de arce care trebuie adaugate la un
graf orientat, pentru a obtine un graf orientat complet.

Algoritmul. Se numara perechile de noduri i si j (i) ntre care nu exista nici un arc.

Implementarea algoritmului In program, informatiile despre graful orientat se citesc din
fisierul text gc.txt: de pe prima linie numarul de noduri, si apoi, de pe urmatoarele randuri
matricea de adiacenta.

#include<iostream.h>
int n,a[10][10];
fstream f(''gc.txt'",10s::in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
void main()
{int i,j,m=0; citeste();
for(i=2;i<=n;i++)
forg=1;j<i;j++) if(alilJ]1==0 && a[j]1[i]==0) m++;
cout<<'Numarul de arce care trebuie adaugate este ''<<m;}
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2. Algoritm pentru a determina numarul maxim de noduri izolate pe care poate sa
le contina un graf neorientat care are n noduri gi m muchii.

Algoritmul. Se identifica graful complet care se poate forma astfel incat sa consume
cat mai multe muchii (mmax) din cele m muchii ale grafului (mmax<m). Graful complet astfel
obtinut are n1 noduri:

nl-1

mmax =nlx <m

Numarul de noduri n1 este partea intreaga din radacina pozitiva a ecutiei de gradul |1

nl_{1+\/1+8xm}

2

Pentru diferenta de muchii ramase (m-mmax) mai este necesar un nod, pentru a lega aceste
muchii de nodurile grafului complet care s-a format. Numarul de noduri izolate este: n—n1-1.
#include<iostream.h>
#include<math.h>
void main(Q)
{int m,n,nl; cout<<"muchii= "; cin>>m; cout<<"noduri= "; cin>>n;
nl=Cint) ((1+sgrt(1+8*m))/2);
cout<<"Numarul maxim de noduri izolate este ''<<n-nl-1;}

1. Scrieti un program care citeste, din figierul text graf_c1.txt, informatii

despre un graf neorientat (de pe prima linie, numarul de noduri, apoi
matricea de adiacenta), si care verifica daca este un graf complet.

2. Scrieti un program care citeste, din figierul graf_c2.txt, informatii despre un graf orientat

(de pe prima linie, numarul de noduri, apoi matricea de adiacentd) — si care verifica

daca este un graf complet.

2.7.6. Grafuri derivate dintr-un graf

Se definesc urmatoarele grafuri:
- graful partial;
- subgraful;
- graful complementar.

2.7.6.1. Graful partial

Fie graful G = (X,U) si multimea VcU. Graful Gp = (X,V) se numeste graf partial
al grafului G.

Altfel spus, un graf partial al grafului G este el insugi sau un graf care s-a obtinut prin
eliminarea unor muchii (arce) din graful G.

Exemple:

1. Pentru graful neorientat G; = (X1,U;), definit anterior, graful Gip = (X1,U1p), definit astfel: Gip
- multimea nodurilor este X;={1,2,3,4,5,6,7,8}.
- multimea muchiilor este Uip ={[1,2], [1,3], [1,4], [2,3], [2,5], [3,4], [6,7]}.

este subgraf al grafului G; — figura 17.
Graful @/® Graful partial
Gip

G,
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Giep 2. Pentru graful orientat G1g=(X19,U10) definit anterior, graful Giop = (X10, U1gp) definit astfel:
- multimea nodurilor este X;0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
- multimea arcelor este U,op ={[2,3], [2,5], [2,6], [2,7], [4.1], [7,2], [8,9], [9.8]}.
este subgraf al grafului Gio — figura 18.

5 5
Graful
Graful (1)~ 2 6 @ |:> 1 6 @ partial
Gio Giop
7 9 7 9
3 Fig. 18 4 @
Teorema 8

Numarul de grafuri partiale ale unui graf cu m muchii (arce) este egal cu 2™,

Demonstratie. Grafurile partiale se pot obtine: fara eliminarea unei muchii (arc) — obtinédndu-se
graful initial; prin eliminarea unei muchii (unui arc) — obtinandu-se grafurile partiale cu m-1 muchii);
..., prin eliminarea a m-1 muchii (arce) — obtindndu-se grafurile partiale cu o muchie (un arc); si a
tuturor muchiilor (arcelor) — obtindndu-se un graf partial numai cu noduri si fara muchii (arce), adica

graful vid:
Numarul de grafuri partiale care se pot obtine cu m muchii (arce): cm
Numarul de grafuri partiale care se pot obtine cu m-1 muchii (arce): Cm—l
Numarul de grafuri partiale care se pot obtine cu m-2 muchii (arce):: Cm—Z
Numarul de grafuri partiale care se pot obtine cu o muchie (un arc): ct
Numarul de grafuri partiale care se pot obtine fara nici o muchie (nici un arc): C%

Numarul total de grafuri partiale este: C™ + ¢ + cM=2 + + cl +cf =2"

Algoritmi pentru prelucrarea grafurilor partiale

1. Generarea tuturor grafurilor partiale ale unui graf neorientat.

Algoritmul. Se foloseste metoda backtracking. In stivd se vor genera muchiile grafului
partial. Deoarece graful partial poate avea p muchii (0<p<m), se va apela repetat subpro-
gramul bt (), la fiecare apel generandu-se variantele cu p muchii. Fiecare apel al subpro-
gramului bt() trebuie sa genereze CP de muchii (arce) din graf. La fiecare apel al subpro-
gramului, solutia se obtine atunci cand in stivd s-au generat cele p muchii ale grafului
partial. Evidenta muchiilor este pastrata in matricea de incidenta.

Implementarea algoritmului. Se citegte din figierul text grafl5.txt matricea de adiacenta
a unui graf neorientat. Pentru fiecare graf partial se afiseaza muchiile. Matricea de inci-
denta b se obtine din matricea de adiacenta cu functia transformare(). In variabila nr
se contorizeaza numarul de grafuri partiale generate. In functia tipar() se afiseaza
graful partial generat. Pentru testarea programului se foloseste graful G;.

#include<iostream.h>

fstream f("'grafl3.txt",10s::in);

typedef int stiva[100];

int n,m,p,k,ev,as,a[10][10],b[10]1[20],nr;
stiva st;

void citeste()
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{int i,j; f1>>n>>x;
for (i=1;i<=n;i++)
for =1:;j<=n;j++) {f1>>a[i][jl; if (a[i]10i]==1) m++;}
m=m/2; f.close();}
void transformare()
{int i,j,k=1;
for (i=1;i<=n;i++)
for (g=1;j<i;j++) if (alil(y]==1) {bL[i]1[K]=1; bLJ1[KI=1; k++;}}
void init() {st[k]=0;}
int succesor()
{if (st[k]l<m) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return O;}
int validQ
{if (k=1 && st[k]<st[k-1]) return O;
for (int i=1;i<k;i++) If (st[k]==st[i]) return O;
return 1;}
int solutie() {return k==p;}
void tipar()
{int i,j; nr++;
cout<<Graful partial "<<nr<<endl; cout<<"Muchiile: *
for(i=1;i<=p;i++)
{for@=1;j<=n;j++) if (bl[st[i]]==1) cout<<j<<" ";
cout<<"; "3}
cout<<endl;}
void bt() {//partea fixia a algoritmului backtracking}
void main()
{citeste(); transformare();
for(p=m;p>=0;p--) bt();}
2. Verificarea daca un graf Gp este graf partial al unui graf G.

Algoritmul. Se verifica daca cele doua grafuri au acelasi numar de noduri si daca graful
Gp nu contine muchii care nu exista in graful G.

Implementarea algoritmului. Se citesc, din doua figiere text glp.txt si g2p.txt, informatii
despre doua grafuri neorientate (sau orientate): de pe prima linie, numarul de noduri, si
apoi, de pe urmatoarele randuri, matricea de adiacenta. Matricele de adiacenta ale celor
doua grafuri sunt al si a2, cu dimensiunea n, respectiv m. Functia grafp() verifica daca
graful Gp este graf partial al grafului G.

#include<iostream.h>
fstream F1('glp.txt”,ios::in),fF2('g2p-txt™”,10S::1N);
int m,n,al[10][10],a2[10][10];
int grafp(Q)
{if (m!'=n) return O;

else for (int 1=1;i<=n;i++)

for(int j=1;j<=n;j++) If (@2[1][J]1=1 && al[i1][J]==0) return O;

return 1;}
void main()
{int i,j; f1>>n;
for(i=1;i<=n;i++)

for(J=1;j<=n;j++) F1>>al[i]l[j]; fl.close();
2>>m;
for(i=1;i<=m;i++)

Ffor(J=1;j<=m;j++) f2>>a2[i][j]; f2-close();
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if(grafp()) cout<<"este graf partial ";
else cout<<"nu este graf partial';}

3. Obtinerea unui graf partial Gp al unui graf G.

Algoritmul. Se elimina din graful G muchiile, in functie de conditia impusa de problema.
Reprezentarea cea mai adecvata pentru graf este matricea de adiacenta, in care se
atribuie valoarea 0 elementelor a[i][j] si a[J1[i]. corespunzatoare muchiilor [i,j]
care trebuie eliminate..

Implementarea algoritmului. Se citesc, din figierul text g3p.txt, informatii despre graful
neorientat: de pe prima linie numarul de noduri n si eticheta unui nod X, si apoi, de pe
urmatoarele randuri, matricea de adiacenta a grafului. Informatiile despre graful partial obti-
nut se scriu in fisierul text g4p.txt, astfel: pe primul rand numarul de noduri n si numarul de
muchii m si pe urmatoarele m randuri — muchiile, sub forma de perechi de etichete de
noduri despartite prin spatiu. Cerinta este sa se obtind subgraful prin eliminarea tuturor
muchiilor care au la extremitati un nod cu grad par si nodul x. In vectorul v se memoreaza
nodurile care au grad par. Functia citeste() se foloseste pentru a citi informatiile despre
matricea de adiacenta a grafului din fisierul text, functia scrie() pentru a scrie in figierul
text informatiile despre lista muchiilor grafului partial, functia grad() pentru a determina
gradul unui nod, iar functia graf partial () pentru a obtine graful partial. Pentru a obtine
graful partial, se cauté toate muchiile care au la extremitati un nod cu gradul par si nodul x
(muchiile [v[i],x] pentru care a[v[i]][x]==1) si se elimind aceste muchii. Pentru testa-
rea programului se va folosi graful Gz si nodul 6.
#include<iostream.h>
fstream F1('g3p.-txt”,i0s::1n),F2('gd4p-txt"”,i0s::out);
int a[20][20].,n,m,x,Vv[10];
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
int grad(int i)
{int j,g=0;
for (J=1;j<=n;j++) g+=a[i][j]; return g;}
void graf partial()
{int i,k=0;
for (i=1;i<=n;i++)
if (grad(i)%2==0) {k++; v[k]=i:;}
for (i=1;i<=k;i++)
if (alvLill[x]==1) {alvlill[x]=0; a[x]LvLi1]=0; m--;}}
void scrie()
{int i,j; f2<<n<<" "<<m<<endl;
for (i=1;i<=n;i++)
for (g=1;j<i;j++) if @QLi]J]1==1) f2<<i<<" "<<j<<endl;
f2_.close();}
void main() {citeste(); graf partial(); scrie(Q);}

1. Scrieti un program care citeste, din figierul text grafl6.txt, matricea

de adiacenta a grafului orientat Gg si care genereaza toate grafu-

rile partiale care se pot obtine. Informatiile despre grafurile partiale

se vor salva in figierul text graf_p16.txt. Pentru fiecare graf partial generat se va scrie

pe un rand textul Graful parfial, urmat de numarul de ordine al grafului generat, iar pe
randul urmator textul Arcele urmat de lista de arce a grafului generat.

2. Scrieti un program care citeste, din doua figsiere text graf_1p.txt si graf_2p.txt informatii

despre matricele de adiacenta a doua grafuri neorientate (si varianta grafuri orientate):
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de pe prima linie numarul de noduri, apoi matricea de adiacenta, si care verifica daca
unul dintre grafuri este graf partial al celuilalt. In caz afirmativ, se afiseaza care este
graful gi care este graful partial. (Indicatie. Daca cele doua grafuri au acelagi ordin n,
se identifica graful care are mai multe muchii (m) si numarul de muchii ale celuilalt graf
— p (m=p). Pentru graful cu m muchii, se genereaza toate matricele de adiacenta ale
grafurilor partiale cu m muchii si n noduri — si se verifica daca una dintre ele este
identica cu matricea de adiacenta a celuilalt graf.)

3. Scrieti un program care citeste din figierul text grafl19.txt matricea de adiacenta a unui
graf neorientat si care genereaza un graf partial prin eliminarea muchiilor care au la
extremitati un nod ce are gradul minim si un nod ce are gradul maxim in graf.
Informatiile despre graful partial obtinut se scriu ntr-un figier text sub forma listei de
muchii. Pentru testarea programului se va folosi graful G4.

2.7.6.2. Subgraful

Fie graful G = (X,U). Graful Gs = (Y,V) se numeste subgraf al grafului G daca YcX
(subgraful contine numai noduri ale grafului) si muchiile (arcele) din multimea V sunt
toate muchiile (arcele) din multimea U care au ambele extremitati in multimea de
noduri Y. Se spune ca subgraful Gs este indus sau generat de multimea de noduri Y.

Altfel spus, un subgraf al grafului G este el insusi sau un graf care s-a obtinut prin
suprimarea din graful G a unor noduri si a tuturor muchiilor (arcelor) incidente cu
aceste noduri.

Exemple:

1. Pentru graful neorientat G; = (X1,U,), definit anterior, graful Gis = (Y1,Vy), definit astfel: Gy
- multimea nodurilor este Y,={1,2,4,5,6,7}. :
- multimea muchiilor este V,={[1,2], [1,4], [2,5], [6,7]}.

este subgraf al grafului G1 — figura 19.

Graful 2 (7) o e (7) Subglrsaful
G1 YAYE |:> G

Fig. 19

2. Pentru graful orientat G10=(X10,U10), definit anterior, graful Gios = (Y10,V1o) definit astfel: Gigs
- multimea nodurilor este Y10={1,2,3,6,7,9,10}. ‘
- multimea arcelor este V10={[1,2], [2,1], [2,3], [2,6], [2,7], [7,2]}.

este subgraf al grafului G1o — figura 20.

®
)® =2  T—E<E
0 ©

e Graful Gio e Subgraful Gios
Fig. 20

Teorema 9

Numarul de subgrafuri ale unui graf cu n noduri este egal cu 2"-1.



208 Implementarea structurilor de date

Demonstratie. Subgrafurile se pot obtine: prin eliminarea niciunui nod (obtindndu-se graful initial);
a unui nod (obtindndu-se subgrafurile cu n-1 noduri); ...; a n-1 noduri (obtindndu-se subgrafurile cu
un nod):

Numarul de subgrafuri care se pot obtine cu n noduri: cn
Numarul de subgrafuri care se pot obtine cu n-1 noduri: Cﬂ‘l
Numarul de subgrafuri care se pot obtine cu n-2 noduri: CR_Z
Numarul de subgrafuri care se pot obtine cu 1 nod: Crl1

Numarul total de subgrafuri este: C! + ¢t + cN=2 +  + ¢t =2"1.

Algoritmi pentru prelucrarea subgrafurilor

1. Generarea tuturor subgrafurilor unui graf.

Algoritmul. Se foloseste metoda backtracking. In stivd se genereaza nodurile subgra-
fului. Deoarece subgraful poate avea p noduri (1<p<n), se va apela repetat subprogramul
bt(), la fiecare apel generdndu-se variantele cu p noduri. Fiecare apel al subprogramului

bt() trebuie sa genereze C! de noduri din graf. La fiecare apel al subprogramului, solutia

se obtine atunci cand in stiva s-au generat cele p noduri ale subgrafului. Pentru nodurile
generate n stiva se afiseaza muchiile (arcele) care exista in graf.

Implementarea algoritmului. Se citesc, din figierul text grafl.txt, matricea de adiacenta
a unui graf neorientat, respectiv, din figierul graf2.txt, matricea de adiacenta a unui graf
orientat. Pentru fiecare subgraf generat, se afiseazad numarul de noduri si muchiile
(arcele). In variabila nr se contorizeazd numérul de subgrafuri generate. In functia
tipar() se afiseaza subgraful generat. Pentru testarea programelor se folosesc graful
neorientat G; si graful orientat Go.

#include<fstream.h>
fstream F(''grafl.txt',10s::in);
// fstream f('graf2.txt",ios::in); pentru graful orientat
typedef int stiva[100];
int n,p,k,ev,as,a[10][10],nr;
stiva st;
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
void init() {st[k]=0;}
int succesor()
{if (st[k]<n) {st[Kk]=st[k]+1l; return 1;} else return 0;}
int validQ
{if (k=1 && st[k]<st[k-1]) return O;
for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return O;
return 1;%}
int solutie() {return k==p;}
void tipar()
{int i,j; nr++;
cout<<"Subgraful "<<nr<<endl<<"Nodurile:";
for (i=1;i<=p;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<endl;
cout<<"Muchiile: "; // cout<<"Arcele: "; pentru graful orientat
for(i=1;i<=p;i++)
for(J=i+l;j<=p;j++) // for(=1;j<=p;j++) pentru graful orientat
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if (a[stl[illlstli]1]==1) cout<<st[i]<<"-"<<st[j]<<" ";
cout<<endl;}
void bt() {//partea fix3a a algoritmului backtracking}
void main()
{citeste(); for(p=n;p>=1;p--) bt(Q;}

2. Verificarea daca un graf Gs este subgraf al unui graf G.

Algoritmul. Se verifica daca:

- numarul de noduri din graful Gg este mai mic sau cel mult egal cu numarul de noduri
din graful G;

-> etichetele nodurilor din graful Gg exista printre etichetele grafului G;

-> intre nodurile din graful Gg exista muchiile dintre nodurile din graful G si numai acelea.

Implementarea algoritmului. Se citesc, din doua figiere text gls.txt si g2s.txt, informatii
despre doua grafuri neorientate (orientate): de pe prima linie numarul de noduri si apoi,
de pe urmatoarele randuri, matricea de adiacenta. In fisierul g2s.txt pe ultimul rand, dupa
matricea de adiacentd, este memorat un sir de numere care reprezintad etichetele nodu-
rilor din acest graf. Matricele de adiacentad ale celor doua grafuri sunt al si a2, cu
dimensiunea n, respectiv m. in vectorul v se memoreaza etichetele nodurilor celui de al
doilea graf. Functia subgraf () verifica daca graful Gs este subgraf al grafului G.

#include<iostream.h>

int m,n,al[10][10],a2[10][10],Vv[10];

fstream F1(*'gls.txt”,i0s::1n),F2(*'g2s.-txt",10S::1N);
int subgraf()

{if (m>n) return O;

else
{for (int i=1;i<=m;i++) if (v[i]>n) return O;
for(int i=1;i<=m |++)
for(int j=1;j<=m;j++) if (@2[i][j]1'=allv[illv[i1]l) return O;}

return 1;}
void main()
{int i,j; f1>>n;
for(i=1;i<=n;i++)
for(J=1;j<=n;j++) F1>>al[i][j]; fl-close();
2>>m;
Ffor(i=1;i<=m;i++)
for(g=1;j<=m;j++) 2>>az[i]l[il:
for(i=1;i<=m;i++) f2>>v[i]; f2.close();
if(subgraf()) cout<<'este subgraf ";
else cout<<'nu este subgraf;}

3. Verificarea dacéd doua matrice de adiacentd pot reprezenta matricele de
adiacenta ale unui graf gi ale unui subgraf al acestuia.

Algoritmul. Matricele de adiacenta ale celor doua grafuri au dimensiunea n, respectiv p.
Se identifica graful care are ordinul mai mare (n) si gradul celuilalt graf — p (n>p). Pentru
graful cu n noduri se genereaza toate matricele de adiacenta ale subgrafurilor cu p noduri
si se verifica daca una dintre ele este identica cu matricea de adiacenta a celuilalt graf).
Generarea tuturor subgrafurilor cu p noduri se face cu metoda backtracking. In stiva se
vor genera nodurile subgrafului.

Implementarea algoritmului. Se citesc din doua figiere text, graf _1s.txt si graf 2s.txt,
informatii despre matricele de adiacenta a doua grafuri neorientate: de pe prima linie,
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numarul de noduri, apoi matricea de adiacenta. Se verifica daca unul dintre grafuri este
subgraf al celuilalt, iar in caz afirmativ, se identificd care este graful si care este
subgraful. Matricele de adiacenta ale celor doua grafuri sunt al si a2. Variabila x se
foloseste pentru a identifica relatia dintre cele doua grafuri: daca are valoarea 0, a doua
matrice de adiacenta se asociaza unui posibil subgraf, iar daca are valoarea 1, prima
matrice de adiacentd se asociaza unui posibil subgraf. Variabila logica gasit se
foloseste pentru a determina daca una dintre matricele de adiacenta reprezinta matricea
de adiacenta a unui subgraf: are valoarea 0 — False, daca nu este subgraf si valoarea 1
— True dacéa este subgraf. In matricea b se va construi matricea de adiacenta a unui
subgraf format cu nodurile generate in stiva. Functia zero() se foloseste pentru a initia-
liza cu O elementele matricei b — Thainte de generarea fiecarui subgraf. Functia tipar()
se foloseste pentru a genera matricea b si pentru a o compara cu matricea asociata unui
posibil subgraf. Functia furnizeaza un rezultat logic: 1 — true, daca matricea generata si
matricea asociatd unui posibil subgraf sunt egale; altfel, are valoarea 0 — False.
Rezultatul acestei functii este atribuit variabilei gasit. Subprogramul bt() se executa
atat timp céat nu s-a generat o matrice de adiacenta egala cu cea asociatad unui posibil
subgraf (gasit==0) si se mai pot cauta solutii pentru matricea generata (k>0).

#include<iostream.h>
int n,p,al[10][10],a2[10][10],b[10][10],v[10],nr,X,as,€eVv,k,gasit;
fstream f1('grafl s.txt",ios::in),f2('graf2 s.txt",i0s::1n);
typedef int stiva[100];
stiva st;
void zero()
{for(int I=1;i<=p;i++)
for(int j=1;j<=p;j++) bL[il[J]1=0;}
void init() {st[k]=0;}
int succesor()
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1l; return 1;} else return 0;}
int validQ
{if (k>1 && st[k]<st[k-1]) return O;
for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return O;
return 1;%}
int solutie() {return k==p;}
int tipar(Q)
{int i,j; zero(Q);
if (x==0)
{for(i=1;i<=p;itt)
for(g=1;j<=p;j++) if (allstlilllstil]==1) b[ilLil=1;
for(i=1;i<=p;i++)
for(J=1;j<=p;j++) 1If (@2[1]1[j]1'=b[i]1[J]) return O;}
else
{for(i=1;i<=p;i+t)
for(g=1;j<=p;j++) it (a2[stlilllstlill==1) bLillil=1;
for(i=1;i<=p;i++)
for(J=1;j<=p;j++) 1f (@L[i1[j]1'=b[i]1[J]) return O;}
return 1;}%
void bt(QQ{//partea fixad a algoritmului backtracking }
void main()
{int i,j,m; f1>>n;
for(i=1;i<=n;i++)
for(J=1;j<=n;j++) F1>>al[i][j]; fl-close();



Informatica 211

2>>p;
for(i=1;i<=p;i++)
for(J=1;j<=p;j++) f2>>a2[i][j]; f2-close();
if (p>n) {m=n; n=p; n=m; x=1;}
else x=0;
btQ);
if (gasit)
iT (X) cout<<'prima matrice de adiacenta este a subgrafului";
else cout<<"a doua matrice de adiacenta este a subgrafului';
else cout<<'nu este subgraf';}

1. Scrieti un program care citeste din figierul text grafl6.txt matricea de
@g adiacenta a unui graf orientat — si care genereaza toate subgrafurile
care se pot obtine. Informatiile despre subgrafuri se vor salva in

fisierul text graf_s16.txt. Pentru fiecare subgraf generat se va scrie, pe un rand, textul
Subgraful x are p noduri (unde x este numarul de ordine al subgrafului generat, iar p
numarul de noduri) si pe randul urmator textul Arcele — urmat de lista de arce a
subgrafului generat.

2. Scrieti un program care citeste din doua fisiere text, graf_1s.txt si graf_2s.txt informatii
despre matricele de adiacenta a doua grafuri orientate (de pe prima linie numarul de
noduri, apoi matricea de adiacenta) si care verifica daca unul dintre grafuri este subgraf
al celuilalt. Tn caz afirmativ, se precizeaza care este graful si care este subgraful.

3. Scrieti un program care citeste din fisierul text grafl16.txt matricea de adiacenta a unui
graf orientat — si care genereaza subgraful care se obtine prin eliminarea nodului care
are cei mai multi vecini.

2.7.6.3. Graful complementar

Fie graful G = (X,U) si multimea de muchii (arce) V. Graful Gec = (X,V) se numeste graf
complementar al grafului G daca are proprietatea ca doua noduri sunt adiacente in
graful Gc, numai daca nu sunt adiacente in graful G (U NV = &).

Altfel spus, un graf complementar al grafului G contine aceleagi noduri ca si graful G,
dar nici o muchie din acest graf.
Exemple:

1. Pentru graful neorientat G; = (X1,U3), definit anterior, graful Gic = (X1,V1), definit astfel:
- multimea nodurilor este X;={1,2,3,4,5,6,7,8}.
- multimea muchiilor este V; ={[1,5], [1,6], [1,7], [2,4], [2,7], [5,7], [5,8]}.

este graf complementar al grafului G; — figura 21.

Graful 2 I::> 'Graful complementar
EENOYOYE @ ) (3) Gre

Flg. 21

2. Pentru graful orientat G10=(X10,U10), definit anterior, graful G1oc= (X10,V10), definit astfel: Gage

- multimea nodurilor este X10={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
- multimea arcelor este V10={[1,3], [1,5], [2,4], [2,8], [3,2], [4,2], [5,2], [5,6], [7.1], [8,2],
[9,3], [9,10]}.
este graf complementar al grafului G1o — figura 22.

Gie
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5
2 6 10
Graful O E:>
Gio 7 9

Fig. 22

Scrieti un program care citeste din doua figiere text graf_lc.txt si
graf_2c.txt informatii despre doua grafuri neorientate — si varianta orientate

— (de pe prima linie, numarul de noduri, apoi matricea de adiacenta) si care

verificd daca unul dintre grafuri este graf complementar al celuilalt graf. (Indicatie. Daca
cele doua grafuri au acelasi numar de noduri, se determina graful intersectie, care va trebui
sa fie graful vid).

2.7.6.4. Aplicatii practice

1.

Din grupul de n persoane intre care s-au stabilit relatii de prietenie, afisati, pentru
fiecare persoand, persoanele cu care nu este in relatie de prietenie. (Indicatie. Se
genereaza graful complementar.)

Din grupul de n persoane intre care s-au stabilit relatii de cunostinta, eliminati strainii
de grup si singuraticii. (Indicatie. Se genereaza un subgraf al grafului initial, prin
eliminarea tuturor nodurilor izolate sau terminale.)

La graful judetelor, construiti un vector in care memorati, pentru fiecare judet, un indice
pentru provincia istorica din care face parte (1 — Muntenia, 2 — Moldova etc.). Obtineti
din graful judetelor, subgrafurile provinciilor istorice. Precizati provincia istorica ce
contine cele mai multe judete, si provincia istorica ce contine cele mai putine judete.

Din graful grotelor, obtineti subgraful grotelor care se gasesc la o Tnaltime h, cu
hil<h<h2. Verificati cate dintre aceste grote comunica direct cu exteriorul muntelui.
Valorile pentru Tnaltimile hl si h2 se citesc de la tastatura.

in reteaua de strazi a oragului, doua strazi se inchid pentru a fi reparate. Etichetele
intersectiilor care sunt legate de aceste strazi se citesc de la tastatura. S& se verifice
daca, prin inchiderea acestor strazi, traficul auto nu este perturbat, in sensul ca vor
exista intersectii la care nu se mai poate ajunge. (Indicatie. Se genereaza graful partial
al traficului, prin eliminarea arcelor dintre nodurile precizate, si se verifica daca exista
noduri care au gradul intern egal cu 0.)

Se citesc, din doua figiere text doua matrice de adiacentd a doua grafuri care au acelagi
numar de noduri. S& se verifice daca aceste matrice pot reprezenta matricele de
adiacenta a relatiei de vecinatate, respectiv a relatiei de prietenie pentru satenii care au
fanete. (Indicatie. Se verificd daca graful cu mai putine muchii este graf partial al
celuilalt graf).
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2.7.7. Conexitatea grafurilor
2.7.7.1. Lantul

Intr-un graf G= (X,U) se defineste lantul ca fiind o succesiune de noduri care
au proprietatea ca, oricare ar fi doua noduri succesive, ele sunt adiacente.

Graful neorientat

Daca multimea nodurilor unui graf neorientat este X={xs, Xz, ..., Xa}, un lant de la nodul I; la
nodul Iy — L(l3,l) — va fi definit prin multimea L(I1,l)={l1, l2, ..., li , ..., I}, unde lieX pentru
orice i (1<i<k), iar muchiile [I3,12], [I2,1], [l3,la], ..., [lk-1,I] € U. Lantul poate fi interpretat ca un
traseu prin care se parcurg anumite muchii ale grafului, traseul fiind ordinea in care se
parcurg aceste muchii: [l3,l2], [I2,13], [I3,l], ..., [lk-1,lk]- Fiecare pereche de noduri succesive din
lant reprezintd parcurgerea unei muchii. Daca existd L(x;X;), se spune c& nodul x; este
accesibil din nodul x;.

Graful orientat

Daca multimea nodurilor unui graf orientat este X={x1, X2, ..., Xn}, un lant de la nodul I; la
nodul Iy — L(Iy,lk) — va fi definit prin multimea L(I3,lk)=[l1, 2, ..., li , ..., k], unde lieX, pentru
orice i (1<i<k). Arcele [ly,l2], [I2,l3], [I3,l4], ..., [lk-1,I] @u proprietatea ca, oricare ar fi doua arce
succesive, ele au o extremitate comuna. La definirea unui lant, nu se tine cont de
orientarea arcelor, ci numai de faptul ca doua noduri sunt legate de un arc.

Terminologie:

- Lungimea unui lant reprezintd numarul de parcurgeri ale muchiilor, respectiv arcelor.
De exemplu, lungimea lantului L(I3,lk) este k-1. Daca o muchie (un arc) este parcursa de
mai multe ori, se va numara fiecare dintre parcurgerile sale.

= Lantul de lungime minima dintre nodul x; $i nodul X; — Lmin(Xi,X;) — este lantul cu
numarul minim de muchii (arce), din multimea nevida de lanturi L(x;,x;).

- Extremitatile unui lant sunt formate din nodul cu care incepe si nodul cu care se
termina lantul (I si ).

- Sublantul este format dintr-un gir continuu de noduri din lant. De exemplu, pentru

Ian’;ul L(|1, |k):{|1, |2, .4 |i, ] |j, . |k}, L (|i, |j), definit astfel: Lg (|i, |j):{|i, |i+1, ey |j_1, |]} este
un sublant al lantului L.
4
Exemple:
: - Gy @9

1. Pentru graful neorientat Gig = (X19,U19), definit astfel:

- multimea nodurilor este X19={1,2,3,4,5,6,7,8}. 5 6 7 8

- multimea muchiilor este Uig ={[1,2], [1,5], [1,6], [2,3], Fig. 23

[2,5], [2,6], [3.4], [3.6], [3,7], [3,8], [4.8], [5.6], [6,7], [7.8]}-
L1(1,7)={1, 2, 3, 8, 4, 3, 6, 5, 2, 3, 7} este un lant intre nodul cu eticheta 1 si nodul cu eti-
cheta 7 (figura 23). Lungimea lantului este 10. G
20)

2. Pentru graful orientat G, = (X20,U20), definit astfel:

- multimea nodurilor este X»,={1,2,3,4,5,6,7}. 7
- multimea arcelor este Uy ={[1,2], [1,4], [2,3], [2,4], 4 5 6
[3,6], [3,7], [4.1], [4,5], [5.,2], [5.,4], [6,3], [6,5], [7.6]}- .
L1(1,5)= {1, 2, 5, 6, 3, 6, 7, 6, 5} este un lant Intre nodul cu Fig. 24

eticheta 1 gi nodul cu eticheta 5 (figura 24). Lungimea lantului este 8.
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Clasificarea lantur

&
4| Nodur
( : A
Elementare 1 Simple :
Contin numai noduri distincte doua cate Toate muchiile (arcgle) din lant S_U”t
doud: hhly; hi#lsz; ...; s g o ls; . eas I diferite mtcre.ele. [lu,l2] # [lz'!3]’_
— acelasi nod poate fi parcurs o singura (o] # [isla]; ooy o] # fhcald; oo
e [k-2,lk-1] # [l1,l] — aceeasi muchie (arc)
.>< poate fi parcursa o singura data. ><-
Neelementare Compuse
Contin noduri care se repeta — prin Tn lant se pot repeta unele muchii (arce)
acelasi nod se poate trece de mai multe — aceeasi muchie (arc) poate fi parcursa
ori. de mai multe ori.
\ y,
Exemple:

1. Pentru graful neorientat Gig:
- Lantul L1(1,7) definit anterior este un lant neelementar, deoarece se repeta nodul cu
eticheta 3. Este un lant compus, deoarece in lant se repetd muchia [2,3].
= Lantul Lx(1,7) = {1, 2, 3, 6, 7} este un lant elementar deoarece fiecare nod este par-
curs o singura data.
= Lantul L3(1,7) = {1, 6, 3, 2, 6, 7} este un lant simplu, deoarece nicio muchie nu se
repeta, dar este un lant neelementar, deoarece se repeté nodul cu eticheta 6.

2. Pentru graful orientat Gyo:
- Lantul L1(1,5) definit anterior este un lant neelementar, deoarece se repeta nodul cu
eticheta 6. Este un lant compus, deoarece in lant se repeta arcul [6,7].
= Lantul Ly(1,5) = {1, 2, 3, 7, 6, 5} este un lant elementar, deoarece fiecare nod este
parcurs o singura data.
- Lantul L3(1,5) = {1, 2, 4, 5, 2, 3, 6, 5} este un lant simplu, deoarece niciun arc nu se
repeta, dar este un lant neelementar deoarece se repetd nodul cu eticheta 2.

Teorema 10

Daca un graf contine un lant intre doua noduri, X si y,
atunci contine un lant elementar intre nodurile x i y.

Demonstratie. Consideram lantul L(x,y)={X, l1, lo, ..., I, y}. Daca lantul nu este elementar, el contine
cel putin un nod z care se repeta — exista i gi j, astfel incat li=l=z: L(X,y)={x, l1, lo, ..., i, ..., ljy .oy Ik, V3.
Nodul z apartinand lantului L(x,y), inseamna ca el este accesibil din nodul x, iar nodul y este accesibil
din nodul z. Tnseamna c4 din lant se poate elimina sublantul care leaga nodul z de el Tnsusi: L(x,y)={X,
I, 2o by gy oo I Y3 Tn acelagi mod, se pot elimina din lant, toate sublanturile care leaga un nod de
el insugi, obtindndu-se 1n final un lant in care fiecare nod nu apare decét o singura data, adica un lant
elementar.

Exemplu:

In graful neorientat G, lantul L1(1,7) este un lant neelementar. Prin eliminarea din acest lant
a sublantului {8, 4 ,3}, se obtine lantul {1, 2, 3, 6, 5, 2, 3, 7}, care este un lant neelementar.
Prin eliminarea din acest lant a sublantului {6, 5, 2, 3}, se obtine lantul {1, 2, 3, 7}, care este
un lant elementar.
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Teorema 11

Daca un lant este elementar, atunci este si lant simplu.

Demonstratie — prin reducere la absurd. Presupunem ca lantul elementar este lant compus. Daca
este lant compus, el trebuie sa parcurga de doua ori aceeasi muchie (arc), ceea ce ar insemna sa
treaca de doua ori prin nodurile adiacente muchiei (arcului). Lantul fiind elementar, nu trece insa de
doua ori prin acelasi nod.

Algoritmi pentru determinarea lanturilor elementare intr-un graf

1. Afigarea lanturilor elementare dintre doua noduri.

Algoritmul. Pentru generarea lanturilor elementare intre nodul x si nodul y, se foloseste
metoda backtracking. Nodurile lantului elementar vor fi generate n stiva. Primul nod din
stiva este nodul x. Conditia ca un nod adaugat in stiva sa faca parte din solutie (sa fie valid)
este sa formeze o muchie (un arc) cu nodul adaugat anterior in stiva si sa nu mai existe in
stiva (conditia ca lantul sa fie elementar). Solutia se obtine atunci cand nodul adaugat in
stiva este nodul y.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul text grafl.txt matricea de adiacenta a
unui graf neorientat, respectiv, din figierul graf2.txt matricea de adiacentd a unui graf
orientat. Se mai citesc de la tastatura doua valori numerice care reprezinta etichetele a
doua noduri din graf. Se cautad toate lanturile elementare care existd intre cele doua
noduri gi se afiseazd. Daca nu existd nici un lant elementar, se afiseazd un mesaj.
Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea de adiacenta din figier. Variabila
este se foloseste pentru a verifica daca s-a gasit un lant elementar intre cele doua noduri
(are valoarea 0 — False, daca nu s-a gasit un lant elementar). Pentru testarea programelor
se folosesc graful neorientat G, si graful orientat Go.

#include<fstream.h>
typedef stiva[100];
int a[20][20],n,k,as,ev,X,y,este=0;
stiva st;
fstream F(''grafl.txt',i0s::in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
void init() {st[k]=0;}
int succesor()
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;}
int valid(Q)
{if(k>1) //conditia ca douz noduri succesive si fie adiacente
if (a[st[k-1]]1[st[k]]1==0) return O;
//pentru graful orientat
//if (a[stlk]l[st[k-1]1]1==0 && a[st[k-1]]1[st[k]]1==0) return O;
for (int i=1;i<k;i++) //conditia ca lantul sa fie elementar
it (st[k]==st[i1]) return O;
return 1;}
int solutie() {return st[k]==y;}
//se obtine solutia atunci cand ultimul nod adiugat Tn stiva este y
void tipar
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" '; cout<<endl;}
void bt() {//partea fixa a algoritmului}
{k=2; InitQ;
while (k>1)
{as=1; ev=0;
while(as && lev)
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{as=succesor();
if(as) ev=valid(Q);}
if(as)
if (solutie()) tipar(Q);
else {k++; initQ;}
else k--;}}
void main()
{citeste(); cout<<''x= "'; cin>>X; cout<<"y= '; cin>>y; st[1]=x; bt(Q;
if (leste) cout<<"Nu exista lant";

2. Afigarea tuturor lanturilor elementare din graf.

Algoritmul. Pentru generarea tuturor lanturilor elementare din graf, se vor genera lanturile
elementare dintre nodul x (1<x<n) si nodul y (1<y<n), folosind metoda backtracking, care
se va apela pentru fiecare pereche de noduri X si y (xzy).

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul text grafl.txt matricea de adiacenta a
unui graf neorientat, respectiv, din figierul graf2.txt matricea de adiacenta a unui graf
orientat. Se cauta toate lanturile elementare care exista in graf si se afiseaza. Daca nu
exista nici un lant elementar, se afiseaza un mesaj. Pentru testarea programelor se
folosesc graful neorientat G; si graful orientat Go.
#include<fstream.h>
typedef stiva[100];

int a[20][20],n,k,as,ev,X,y,este=0;
stiva st;
fstream F(''grafl.txt',10s::in);
void citeste() {//1a fel ca Tn exemplul precedent }
void init() {//la fel ca Tn exemplul precedent }

int succesor() {//la fel ca Tn exemplul precedent }

int valid(Q) {//1a fel ca Tn exemplul precedent }

int solutie() {//1a fel ca Tn exemplul precedent }
void tipar () {//1a fel ca Tn exemplul precedent }
void bt() {//partea fixa a algoritmului — ca Tn exemplul precedent}
void main()
{citeste();

for (X=1;x<=n;x++)

for (y=1;y<=n;y++) if (x!=y) {st[l]=x; bt();}

if (leste) cout<<"Nu exista lanturi elementare';

3. Verificarea unui gir de etichete de noduri daca formeaza un lant simplu.

Algoritmul. Se verifica daca:

—> sirul de etichete poate forma un lant (daca fiecare pereche de noduri consecutive din
lant este legaté prin muchie, respectiv arc);

- lantul este simplu (se verificd daca muchiile formate cu nodurile din lant nu se repeta).

Implementarea algoritmului. Se citesc din fisierul text graf3.txt lista muchiilor unui graf
neorientat, respectiv, din fisierul graf4.txt lista arcelor unui graf orientat. Se citeste apoi, de
la tastatura, un sir de k numere, care reprezinta etichete ale nodurilor din graf. Se verifica
daca acest sir de noduri poate reprezenta un lant simplu in graf. Sirul de numere citite de la
tastaturd se memoreaza in vectorul v. In vectorul z cu Tnregistrari de tip muchie, se memo-
reaza muchiile (arcele) pe care le formeaza doua noduri succesive din sirul de numere.
Pentru a identifica doua muchii (arce) identice, perechile de etichete care formeaza o
muchie sunt memorate ordonat. Functia citeste() se foloseste pentru a citi informatiile
din figier si pentru a le memora in matricea de adiacenta a grafului, functia lant() se
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foloseste pentru a verifica daca sirul de numere poate reprezenta un lant din graf, functia
simplu() se foloseste pentru a verifica daca lantul este un lant simplu. Pentru testarea
programelor se folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.
#include<fstream.h>
struct muchie {int Xx,y;};

muchie z[10];

int k,n,m,a[10][10],v[10];
fstream f('graf3.txt'”,10S::10n);
void citeste()
{int i,x,y; f>>n>>m;

for(i=1;i<=m;i++) {>>x>>y; a[x]lyl=1; aly]l[x]=1;} f.close():}
int lant(Q)
{for(int i=1;i<k;i++) if (alvl[illLv[i+1]]==0) return O;

return 1;}

int simpluQ
{for(int i=1;i<k;i++)

for(int J=i+l;j<=k;j++) if(z[1]-x=z[J]-x && z[i].y==z[]j]-y) return O;
return 1;}
void main()
{int i; citeste(); cout<<"k= ";cin>>k;
for(i=1;i<=k;i++) {cout<<"Eticheta "<<i<<" = '"; cin>>v[i];}
for(i=1;i<k;i++) if (vLil<v[i+1]) {z[i]-x=v[i]:;z[i]-y=v[i+1]:}
else {z[i]-x=v[i+1];z[i]-y=Vv[il;}

if (lant())

if (simplu()) cout<<"este lant simplu™;
else cout<<"nu este lant simplu;
else cout<<'"nu este lant";}

1. Scrieti un program care citeste dintr-un figier text lista muchiilor unui
@@ graf neorientat (graf3.txt) sau varianta graf orientat (graf4.txt), si care:
a. Verifica daca un sir de k numere citite de la tastatura reprezinta

un lant elementar pentru graf.

b. Cauta toate lanturile elementare cu lungimea d si le afiseaza. Valoarea numerica d se
citeste de la tastatura. Daca nu exista nici un lan{ elementar cu lungimea d, se
afiseaza un mesa,.

c. Cauta toate lanturile elementare, cu lungimea cea mai mica, ce exista intre doua
noduri X si y, si le afiseaza. Etichetele nodurilor se citesc de la tastatura. Daca nu
exista nici un lant elementar, se afiseaza un mesa..

d. Cauta toate lanturile elementare intre doua noduri X si y, care trec printr-un nod z
care are gradul minim Tn graf. Etichetele celor doua noduri se citesc de la tastatura.
Daca nu exista nici un lant elementar, se afiseaza un mesaj.

e. Cauta toate lanturile elementare de lungime maxima si afiseaza céate lanturi s-au
gasit si care sunt ele. Daca nu exista nici un lant elementar, se afiseaza un mesaj.

f. Cauta si afiseaza cel mai lung lant elementar care este format din noduri care au
etichete cu numere consecutive, ordonate crescator.

g. Cauta si afiseaza cel mai scurt lant elementar care trece prin p noduri si prin g muchii
(arce) date. Se citesc de la tastatura urmatoarele valori numerice: p — numar de noduri,
un sir de p numere, care reprezinta etichete ale nodurilor din graf, g — numar de muchii
si un sir de g perechi de numere, care reprezinta muchii (arce) din graf.

2. Intr-un figier text sunt memorate informatii despre dou& grafuri neorientate G’ si G”: pe
primul rAnd numarul de noduri ale celor doua grafuri (N1 si np), pe urmatoarele ny
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randuri matricea de adiacenta a grafului G’, iar pe urmatoarele ny randuri matricea de
adiacentd a grafului G”. Scrieti un program care citeste din figierul text informatiile
despre cele doua grafuri si care determind doud noduri p si g (p din graful G’ si g din
graful G”) care — daca se leaga printr-o muchie — asigura legatura, printr-un lant de
lungimea k, intre doua noduri precizate x si y (x din graful G’ si y din graful G”). Valorile
pentru X, y si k se citesc de la tastaura.

2.7.7.2. Ciclul

Un lant care are toate muchiile distincte doua cate doua si
extremitati care coincid — se numesgte ciclu.

Ciclul este un lant simplu ([Is,lz] # [I2,1a]; [lu.l2] # [I3,la]; -5 [ll2] # [ealds 5 Dz bea] # [eali),
n care extremitatile coincid: I;=ly.

Un graf fara cicluri se numeste graf aciclic.

Daca toate nodurile unui ciclu sunt distincte doua céate doua, cu exceptia extremitatilor,
ciclul se numeste ciclu elementar.

Exemple:

1. Pentru graful neorientat Gig:
- Lantul Ly(1,1) ={1, 2, 3, 6, 2, 1} nu este un ciclu deoarece in lant se repeta muchia [1,2].
- Lantul Ls(1,1) ={1, 2, 6, 3, 7, 6, 1}=C; este un ciclu neelementar deoarece se repeta
nodul cu eticheta 6.
- Lantul Lg(1,1) = {1, 2, 3, 7, 6, 1}=C; este un ciclu elementar deoarece nu se repeta
niciun nod.

2. Pentru graful orientat Gyo:
= Lantul L,(1,1) ={1, 2, 4, 5, 2, 1} nu este un ciclu deoarece in lant se repeta arcul [1,2].
- Lantul Ls(1,1) = {1, 2, 5, 6, 3, 2, 4, 1}=C; este un ciclu neelementar deoarece se
repeta nodul cu eticheta 2.
- Lantul Lg(1,1) = {1, 2, 3, 6, 5, 4, 1} este un ciclu elementar deoarece nu se repeta
niciun nod.
3. Un circuit electric poate fi reprezentat cu ajutorul unui graf orientat G4, in care nodurile
retelei sunt nodurile grafului, iar sensul arcelor este dat de sensul ales pentru curentul
electric — figura 25.
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Un ochi al retelei electrice reprezintd un ciclu in graful orientat. Fiecare arc k are asociate
trei marimi: rezistenta Ry, intensitatea curentului I $i tensiunea electromotoare a sursei E.
Semnul curentului electric este dat de sensul arcului: daca arcul intra Tn nod, curentul
electric are semnul plus, iar daca arcul iese din nod, curentul electric are semnul minus.
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Pentru fiecare nod din graf, se aplica teorema intai a lui Kirchhoff:
p
2 I K = 0
k=1

unde p este suma dintre gradul intern si gradul extern ale nodului.
Pentru fiecare ciclu din graf, se aplica teorema a doua a lui Kirchhoff:

q q
2B = 21 xRy
k=1 k=1

unde q este numarul de arce ale ciclului.

Pentru circuitul electric din figura 25, se considera cunoscute urma-
toarele marimi: R1, Rz, R3, Rs, Ry, 11, E1 §i Eo. Scrieti un program care
sa calculeze —in graful circuitului electric — marimea rezistentei Rg4.

Teorema 12

Daca un graf contine un ciclu, atunci contine si un ciclu elementar.
Demonstratie — la fel ca demonstratia de la Teorema 11, de la subcapitoul Lanturi.

Doud lanturi — Ly={ly, lp, ..., ki, ..., let, b 1} $iLa={01, 12, oo Uiy ooy Dty i 11} —
care au aceeasi lungime k, formeaza acelasi ciclu daca exista un numar intreg
J, astfel incat li= | (+j) mod k+1, PENtru orice i=1, 2, 3,..., k.

Exemplu:

in graful neorientat Gyo lanturi Ly={ly, I, Is, la, 11} = {1, 2, 6,5, 1} si L1={11, I2, I3, [4, 11} = {2,
6, 5, 1, 2} care au lungimea 4, formeaza acelasi ciclu. Se observa l;=1 si |,=1. Din (1+j)
mod 4 + 1 = 4, rezulta ca j=2. Verificam daca pentru acest j si pentru orice i= 2, 3, 4, exista
doua noduri cu aceeasi eticheta in ambele lanturi: ,

i=2 = (2+2) mod 4 + 1 = 1; dar: ;=2 §i | ;=2 = = |;.

i=3 = (3+2) mod 4 + 1 = 2; dar: 13=6 si | ,=6 = I3=I.

i=4 = (4+2) mod 4 + 1 = 3; dar: 14,=5 si |3=5 = I,=l ;.
In graful neorientat G1g lanturi Li={l1, I, I3, 14, I1} = {1, 2, 6, 5, 1} si L'lz{l'l, I'2, I:3, I’4, Iyl} ={2,
5, 6, 1, 2} care au lungimea 4, nu formeaza acelasi ciclu. Se observa l;=1 si |4,=1. Din (1+j)
mod 4 + 1 = 4, rezulta ca j=2. Verificdm daca pentru acest j si pentru orice i= 2, 3, 4, exista
doua noduri cu aceeasi eticheta in ambele lanturi: ,

i=2 = (2+2) mod 4 + 1 = 1; dar: 1,=2 si I11:2 = = ’Il.

i=3 = (3+2) mod 4 + 1 = 2; dar: 13=6 si | ,=5 = I3#l ,.

Algoritm pentru determinarea ciclurilor elementare intr-un graf

Algoritmul. Se genereaza toate lanturile elementare care pornesc din nodul x (1<x<n),
trec prin cel putin trei noduri si se pot inchide cu nodul x. Pentru generarea acestor lanturi
elementare se foloseste metoda backtracking, care se va apela pentru fiecare nod x.
Solutia se obtine atunci cand nodul addugat in stiva formeaza o muchie (un arc) cu nodu x
— si stiva contine cel putin 3 noduri.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul text grafl.txt matricea de adiacenta a
unui graf neorientat, respectiv, din figierul graf2.txt matricea de adiacenta a unui graf
orientat. Se cauta toate ciclurile elementare care exista in graf si se afiseaza. Daca nu
exista nici un ciclu elementar, se afiseaza un mesaj. Pentru testarea programelor se
folosesc graful neorientat G; si graful orientat Gg.
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#include <fstream.h>
typedef stiva[100];

int a[20][20],n,k,as,ev,Xx,este=0;
stiva st;
fstream F(''grafl.txt',10s::in);
void citeste() {// se citeste matricea de adiacentd din Ffisier}
void init()
{//este i1dentici cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int succesor()
{//este identici cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int validQ
{//este identici cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int solutie() {return a[st[K]][x]==1 && k>2;}

//se obtine solutia atunci cand ultimul nod adiugat este adiacent
//nodullui X si Tn stiva existi cel putin trei noduri
void tipar O
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<x<<endl;}
void bt() {//partea fixa a algoritmului }
void main()
{citeste();

for (x=1;x<=n;x++) {st[l]=x; bt(;}

if (leste) cout<<"Nu exista nici un ciclu elementar';}

1. in exemplul precedent, sunt afisate lanturi care formeaza acelasi
ciclu (acelasi ciclu este afisat de mai multe ori; deosebirea consta
doar Tn nodul cu care se incepe si se incheie ciclul). Modificati

programul astfel Tncat sa se elimine afisarea informatiei redundante (afisarea aceluiasi
ciclu de mai multe ori).

2. Scrieti un program care citeste din figierul text graf3.txt lista muchiilor unui graf neori-
entat — si afiseaza toate ciclurile elementare care trec printr-un nod cu gradul minim.

3. Scrieti un program care citegte din figsierul text graf3.txt lista muchiilor unui graf neori-
entat si care verifica daca un sir de k numere citite de la tastatura reprezinta un ciclu
elementar pentru graf.

4. Scrieti un program care citeste din fisierul text graf4.txt lista arcelor unui graf orientat si care:

a. Cauta toate ciclurile elementare care exista in graf si le afiseaza. Daca nu exista
niciun ciclu elementar, se afiseaza un mesaj.

b. Cauta toate ciclurile elementare care trec prin toate nodurile grafului si le afisea-
za. Daca nu exista nici un ciclu elementar care trece prin toate nodurile grafului,
se afiseaza un mesaj.

c. Cauta toate ciclurile elementare de lungime maxima care trec prin nodul x — si le
afiseaza. Eticheta nodului se citeste de la tastatura. Daca nu exista nici un ciclu
elementar care sa treaca prin nodul X, se afiseaza un mesaj.

2.7.7.3. Drumul

Intr-un graf orientat G= (X,U) se definegte un drum ca fiind o succesiune
de noduri care au proprietatea ca — oricare ar fi doua noduri succesive —
ele sunt legate printr-un arc.

Dacad, intr-un graf orientat, multimea nodurilor este X={x1, X2, ..., Xn}, iar multimea arcelor
este U={uy, Uy, ..., Uy}, un drum de la nodul d; la nodul dx — D(d1,dy) — va fi definit prin
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multimea nodurilor D(dy,dx) = {d1, dp, ..., dk}, unde dieU, pentru orice i (1<i<k), iar arcele
[d1,d2], [d2,d3], [d3,d4], ..., [dk-1,dk] € U. Drumul poate fi privit ca un lant in care parcurgerea
de la un nod la altul trebuie sa se faca in sensul arcului care leaga nodurile. Daca exista
D(xi,xj), se spune ca nodul x; este accesibil din nodul x;.

Terminologie:

> Lungimea unui drum este datd de numarul de arce care il compun. in cazul in care
arcele au asociate lungimi, lungimea unui drum este datd de suma lungimilor arcelor
care 1l compun.

= Drumul de lungime minima dintre nodul d; si nodul d; — Dmin(d;,d;) — este drumul cu
numarul minim de arce din multimea nevida de drumuri D(d;,d;).

- Subdrumul este format dintr-un sir continuu de noduri din drum. De exemplu, pentru
lantul D(d1, dy)={d1, da, ..., dj, ..., d, ..., di}, Ds (d, d;) definit astfel: Dg(d;, d;) = {di, dis1, ...,
d;1, d;} — este un subdrum al drumului D.

Drumul elementar este drumul in care nodurile sunt distincte doua cate doua. Drumul
simplu este drumul in care arcele sunt distincte doua céate doua.

Exemple — Pentru graful orientat Gyo:

- Lantul Ly(1,6) = {1, 2, 5, 6} nu este un drum deoarece parcurgerea nu se face in
sensul sagetilor.

- Lantul Lg(1,6) = {1, 2, 3, 6, 3, 6} = D; este un drum neelementar, deoarece se repeta
eticheta nodurilor 3 si 6 — si compus, deoarece prin arcul [3,6] s-a trecut de doua ori.

- Lantul Lo(1,6) = {1, 2, 3, 7, 6} = D, este un drum elementar, deoarece nu se repeta
nici un nod.

- Lantul Ly(1,6) = {1, 2, 4, 5, 2, 3, 6}=D3 este un drum simplu, deoarece nici un arc nu
a fost parcurs de doua ori, dar este un drum neelementar, deoarece se repeta nodul
Ccu eticheta 2.

Teorema 13

Daca un graf neorientat contine un drum intre doua noduri, X si v,
atunci, contine gi un drum elementar, intre nodurile x si y.

Demonstratie — la fel ca demonstratia de la Teorema 11 de la subcapitolul Lanturi.

Algoritmi pentru determinarea drumurilor elementare intr-un graf orientat

1. Afisarea drumurilor elementare din graf.

Algoritmul. Se va folosi algoritmul pentru determinarea tuturor lanturilor elementare din graf, la
care elementul solutiei generat in stiva, la nivelul k (k>1), va fi considerat valid numai daca
trecerea de la nodul de pe nivelul k-1 la nodul de pe nivelul k se face, in graf, in sensul arcului.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul graf2.txt matricea de adiacenta a
unui graf orientat. Se cauta toate drumurile elementare care exista Tn graf — si se
afiseaza. Daca nu exista nici un drum elementar, se afiseaza un mesaj. Pentru testarea
programului se foloseste graful orientat Go.

#include <fstream.h>

typedef stiva[100];

int a[20][20],n,k,as,ev,Xx,este=0;

stiva st;

fstream F(''graf2.txt',10s::in);

void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
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void init() {//identici cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int succesor(){//ca cea de la afisarea lanturilor elementare}
int validQ
{if(k>1) if (a[stk-1]11[st[k]1]1==0) return O;

for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return O;

return 1;}

int solutie() {return st[k]==y:;}
void tipar O
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<x<<endl;}
void bt() {//partea fixa a algoritmului }
void main()
{citeste();

for (X=1;x<=n;x++)

for (y=1;y<=n;y++) 1If (X!=y) {st[l]=x; bt(Q;}

if (leste) cout<<'"Nu exista";

2. Algoritmul Roy-Warshall de determinare a matricei drumurilor.
Matricea drumurilor este o matrice patratd binara de dimensiune n (n reprezentand
ordinul grafului), definita astfel:

ali]ii] = {

1, daca exista drum de la nodul ila nodul j
0, daca nu exista drum de lanodul ila nodul j

Informatiile din matricea drumurilor se pot folosi pentru a verifica daca exista drum
intre doua noduri ale grafului

Algoritmul. Daca nu exista un arc de la nodul i la nodul j, consideram ca exista drum de la
nodul i la nodul j, daca exista un nod k (k#i si k#) care are proprietatea ca exista un drum
de la nodul i la nodul k si un drum de la nodul k la nodul j. Matricea o 9
drumurilor se obtine din matricea de adiacentd prin transformari '
succesive, astfel: se genereaza toate nodurile k (1<k<n), iar pentru 9
fiecare nod k se genereaza toate perechile de noduri i (izk) si J (jzk) )
si se verifica daca a[i][K]=1 si a[k][§]1=1. In caz afirmativ, in matri- Fig. 26
cea de adiacenta se atribuie valoarea 1 elementului a[i]1Li]-

1 2 3 4 5
Pentru graful Gy, din figura 26 matricea de adiacenta sufera 1 | 0 |1 |0 | 0| O
urmatoarele cinci transformari. La fiecare transformare,daca 2 | 0 | 0 |1 |0 | O
drumul de la nodul i la nodul j trece prin nodul intermediark 3 | 1 |1 [0 |1 |0
(drumul trece de la nodul i la nodul k side lanodulklanodul 4 | 0 | 0O |0 | 0|1
j), atunci elementului a[i][j] i se va atribui valoarea 1. 51 0]0J0OjJ1]0O
k=1 k=2 k=3
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0
2 0]0 1 0 0 2 0]0 1]0 0 2 1 1 1 1 0
3 1 1 0 1 0 3 1 1 1 1 0 3 1 1 1 1 0
4100 0 0 1 41010 0]0 1 4 |10 0]0 0 1
5 0]0 0 1 0 5 0]0 0 1 0 510 01]0 1 0
k=4 k=5
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 0 2 1 1 1 1 1
3 1 1 1 1 0 3 1 1 1 1 1
4 1010 01]0 1 4 |0 0] 0 1 1
5 0]0 0 1 1 5|0 0]0 1 1
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Interpretarea datelor din matricea obtinutd in urma transformarilor se face astfel: exista
drum de la nodul 1 la nodul j daca a[i][jJ]=1. De exemplu, exista drum de la nodul 2
la nodul 4, dar nu exista drum de la nodul 4 la nodul 2.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul graf20.txt matricea de adiacenta a
unui graf orientat. Se afiseaza toate perechile de noduri din graf intre care exista un
drum. Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea de adiacenta din figier.
Functia transforma() se foloseste pentru a transforma matricea de adiacenta Th matri-
cea drumurilor. Matricea de adiacenta va suferi n transformari succesive (pentru fiecare
noua valoare a lui k), astfel: fiecare element a[i]1[J], cu i=k si j=k, este inlocuit cu
valoarea produsului a[i][k]*a[K][J] — ceea ce este echivalent cu a atribui valoarea 1
acestui element daca a[1][k]=1 si a[k][J1=1. Functia aFiseaza() se foloseste pentru
a afisa toate perechile de noduri 1 si j intre care exista drum. Aceste perechi sunt identificate
in matricea drumurilor ca fiind indicele pentru linie si indicele pentru coloana ale elementelor
care au valoarea 1. Pentru testarea programului se foloseste graful orientat G,.
#include <fstream.h>
int a[20][20],n;
fstream F(''graf20.txt",io0s::in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
void transforma()
{for(int k=1;k<=n;k++)
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
ifa[ilj]==0 && il=k && j'=k) a[illjl=alillKkl*alkllil:}
void afiseaza()
{cout<<"Exista drum intre perechile de noduri'<<endl;
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
ifGLi]]==1 && i!=j) cout<<"('<<i<<","<<J<<M)"<<™ "5}
void main() {citeste(); transforma(); afiseaza();}

Complexitatea algoritmului Roy-Warshall

Algoritmul de transformage a matricei de adiacenta in matricea drumurilor are ordinul de com-
plexitate O(nxnxn)= O(n~), deoarece fiecare structura repetitiva for se executa de n ori, iar
structurile For sunt imbricate.

Scrieti un program care citeste, din figierul text graf4.txt, lista muchiilor
unui graf orientat — si care:
a. Verificd daca un sir de k numere citite de la tastatura reprezinta un
drum elementar pentru graf.
b. Cauta toate drumurile elementare cu lungimea cea mai mica dintre doua noduri x si y
si le afiseaza. Etichetele nodurilor se citesc de la tastatura. Daca nu exista niciun
drum elementar, sa se afiseze un mesa,j.

c. Cauta toate drumurile elementare de lungime maxima si afiseaza cate drumuri s-au
gasit si care sunt ele. Daca nu exista niciun drum elementar, sa se afiseze un mesaj.

2.7.7.4. Circuitul
Intr-un graf orientat un drum care are toate arcele distincte
doua cate doua si extremitati care coincid se numeste circuit.

Circuitul este un drum simplu (arcele sunt distincte doua céate doua ([di,dz]=[d>,d3];
[dy,d2]#[d3,d4]; ...; [d1,d2]#[dk-1,d]; -..; [Ok-2,0k-1]#[dk-1,dk]) TN care extremitatile coincid (d1=dy).
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Circuitul elementar este circuitul in care toate nodurile sunt distincte doua céate doua, cu
exceptia primului si a ultimului — care coincid.

Exemple — Pentru graful orientat Gyg:
- Lantul L1p(1,1) ={1, 2, 3, 6, 3, 6, 3, 7, 6, 5, 4, 1} nu este un circuit, deoarece arcele
[3,6] si [6,3] au fost parcurse de doua ori.
- Lantul L;3(1,1) = {1, 2, 3, 6, 3, 7, 6, 5, 2, 4, 1}=C; este un circuit neelementar,
deoarece se repeta eticheta nodurilor 3 si 6.
- Lantul L12(1,1) = {1, 2, 3, 7, 6, 5, 4, 1} =C; este un circuit elementar, deoarece nu se
repeta eticheta niciunui nod.

Teorema 14

Daca un graf contine un circuit, atunci contine gi un circuit elementar.
Demonstratie — la fel ca demonstratia de la Teorema 11 de la subcapitolul Lanturi.

Algoritm pentru determinarea circuitelor elementare intr-un graf orientat

Algoritimul. Se foloseste acelasi algoritm ca si in cazul determinarii ciclurilor elementare Thtr-un
graf orientat, cu deosebirea ca se tine cont de orientarea arcului care leaga doua noduri.

#include <fstream.h>
typedef stiva[100];
int a[20][20].,n,k,as,ev,x,este=0;
stiva st;
fstream f('graf2.txt'”,10S::10n);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}
void init() {//identicsi cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int succesor() {//identica cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int validQ
{if(k>1) if (a[st[k-1]1]1[st[k]1]1==0) return O;
for (int i=1;i<k;i++) If (st[k]==st[i]) return O;
return 1;}
int solutie() {return a[st[k]][x]==1 && k>1;}
//se obtine solutia atunci cand ultimul nod adiugat este adiacent
//nodului x si Tn stivi existd cel putin doud noduri
void tipar O
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<x<<endl;}
void bt() {//partea fixa a algoritmului }
void main() {citeste();
for (Xx=1;x<=n;x++) {st[l]=x; bt(;}
iT (leste) cout<<'"Nu exista circuite';}

Scrieti un program care citeste, din figierul text graf4.txt, lista arcelor
unui graf orientat — si care:

a. Cauta toate circuitele elementare care exista in graf si le afiseaza.
Daca nu exista niciun circuit elementar, se afiseaza un mesaj.

b. Cauta toate circuitele elementare de lungime maxima care trec printr-un nod X si le
afiseaza. Eticheta nodului se citeste de la tastatura. Daca nu exista niciun circuit
elementar care sa treaca prin nodul x, se afiseaza un mesaj.

c. Cauta toate circuitele elementare care trec prin toate nodurile grafului si le afiseaza.
Daca nu exista niciun circuit elementar care trece prin toate nodurile grafului, se
afiseaza un mesaj.
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d. Cauta toate circuitele elementare care trec numai prin noduri care au gradul intern
egal cu gradul extern — si le afiseaza. Daca nu exista niciun circuit elementar, se
afiseaza un mesaj.

2.7.7.5. Graful conex

Un graf G se numeste graf conex daca are proprietatea ca, pentru
orice pereche de noduri diferite intre ele, exista un lant care sa le lege.

Altfel spus, un graf este conex dacd, pentru orice pereche de noduri {x;, X}, care au
proprietatea xi=x; exista un lant de la x; la x;.

Exemple:

1. Graful neorientat Gig = (X19,U19) definit anterior este un graf conex, deoarece oricare ar
fi doua noduri din multimea Xy, ele pot fi legate printr-un lant. De exemplu, (1,2) = {1,2}
sau {1,5,2}; (1,3) = {1,2,3} sau {1,6,3}; (1,3) = {1,2,3} sau {1,6,3}; (1,4) = {1,2,3,4}
sau {1,6,7,4}; (1,5) = {1,5} sau {1,2,6,5} etc.

2. Graful orientat Gog = (X20,U20) definit anterior este un graf conex, deoarece oricare ar fi
doua noduri din multimea Xy, ele pot fi legate printr-un lant. De exemplu, (1,2) = {1,2}
sau {1,4,2}; (1,3) = {1,2,3}sau {1,2,5,6,3}; (1,3) = {1,2, 3} sau {1,2,5,6,3}; (1,4) = {1,

4} sau {1,2,5,4}; (1,5) = {1,2,5} sau {1,4,5} etc.
3. Graful neorientat Gyz = (X23,U23) — figura 27 — definit astfel: Gy
- multimea nodurilor este X»3={1,2,3,4,5,6,7,8}. LTS PRI

- multimea muchiilor este U,z ={[1,2], [1,4], [2,3], ,' )\ . G
[2,4], [3.4], [5.6], [5,7] }. l 0"9 \(5)

nu este conex, deoarece nu existd nici un lant intre un *{

nod din multimea C;={1,2,3,4} si un nod din multimea
C,={5,6,7}, sau din multimea C3={8}.

~ o~ ~ - -

C1 C2
Fig. 27
Daca un graf G=(X,U) nu este conex, se poate defini un
subgraf conex al grafului G, adica se poate defini 0 multime X'cX care sa induca subgraful
G'=(X',U", ce are proprietatea ca este conex.

Daca un graf G=(X,U) nu este conex, se numeste componenta conexa a grafului un
subgraf conex al sau C=(X',U"), maximal Tn raport cu aceasta proprietate (contine
numarul maxim de noduri din G care au proprietatea ca sunt legate cu un lant).

Altfel spus, subgraful conex C este 0 componenta conexa a grafului daca are proprietatea ca
nu exista nici un lant, al grafului G, care sa& uneasca un nod x; al subgrafului C (xieX') cu un
nod x; care nu apartine subgrafului C (xje X—X").

Observatie: Un graf conex are o singura componenta conexa (graful insusi).

Exemplu — In graful neorientat G, definit anterior, fiecare dintre cele trei multimi de noduri,
C1, Cz si C3, induce cate o componenta conexa.

Daca un graf este definit prin multimea nodurilor si multimea muchiilor,
- multimea nodurilor este X»3={1,2,3,4,5,6,7,8}.
- multimea muchiilor este Uy ={[1,2], [1.4], [2,3], [2,4], [3.4], [5.6], [5.7] }.
pentru identificarea componentelor conexe, procedati astfel:
PAS1. Se formeaza prima componenta conexa, pornind de la prima muchie. Se scriu
nodurile incidente cu muchia Tn prima componenta conexa — C;={1,2} — si se mar-
cheaza muchia: [1,2]. Componenta conexa C; este componenta curenta.
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PAS2. Se parcurg celelalte muchii. Daca se gaseste o muchie nemarcata, care contine
noduri din componenta conexa curenta, se adauga nodurile la componenta:
C1={1,2,4,3}, si se marcheaza muchia: [1,4], [2,3], [2.4], [3.4].

PAS3. Daca mai exista muchii nemarcate, se identifica prima muchie nemarcata si se formea-
Za urmatoarea componenta conexa, scriind nodurile incidente cu muchia — C,={5,6} —
si se marcheaza muchia: [5,6]. Componenta conexa C, este componenta curenta.

PAS4. Se parcurg celelalte muchii. Daca se gaseste o muchie nemarcata care contine
noduri din componenta conexa curenta, se adauga nodurile la componenta:
C,={5,6,7} si se marcheaza muchia: [5.7].

PAS5. Se executd Pasul 3 si Pasul 4 p&dnd se marcheaza toate muchiile, identificand
urmatoarele componente conexe.

PAS6. Se verificd daca toate nodurile din multimea nodurilor se regasesc intr-o componenta
conexa. Daca existd noduri care nu apartin unei componente conexe, acestea sunt
noduri izolate, si vor forma, fiecare dintre ele, o componenta conexa. C3={8}.

Teorema 15

Numarul minim de muchii mpi, Necesare pentru ca un graf neorientat, cu n noduri, sa fie
conex este n—1.

Altfel spus, Tntr-un graf neorientat conex cu m muchii si n noduri: mn-1.

Demonstratie. Notam cele doua propozitii, astfel:

(1) — Graful G neorientat, cu n noduri, are n-1 muchii si este conex.

(2) — Graful G neorientat, cu n noduri, este conex si minimal cu aceasta proprietate (daca se nlatura

orice muchie din graf, el devine neconex).

Trebuie s& demonstram ca (1)=(2) — Se foloseste principiul inductiei matematice (se noteaza cu Pj
propozitia i):
P1 — Graful G1, cu un nod si nici 0 muchie (m=1-1=0), este conex si este minimal cu aceasta
proprietate (nu mai exista muchii care sa fie eliminate).

P, — Graful G, cu doua noduri si 0 muchie (m=2-1=1), este conex (muchia nu poate lega decét cele
doua noduri) si este minimal cu aceasta proprietate (prin eliminarea muchiei, nodurile sunt izolate
obtindndu-se doua componente conexe).

P3 — Graful Gz, cu trei noduri si doua muchii (m=3-1=2), este conex (cele douad muchii sunt incidente;
unul dintre noduri este adiacent cu cele doua muchii — si prin el va trece lantul care leaga celelalte
doua noduri) si este minimal cu aceasta proprietate (prin eliminarea unei muchii, unul dintre noduri
este izolat, obtindndu-se doud componente conexe).

Pn — Graful G, cu n noduri si n-1 muchii, este conex si minimal cu aceasta proprietate (se presupune
adevarata).

Pn+1 — Considerand propozitia P, adevarata, trebuie sa demonstram ca graful Gp+1, cu n+1 noduri i
n+2 muchii, este conex si minimal cu aceasta proprietate. Prin adaugarea unui nod si a unei muchii la
graful Gp, se poate obtine un graf conex. Nodul adaugat se leaga cu muchia noua de graful Gy, (si,
implicit, la lanturile din acest graf), obtinAndu-se un nou graf conex. Presupunem ca graful obtinut nu
este minimal cu aceasta proprietate. Inseamna c&, prin eliminarea unei muchii, se obtine un graf
conex. Daca eliminam muchia addugata, se izoleaza nodul n+1, obtindndu-se doua componente
conexe. Daca se elimina o muchie din graful Gy, se obtin doud componente conexe, deoarece graful
Gn, este minimal cu aceasta proprietate. Rezulta ca graful G, este minimal cu aceasta proprietate.

Exemple de grafuri conexe cu n noduri si numar minim de muchii:

- Fiecare nod este legat de alte doud, cu exceptia a doud noduri terminale. Existd n—2 noduri cu
gradul 2 si doua noduri cu gradul 1:

2x(N-2)+2x1 -n

Mpyin = 2
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- Un nod este legat de celelalte n—1 noduri. Exista un nod cu gradul n—1 si n—1 noduri cu gradul 1:
_Ix(n=-1)+(n-1)x1 n-1

min — 2

m

Propozitia 4. Daca un graf cu n noduri are p componente conexe, atunci numarul minim
de muchii care trebuie adaugate, ca sa devina conex, este p—1.

Demonstratie. Putem considera fiecare componentad conexa ca un nod al unui graf cu p noduri.
Numarul minim de muchii necesare pentru ca acest graf sa fie conex este p-1.

Propozitia 5. Daca un graf conex cu n noduri are n-1 muchii, atunci orice pereche de
noduri este legata printr-un lant, si numai unul.

Demonstratie — prin reducere la absurd. Graful G fiind conex, inseamna ca exista cel putin un lant
care leaga oricare doua noduri, X si y. Presupunem ca exista cel putin doua lanturi Tntre nodurile x si
y: L1 si Lo. Tnseamné cé, suprimand o muchie din lantul al doilea, graful ramane conex, deoarece
nodurile x si y vor fi legate prin lantul L;. Tnseamn& ca un graf cu n noduri si n-2 muchii este conex,
ceea ce contrazice Teorema 15. Rezulta ca cele doua noduri, X si y, nu sunt legate decéat printr-un
singur lant.

Propozitia 6. Daca un graf neorientat cu n noduri i m muchii este conex, numarul maxim
de muchii care se pot elimina pentru a obtine un graf partial conex este: m—n+1.

Demonstratie. Deoarece numarul minim de muchii necesare pentru ca un graf sa fie conex este n-1,
atunci din graf se pot elimina restul muchiilor: m—n+1.

Teorema 16

Un graf neorientat conex cu n noduri si n—1 muchii este aciclic si
maximal cu aceasta proprietate.

Demonstratie: Notam cele doua propozitii, astfel:
(1) — Graful G neorientat, cu n noduri, este conex si are n-1 muchii.
(2) — Graful G neorientat, cu n noduri, este aciclic si maximal cu aceasta proprietate.

Trebuie sa demonstram ca (1)=(2).

1) Este aciclic — prin reducere la absurd. Presupunem ca acest graf contine cel putin un ciclu,
C={X1, X2, X3, ...,y Xj, X1}. Tnseamna c3, dacd vom inlatura din graf muchia [X1, X2], se obtine un graf
conex — nodul va fi legat de toate celelalte noduri din ciclu prin lantul L={x2, X3, ..., X;, X1} — ceea ce
contrazice teorema anterioara, ca un graf cu n noduri si n-1 muchii este conex si minimal cu
aceasta proprietate.

2) Este maximal cu aceasta proprietate (daca se adauga o noua muchie, graful nu mai este
aciclic) — prin reducere la absurd. Presupunem ca, prin adaugarea unei muchii oarecare [x,y], se
obtine un graf aciclic. Graful fiind conex, inseamna ca intre nodurile x $i y exista un lant L(X,y) ={X,
.y Z, ..., Y}, iar prin adaugarea muchiei [x,y] lantul se inchide, formand un ciclu C={x, ..., z,..., y,
X} — ceea ce contrazice presupunerea ca graful este aciclic.

Propozitia 7. Daca un graf neorientat conex are n noduri si m muchii, numarul de muchii
care trebuie eliminate, pentru a obtine un graf partial conex aciclic, este egal cu m—n+1.
Demonstratie. Din Propozitia 6, rezultd ca — inlaturand din graf m—n+1 muchii — se obtine un graf
partial conex, iar din Teorema 16 rezulta ca acest graf este aciclic. Graful fiind conex, inseamna ca
intre oricare doua noduri, x; si Xj, existd un lant elementar gi numai unul (Propozitia 5). Orice noua
muchie [x;, Xj] adaugatéa va forma cu acest lant un ciclu elementar.

Propozitia 8. Daca un graf are n noduri, m muchii gi p componente conexe, numarul de
muchii care trebuie eliminate, pentru a obtine un graf partial aciclic, este egal cu m-n+p.

Demonstratie. Fiecare componenta conexa i (1<i< p) va avea n; noduri $i m; muchii, iar:
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p P
.2n=nsi ym,=m.
i=1 i=1

Numarul de muchii care trebuie eliminate din componenta conexa i, pentru a obtine un graf partial
conex aciclic, este egal cu m; - nj +1 (Propozitia 7). Rezultéd ca numarul total de muchii care trebuie
eliminate din graf, pentru a obtine graf partial conex aciclic, este egal cu:

%(mi _ni+1)=zp:mi —Eplni +p=m-n+p
i=1 i=1 i=1

Propozitia 9. Pentru a obtine, dintr-un graf neorientat conex, doud componente conexe,

numarul minim de muchii care trebuie Tnldturate my,, este egal cu gradul minim din graf:

Mpmin = gradmin.

Demonstratie. Cele doua componente conexe ale unui graf neorientat conex G=(X,U) se obtin astfel:

- Componenta conexa C1=(X1,U;) se formeaza dintr-un nod izolat x; — pentru a elimina un numar
minim de muchii, nodul se alege dintre nodurile care au gradul minim: X1={x;} si U1=&.

- Componenta conexa Cy=(X2,Up) se formeaza din restul nodurilor din graf: Xo=X—{xi} si
card(U1)=m-gradmin.

Teorema 17

Numarul maxim de muchii mpax dintr-un graf neorientat, cu n noduri i p componente
conexe, este:
_(n-p)x(n-p+1)

max
2

m

Demonstratie — prin reducere la absurd. Numarul maxim de muchii corespunde unor p-1
componente conexe formate din noduri izolate si 0 componenta conexa formata cu n—p+1 noduri.
Pentru ca sa se obtina numarul maxim de muchii, ultima componenta trebuie sa fie un graf complet
Kn—p+1 care are numarul de muchii m:
(n=p)x(n—p+1)

2
Sa presupunem ca exista insa un graf format din p—2 componente conexe formate din noduri izolate
si cu doua componente conexe C41 cu Ny hoduri $i my muchii $i C2 cu n2 noduri $i my muchii, cu N>
N2> 2, N1 + Ny = n—p+2 care are numarul maxim de muchii m; + my = mpax. Cele doua componente
conexe pentru a avea un numar maxim de muchii trebuie sa fie grafuri complete: C1=Kn1 si Co=Kp5.
Modificdm acest graf, mutand un nod din componenta C, in componenta C1. In componenta C; acest
nod trebuie unit prin muchii cu cele n1 noduri ale componentei. Numarul de muchii ale componentei
Cy va fi my+ n1. In componenta C, prin eliminarea nodului, se Tnlaturd si cele n, —1 muchii care 1l
uneau cu celelate noduri din graf. Numarul de muchii ale componentei C, va fi ma— ny + 1. Numarul
total de muchii al noului graf este my + Ny + my — N2 + 1 2 m1 + my + 1 = Mpaxt 1. Concluzia
contrazice ipoteza c& graful initial avea numarul maxim de muchii. Tnseamna ca graful care are
numarul maxim de muchii este cel care contine p—1 componente conexe formate din noduri izolate si
0 componenta conexa formata cu n—p+1 noduri care este graful complet Kp_p+1.

m=

2.7.7.6. Graful tare conex

Un graf orientat G se numeste graf tare conex daca are proprietatea ca, pentru orice
pereche de noduri diferite intre ele, exista un drum care sa le lege.

Altfel spus, un graf orientat este tare conex daca — pentru orice pereche de noduri {X;, X},
care au proprietatea x;#x; — exista un drum de la x; la x;.
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Exemple:

1. Graful orientat G, = (X20,U20), definit anterior, este un graf tare conex, deoarece exista
un circuit elementar care trece prin toate nodurile grafului: {1,2,3,7,6,5,4,1}; altfel spus,
oricare ar fi doua noduri din multimea Xy, ele pot fi legate printr-un drum.

2. Graful orientat G4 = (X24,U24) — figura 28 — definit astfel: G

- multimea nodurilor este X»,={1,2,3,4,5,6}.

- multimea arcelor este Up4 ={[1,2], [1,4], [2,3], [3,1], [4,5], [5,4]}.
nu este conex, deoarece nu exista nici un drum intre un nod
din multimea C,={4,5} si un nod din multimea C;={1,2,3},
sau din multimea C3s={6}.

Daca un graf orientat G=(X,U) nu este tare conex, se poate ‘\
defini un subgraf tare conex al grafului G, adica se poate 8
defini o multime X'cX care sa induca subgraful G'=(X',U"), ce c1 )

are proprietatea ca este tare conex. Fig. 28

Daca un graf G=(X,U) nu este conex, se humeste componenta tare conexa a grafului
un subgraf conex C=(X',U") al sau, maximal Tn raport cu aceasta proprietate (contine
numarul maxim de noduri din G care au proprietatea ca sunt legate printr-un drum).

Altfel spus, subgraful tare conex C este o componenta tare conexa a grafului daca are
proprietatea ca nu exista nici un drum al grafului G care sa uneasca un nod x; al subgrafului
C (xieX") cu un nod x; care nu apartine subgrafului C (x;eX-X).

Exemplu — In graful orientat G,4 definit anterior, fiecare dintre cele trei multimi de noduri —
C1, C; si C3 — induce cate o componenta tare conexa.

Observatie: Un graf tare conex are o singura componenta tare conexa (graful insugi).

Terminologie:

- Subgraful predecesorilor unui nod este format din acel nod si din multimea nodurilor
din care este accesibil nodul.

- Subgraful succesorilor unui nod este format din acel nod si din multimea nodurilor
care sunt accesibile din el.

Observatie: Componenta tare conexa din care face parte un nod este data de
intersectia dintre subgraful predecesorilor gi subgraful succesorilor acelui nod.

Daca un graf este definit prin multimea nodurilor si multimea muchiilor,
- multimea nodurilor este X»,={1,2,3,4,5,6}.
- multimea arcelor este Up4 ={[1,2], [1,4], [2,3], [3.,1], [4,5], [5,4]}.
pentru identificarea componentelor tare conexe procedati astfel:
PAS1. Se identifica subgraful succesorilor primului nod din primul arc (in exemplu, nodul
1), folosind algoritmul de determinare a unei componente conexe: S;={1,2,3,4,5}.
PAS2. Se identificd subgraful predecesorilor primului nod din primul arc (in exemplu,
nodul 1), folosind algoritmul de determinare a unei componente conexe, in care
se iau n calcul numai nodurile care apar in arc in a doua pozitie: P;={1,2,3}.
PAS3. Se determind componenta tare conexa — prin intersectia celor doua multimi de
noduri: C1= S P, :{1,2,3}.
PAS4. Se identifica, in multimea arcelor, primul nod care nu face parte din componenta
tare conexa evidentiatd anterior (in exemplu, nodul 4) si se reiau Pasul 1, Pasul 2
si Pasul 3, pentru a determina subgraful succesorilor, respectiv subgraful predece-
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sorilor nodului si apoi urmatoarea componenta conexa, prin intersectia celor doua
multimi (in exemplu, nodul 4 si S,={4,5}, P»={1,2,3,4,5} si C,= S,n Py ={4,5}). Se
repetd acest pas pana cand nu se mai identificad Th multimea arcelor niciun nod
care sa nu apartind unei componente tare conexe.

PAS5. Se verifica daca toate nodurile din multimea nodurilor se regasesc intr-o
componenta tare conexa. Daca exista noduri care nu apartin unei componente
tare conexe, acestea sunt noduri izolate — si vor forma, fiecare dintre ele o
componenta conexa. C3={6}.

Graful componentelor tare conexe ale unui graf care nu este tare conex G=(X,U)
se obtine prin reducerea fiecarei componente conexe la un nod.

Identificarea grafului componentelor tare conexe este utild in rezolvarea unor probleme,
prin descompunerea problemei in subprobleme (rezolvarea problemei pentru fiecare com-
ponenta tare conexa) si combinarea solutiilor — strategia divide et impera.

Exemplu:

Gz 1n graful orientat Gos = (Xos,Uss) — figura 29 — definit astfel:
- multimea nodurilor este X»5={1,2,3,4,5,6,7}.
- multimea arcelor este Uys ={[1,2], [1,4], [2,3], [3,1], [4,5],
[5.6], [6,4], [7.,5], [7,3]}
Gezs componentele tare conexe sunt C1={1,2,3}, C,={4,5,6} si C3={7}, c3
‘ iar graful componentelor tare conexe Geys = (Xc25,Ucs) — figura Fig. 29
30 — este definit astfel.
- multimea nodurilor este X¢25={ C1, C», Ca}.
- multimea arcelor este Ugps ={[ Cy, Cy], [ C3, C4], [ C3, CoJ}.

Algoritmi pentru determinarea conexitatii grafurilor Fig. 30
1. Determinarea componentelor conexe intr-un graf.

Algoritmul. O componenta conexa este formata din toate nodurile intre care exista un lant
elementar. Deoarece un nod nu poate sa apartina decat unei componente conexe, se va
folosi un vector cu n elemente — pentru a memora nodurile care au fost deja Thregistrate intr-o
componenta conexa. Initial, elementele vectorului au valoarea 0 (nici un nod nu a fost
inregistrat Intr-o componenta conexa), iar daca un nod x va fi adaugat la 0 componenta
conexa, valoarea elementului x din vector va fi 1. Pentru a verifica daca exista un lant
elementar intre doua noduri X si y se folosese metoda backtracking.

Observatie. Acest algoritm poate fi folosit atat in grafurile neorientate, cat si in grafurile
orientate. Mai poate fi folosit si pentru a verifica daca un graf este conex: fie se verifica
daca ntre nodul 1 si fiecare dintre celelalte noduri ale grafului exista un lant elementar, fie
se verifica daca prima componenta conexa obtinuta contine toate nodurile grafului.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul grafl19.txt matricea de adiacenta a unui
graf neorientat (varianta din figierul graf20.txt — matricea de adiacenta a unui graf orientat)
si se afiseaza componentele conexe. In vectorul v se memoreaza nodurile care au fost deja
inregistrate intr-o componenta conexa. Variabila este se foloseste pentru a verifica daca
s-a gasit un lant elementar intre doud noduri (are valoarea 0 — False, daca nu s-a gasit un
lant elementar). Variabila m se foloseste pentru a numara componentele conexe identifi-
cate. Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea de adiacenta din figier. Functia
componente() se foloseste pentru a afisa componentele conexe ale grafului: pentru fiecare
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nod x (1<x<n) care nu a fost afisat intr-o componenta conexa (v[x]=0), se cauta toate no-
durile y (1<y<n si y#x ) care sunt legate cu un lant elementar de nodul x. Pentru un nod y
gasit, se marcheaza in vectorul v faptul cd a fost adaugat la o componenta conexa
(V[Y]=1). Pentru testarea programului se folosesc graful neorientat G, si graful neorientat Go,.

#include <fstream.h>

typedef stiva[100];

int a[20][20].n,k,as,ev,X,y,v[20],este=0;

stiva st;

fstream f('gr8afl9._txt™”,i0s::in);

void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}

void initQ{//identici cu cea de la afisarea lanturilor elementare}

int succesor() {//identica cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int valid(Q) {//identici cu cea de la afisarea lanturilor elementare}
int solutie() {return st[k]==y:;}

//se obtine solutia atunci cand ultimul nod adiugat Tn stivi este y
void tipar() {este=1;}

//dacs exista solutie (un lant Tntre nodurile x si y),

//variabila este va avea valoarea 1

void bt() {//identici cu cea de la afisarea lanturilor elementare }
void componente()

{int m=0;
Ffor(x=1;Xx<=n;x++)
it (v[x]==0)
{m++; st[l]=x; v[x]=1;
cout<<"Componenta conexa ''<<m<<": "'<<x<<" "';

for(y=1;y<=n;y++)
it (x1=y) {este=0; bt();
if (este) {v[y]=1; cout<<y<<" ";}}
cout<<endl;}}
void main() {citeste(); componente();}

2. Determinarea componentelor conexe ntr-un graf orientat.

Algoritmul. O componenta conexa este formata din toate nodurile intre care exista un
drum, cel putin de la un nod la altul (drumul nu trebuie sa asigure legatura Th ambele
sensuri). Altfel spus, daca exista un drum de la un nod x la un nod y, cele doua noduri x si
y apartin aceleiagi componente conexe — chiar daca nu exista si un drum de la nodul y la
nodul x. $i in acest algoritm se foloseste un vector cu n elemente pentru a memora
nodurile care au fost deja inregistrate intr-o componenta conexa. Pentru a verifica daca
exista un drum de la nodul x la nodul y se foloseste matricea drumurilor.

Pentru graful G,, din figura 26, in matricea drumurilor se observa ca exista drum de la
nodul 1 la oricare celelalte patru noduri din graf. Graful are o singura componenta conexa.

Implementarea algoritmului. Se citeste din fisierul graf20.txt 1 2 3 4
matricea de adiacentd a unui graf orientat si se determina
daca graful este conex. Daca nu este, se afiseaza compo-
nentele conexe. Tn vectorul v se memoreaza nodurile care au
fost deja fnregistrate intr-o componenta conexa. Functia
citeste() se foloseste pentru a citi matricea de adiacenta in
fisier. Functia transforma() se foloseste pentru a transforma matricea de adiacenta in
matricea drumurilor. Functia componente() se foloseste pentru a afisa componentele conexe
ale grafului: pentru fiecare nod 1 (1<i< n) care nu a fost afigsat intr-o componenta conexa
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(V[1]=0), se cauta toate nodurile j (1<j< n si ji) la care ajunge un drum ce porneste din nodul
i. Pentru un nod J gasit, se marcheaza in vectorul v faptul ca a fost adaugat la 0 componenta
conexa (V[J]=1). Pentru testarea programului se foloseste graful orientat Ga,.
#include <fstream.h>
typedef stiva[100];
int a[20][20],n,Vv[20];
fstream f('graf20.txt”,10S::1n);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacentd din fisier}
void transforma()
{for(int k=1;k<=n;k++)
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
if(alil(j]==0 && it=k && j!'=k) ali]lly]=alillk]l*a[k]Lil;}

void componente()
{int i,j,m=0;

for(int i=1;i<=n;i++)

it (v[i]==0)
{m++; v[i]=1; cout<<'Componenta conexa ''<<m<<": "<<i<<" "';
for(int j=1;j<=n;j++)
ifGail]1==1 && 11=)) {Vv[]j]=1; cout<<j<<" ";}
cout<<endl;}}

void main() {citeste(); transforma(); componente();}

3. Determinarea componentelor tare conexe intr-un graf orientat.

Algoritmul. O componenta tare conexa este formata din toate nodurile 1 si j intre care
exista un drum elementar de la nodul i la nodul j, dar si de la nodul j la nodul i. Se
foloseste un vector cu n elemente, pentru a memora nodurile care au fost deja inregistrate
ntr-o componenta tare conexa. Initial, elementele vectorului au valoarea 0 (nici un nod nu a
fost Tnregistrat intr-o componenta conexa), iar daca un nod 1 va fi adaugat la o componenta
conexa, valoarea elementului 1 din vector va fi 1. Pentru a verifica daca exista un drum
elementar de la nodul i la nodul j, se pot folosi doua variante ale algoritmului:

Varianta 1. Se folosege metoda backtracking.

Implementarea algoritmului. Se citeste din fisierul graf20.txt matricea de adiacenta a unui
graf orientat — si se determina daca graful este tare conex. Daca nu este, se afigeaza compo-
nentele tare conexe. Variabila estel se foloseste pentru a verifica daca s-a gasit un drum
elementar de la nodul i la nodul j (are valoarea 0 — False, daca nu s-a gasit un drum ele-
mentar), variabila este2 se foloseste pentru a verifica daca s-a gasit un drum elementar de
la nodul j la nodul i (are valoarea 0 — False, daca nu s-a gasit un drum elementar), iar
variabila este se foloseste pentru a verifica daca s-a gasit un drum elementar de la nodul x
la nodul y (are valoarea 0 — False, dacd nu s-a gasit un drum elementar). Tn vectorul v se
memoreaza nodurile care au fost deja Tnregistrate intr-o componenta tare conexa. Variabila m
se foloseste pentru a numara componentele conexe identificate. Functia citeste() se folo-
seste pentru a citi matricea de adiacenta din figier. Functia componente() se foloseste pen-
tru a afisa componentele tare conexe ale grafului: pentru fiecare nod i (1<i<n) care nu a fost
afisat intr-o componenta conexa (v[1]=0), se cauta toate nodurile j (1<j<n si j#i) care sunt
legate cu un drum elementar care porneste din nodul i, dar si de la care porneste un drum
care ajunge in nodul i. Pentru un nod j gasit, se marcheaza n vectorul v faptul ca a fost
adaugat la o componenta tare conexa (V[Jj]=1). Pentru testarea programului se foloseste
graful orientat G,.
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#include <fstream.h>
typedef stiva[100];
int a[20][20],n,k,as,ev,X,y,Vv[20],estel,este2,este=0;
stiva st;
fstream F(''grafl9.txt",i0s::in);
void citeste(){//se citeste matricea de adiacentd din Ffisier}
void init() {//identica cu cea de la afisarea drumurilor elementare}
int succesor() {//identica cu cea de la afisarea drumurilor elementare}
int valid(Q) {//identici cu cea de la afisarea drumurilor elementare}
int solutie() {return st[k]==y;}
//se obtine solutia atunci cand ultimul nod adsugat Tn stivi este y
void tipar() {este=1;}
//dacs existd solutie (un drum Tntre nodurile x si y),
//variabila este va avea valoarea 1
void bt() {//identica cu cea de la afisarea drumurilor elementare }
void componente()
{int i,j,m=0;
for(i=1;i<=n;i++)
it (v[i]==0)
{m++; v[i]=1; cout<<'Componenta conexa "'<<m<<": "'<<i<<" "';
for(J=1;j<=n;j++)
it g'=i)

{x=1; y=J; st[1]=x; este=0; bt(); estel=este;

x=J; y=i; st[1]=x; este=0; bt(); este2=este;

iT (estel && este2) {v[jl=1; cout<<j<<" ";}}

cout<<endl;}}

void main() {citeste(); componente();}

Varianta 2. Se foloseste matricea drumurilor. Se determina doua matrice ale drumurilor:
una corespunzatoare grafului G si alta corespunzatoare unui graf in care toate arcele au
sensul invers decat in graful G (Gt — graful transpus al grafului G). Din intersectia celor
doua matrice, se va obtine o matrice in care vor fi evidentiate numai drumurile care exista
in ambele sensuri, intre oricare doua noduri i si j.

Pentru graful G2 din figura 26, prin inversarea arcelor se obtine
graful transpus Gyt din figura 31. Matricele de adiacenta si matri-
cele drumurilor pentru cele doua grafuri $i matricea intersectie sunt
prezentate mai jos.

Matricea de adiacentad Go2 Matricea drumurilor Goo

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
110 1]0 0 0 1 1 1 1 1 1
2 0 0 1 0110 2 1 1 1 1 1
3 1 0 0 110 3 1 1 1 1 1 . . )
41 0|0|0|0]1 4l ololol1]1 Maltrlcezamtgrsecfe ]
° L0 : : Lo > 019 0 1 L 1 1 1 1] 0 0
2 1 1 1|0 0
Matricea de adiacenta Goot Matricea drumurilor G2ot 31112112101l o0
L 2 3 4 5 1 2 3 4 5 400 o]1]1
1Jofof1jofo} 112 ]1]o0]ofls[ofofofa]1
2| 1]0]0]0]oO 21|11 ]0]0
3|]0]1]0]0]0O 3|11 ]1]0]0
4 | 0 0 1 0 1 4 1 1 1 1 1
510 0] 0 110 5 1 1 1 1 1
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Interpretarea datelor din matricea intersectie se face astfel: doua noduri 1 si j fac parte
din aceeasi componentd tare conexd — daca existd drum de la nodul i la nodul j
(a[1131=1). Pe matricea intersectie se pot identifica cele doua componente conexe:

C1={1,2,3} si Co={4,5}.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul graf20.txt matricea de adiacenta a a
unui graf orientat. Se foloseste matricea ap in care se memoreaza arcele in sens invers si
matricea drumurilor obtinuté din aceasta. Pentru a identifica nodurile i si j intre care exista
un drum atét de la nodul i la nodul j, cat si de la nodul j la nodul i, se obtine matricea b
care este intersectia celor doua matrice ale drumurilor: a gi ap. Functia citeste() se folo-
seste pentru a citi matricea de adiacenta din figier. Functia transforma_s() se foloseste
pentru a transforma matricea de adiacentd a in matricea drumurilor, iar functia
transforma_p() pentru a transforma matricea de adiacentd ap in matricea drumurilor.
Functia intersectie() se foloseste pentru a obtine intersectia celor doua matrice ale
drumurilor. Functia componente() se foloseste pentru a afisa componentele conexe ale
grafului: pentru fiecare nod 1 (1<i<n) care nu a fost afisat intr-o componentd conexa
(v[1]1=0), se cauta in matricea intersectie a drumurilor b toate nodurile J (1<j<n si ji) la
care ajunge un drum ce porneste din nodul §. Pentru un nod j gasit, se marcheaza in
vectorul v faptul ca a fost adaugat la 0 componenta tare conexa (V[ j]=1). Pentru testarea
programului se foloseste graful orientat Ga,.
#include <fstream.h>
typedef stiva[100];
int a[20][20],n,v[20],ap[10][10],b[10][10],nr;
fstream f('grafl9.txt”,10Ss::1in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacentd din fisier}
void predecesor()
{for(int I=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=n;j++) aplilOi=alil1lil:}
void transforma_s()
{for(int k=1;k<=n;k++)
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
ifa[ilj1==0 && i1'=k && j'=k) a[ilD]1=alillkl*alklLil:}
void transforma p(Q
{for(int k=1;k<=n;k++)
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
iIf(ap[i][J]==0 && il=k && j!=k) ap[i][i]=ap[i][k]*ap[K][i]:}
void intersectie()
{for(int I=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=n;j++) bLillil= as[illil*ap[illil;}
void componente()
{for(int i=1;i<=n;i++)
it (v[i]==0)
{nr++; v[i]=1; cout<<endl<<"Componenta "'<<nr<<": "<<i<<" "';
for (int j=1;j<=n;j++)
it (b[i10O]1==1 && i'=j) {cout<<j<<" "; Vv[i1=1;}}}
void main()
{citeste(); predecesor(); transforma_s(); transforma_p();
intersectie(); componente();}
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1. Scrieti un program care citeste din figierul text graf3.txt (graf4.txt)

g lista muchiilor (arcelor) unui graf neorientat (orientat) — si care
verifica daca graful este conex si afiseaza un mesaj de informare.

2. Scrieti un program care citeste din figierul text grafl4.txt lista de
adiacentad a unui graf orientat — si care verifica daca graful este tare conex si afiseaza
un mesaj de informare.

Comparati, din punct de vedere al eficientei, cei doi algoritmi de determinare a compo-
nentelor tare conexe dintr-un graf orientat.
Scrieti un program care citeste din figierul text graf2.txt matricea de adiacenta a unui
graf orientat — si care determina graful componentelor tare conexe si numarul minim
de arce care trebuie adaugate pentru ca graful sa devina tare conex. Solutiile pentru
arcele care trebuie adaugate se vor salva in figierul text graf_comp.txt. Indicatie: Cele
p componente tare conexe vor fi noduri Tnh noul graf — si vor fi reprezentate printr-un
vector cu p elemente de tip Tnregistrare:

struct comp {int n;

int v[10]:};

comp c[10];
iar arcele vor fi reprezenate prin matrice de adiacenta. O componenta conexa, c[i]
are c[1]-n noduri; un nod j al componentei i fiind c[i]-v[]j].

2.7.7.7. Aplicatii practice

1.

4.

Din grupul de n persoane intre care s-au stabilit relatii de prietenie si de vecinatate,
determinati grupurile de prieteni, grupurile de vecini si grupurile de vecini prieteni.
(Indicatie. Se determind componentele conexe pentru fiecare graf.)

Folosind informatiile din graful judetelor determinati numarul minim, respectiv numarul
maxim, de judete prin care trebuie sa treaca un turist care tranziteaza prin Romania,
stiind ca vine din Ungaria si trebuie sa ajungéa in Bulgaria. (Indicatie. Se determing un
lant de lungime minima, respectiv maxima, Tntre doua judete limitrofe, care sunt la
granita cu cele doua tari.)

Din graful grotelor stabiliti grotele care vor fi inundate de un parau subteran care izvoraste
dintr-o grota a carei eticheta se citeste de la tastatura. Precizati tunelul (sau tunelurile) prin
care paraul va ajunge in exteriorul muntelui. (Indicatie. O grotd este inundata daca se
gaseste la acelasi nivel sau la un nivel mai jos decat o grota in care exista apa. Se
transforma graful neorientat intr-un graf orientat, in care arcele vor pune in evidenta
relatia: grota x este in relatie cu grota y daca apa curge de la grota x la grota y. In acest
graf determinati toate drumurile care pornesc din grota din care izvoraste paraul).

in reteaua de strdzi a orasului, patru strazi se inchid pentru a fi reparate. Etichetele

intersectiilor care sunt legate de aceste strazi se citesc de la tastatura. Sa se verifice
daca prin inchiderea acestor strazi nu se izoleaza unele zone ale orasului de alte zone.
(Indicatie. Se genereazé graful partial al traficului, prin eliminarea arcelor dintre nodurile
precizate si se verifica daca graful obtinut este tare conex.)

2.7.8. Parcurgerea grafului

Parcurgerea grafului reprezinta operatia prin care sunt examinate Tn mod sistematic
nodurile sale, pornind de la un nod dat i, astfel incét fiecare nod accesibil din nodul i pe
muchiile (arcele) adiacente sa fie atins o singura data. Vecinii unui nod sunt reprezentati
de toate nodurile adiacente lui si accesibile din el.
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Vizitarea sau traversarea unui graf este operatia prin care se parcurge graful trecandu-se
de la un nod i (nodul curent) la nodurile vecine lui, intr-o anumita ordine, in vederea
prelucrarii informatiilor asociate nodurilor. Pentru parcurgerea grafurilor, exista urmatoa-
rele doua metode:

1. Metoda de parcurgere ,,in latime" — Breadth First (BF). Se viziteaza mai intai un nod
initial i, apoi vecinii acestuia, apoi vecinii nevizitati ai acestora, si aga mai departe —
pana cand se parcurg toate nodurile grafului.

2. Metoda de parcurgere ,,in adancime™ — Depth First (DF). Se viziteaza mai intdi un
nod initial i, dupa care se parcurge primul dintre vecinii sai nevizitati, de exemplu j, dupa
care se trece la primul vecin nevizitat al lul j, si asa mai departe — pana cand se parcurge
in adancime ramura respectiva. Cand s-a ajuns la capatul ei, se revine la nodul din care
s-a plecat ultima data, si se parcurge urmatorul sau vecin nevizitat.

1

Exemplu — pentru graful neorientat Gag = (X26,U26) — figura 32 — definit astfel:

- multimea nodurilor este X»={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. o

- multimea muchiilor este Ux={[1,2], [1,3], [1,4], [2,5], [3,5], [3.6], 6 0
[3,7], [4,7], [5.8], [6,8], [6,9]}.

Graful G, poate fi parcurs astfel, pornind din nodul 1: 8 9
1. Tn cazul metodei de parcurgere BF — ,in Iatime", vor fi parcurse pe rand Fig. 32
nodurile:
1,2,3,4,56,7,8,9
2. n cazul metodei de parcurgere DF — ,in adancime"”, vor fi parcurse pe rand nodurile:
1,2,5/3,6,8,9,7,4

2.7.8.1. Parcurgerea in latime — Breadth First

Pentru aceastd metoda de parcurgere a unui graf cu n noduri, se folosesc urmatoarele

structuri de date si date elementare:

1. Variabilele de memorie: n pentru numarul de noduri ale grafului, k pentru nodul care
se prelucreaza, i1 si j pentru parcurgerea matricei de adiacenta si a vectorilor.

2. Matricea de adiacenta a grafului a.

3. Vectorul de vizitare vizitat. El contine n elemente in care se inregistreaza nodu-
rile vizitate. Elementele vectorului vizitat[i] sunt definite astfel:

vizitat[i] 1, daca nodul i a fost vizitat
"~ 10, daci nodul i nu a fost vizitat inca

4. Coada de asteptare c a nodurilor parcurse. Coada de asteptare c gestioneaza nodurile
prelucrate. Pentru coada de asteptare se foloseste implementarea statica cu un vector ¢
cu n elemente. Pentru gestionarea cozii de asteptare se folosesc doua variabile de
memorie prim si ultim care joaca rolul de indicatori pentru a memora adresa primului
element din lista (capul cozii) si, respectiv, adresa ultimului element din lista (coada cozii).
n aceastd coada de asteptare vor fi inregistrate nodurile vizitate, in ordinea in care au fost
vizitate. Initial, coada de asteptare contine un singur element care corespunde nodului cu
care Incepe parcurgerea grafului, iar valoarea indicatorilor prim si ultim este 1. Pe
masura ce se parcurge graful, se completeaza urmatoarele elemente ale vectorului c.
Atunci cand se prelucreaza un nod k de la capul cozii de asteptare, prin coada cozii de
asteptare se introduc toate nodurile i vecine cu nodul k care nu au fost vizitate inca.

Algoritmul pentru parcurgerea grafului este urmatorul:
PAS1. Se citesc din figier, valoarea pentru variabila n si matricea de adiacenta a grafului.
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PAS2. Se initializeaza cu 0 elementele vectorului de vizitare vizitat, deoarece initial
nici unul dintre noduri nu a fost vizitat.

PAS3. Se introduce de la tastatura valoarea variabilei de memorie k, corespunzatoare
primului nod cu care incepe parcurgerea grafului.

PAS4. Se initializeaza coada de asteptare c (indicatorii si continutul primului element intro-
dus in coada de asteptare), astfel: prime«1, ultim«1 si c[prim]<«k, deoarece,
in coada de asteptare c este Tnregistrat doar nodul k cu care incepe parcurgerea.

PAS5. Se actualizeaza vectorul vizitat — atribuind elementului k al vectorului
valoarea 1, deoarece a fost vizitat (vizitat[k]«1).

PAS6. Cat timp coada nu este vida (prim<=ultim) executa
PAS7. Se extrage urmatorul element din coada de asteptare, corespunzator

nodului caruia i se vor vizita vecinii (ke~c[prim];).

PAS8. Pentru toate nodurile i vecine ale varfului k, nevizitate inca, executa

PAS9. Se incrementeaza valoarea indicatorului ultim, pentru a inregis-
tra urmatorul nod care va trebui vizitat prin adaugare la coada
cozii de asteptare (ultim«—ultim+1;).

PAS10.Se adauga la sfarsitul cozii de asteptare ¢, nodul 1 vecin nodului
k care nu a fost inca vizitat (c[ultim] «i;).

PAS11. Prin adaugarea nodului j la coada de asteptare ¢ se considera ca
acest nod a fost vizitat — si se actualizeaza elementul din vectorul
de vizitare care corespunde acestui nod (vizitat[i]<«1;). Se
revine la Pasul 6.

PAS12.Se pregateste indicatorul prim pentru a se extrage urmatorul nod din
coada de asteptare, ai carui vecini vor fi vizitati (primeprim+1;). Se

revine la Pasul 7.

PAS13.Se afigseaza lista nodurilor vizitate, in ordinea in care au fost vizitate, prin extrage-
rea lor din vectorul c, pornind de la elementul 1 si pana la elementul n.

Pentru graful G, pornind din nodul 1, nodurile Tn coada de asteptare sunt adaugate astfel:
vizitat| 1 | o] o] o] o]Jo] o] o] o]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

c [ P T T " T ]

|
Initializarea cozii de agteptare cu primul nod: prim=1; ultim=1.
vizitat | 1 | 1 | 1 [ 1 ] o]o]o]o] o]
1 2 3 4 5 6 7 8 9
c [tl2]s3[a [ | [ [ | |
Prelucrarea nodului: prim=1 = ultim=4.

vizitat| 1 | 1 [ 1 [ 1 [ 1]Jo]o]o] o]
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5

i

c [t [2]3[a4]s [ [ | [ |
Prelucrarea nodului: prim=2 = ultim=5.

vizitat | 1 [ 1 [ 12 [ 1] 1] 1] | o | o]
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [1]2]8faf[s]ef[ 7z [ [ | |

Prelucrarea nodului: prim=3 = ultim=7.
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vizitat | 1 [ 1 [ 1 [ 1 ]

1 [ 1] o] 0]

1
1 2 3 4 5 6 7 8
5

9 10
c [1f2]sfafs[e |7 [ | | |
Prelucrarea nodului: prim=4 = ultim=7.
vizitat | 1 | 1 | 1 [ 1 [ 1] 1]1]1]o0|]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [t ]2]3fa4fs5[6]7[8] [ |
Prelucrarea nodului: prim=5 = ultim=8.
vizitat | 1 | 1 | 1 [ 1 [ 1] 1] 1]1] 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [1]2]3faf]s]e|7[8][9o] |
Prelucrarea nodului: prim=6 = ultim=9.
vizitat | 1 [ 1 [ 12 [ 12 ]2 ] 1] 1] 1] 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [1f]2]s8fafs][e]7[8]o [ |
Prelucrarea nodului; prim=7 = ultim=9.
vizitat | 1 | 1 | 1 [ 1 [ 111 ]121] 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [t ]2]3[4]s5[6]7[8]of |
Prelucrarea nodului: prim=8 = ultim=9.
vizitat | 1 | 1 [ 1 [ 1 [ 1] 1] 1]1] 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [1]2]3f]afs]e|7[8][9o] |
Prelucrarea nodului: prim=9 = ultim=9.
vizitat | 1 [ 1 [ 1 [ 12 ]2 ] 1] 1] 1] 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c [1]2]3f[af]s5]e6]7[8]9[ |

Prelucrarea nodului: prim=10 = ultim=9. Terminare: prim>ultim

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele:

v

2 2 2 2\ 4

functia procedurala citeste creeaza matricea de adiacenta, prin preluarea infor-
matiilor din figierul ¥ (dimensiunea matricei de adiacenta si matricea);

functia procedurala init initializeaza coada de asteptare cu primul nod vizitat;
functia operand este_vida testeaza coada de asteptare daca este vida;

functia procedurala adauga adauga un nod la coada de astepare;

functia procedurala el imina elimina nodul prelucrat din coada de asteptare;

functia procedurala prelucrare prelucreaza primul nod din coada: adauga la coada de

asteptare toti vecinii nevizitati ai acestui nod si apoi il elimina din coada de agteptare;

v

functia procedurala afisare afiseaza nodurile grafului in ordinea prelucrarii.

Pentru testarea programului, se foloseste graful neorientat Gs, a carui matrice de adia-

centa se citeste din figierul text graf21.txt.

int n,a[10][10],vizitat[20],c[20],prim,ultim,k;
fstream f(''graf2l.txt",ios::in);

void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din fisier}

void init(int k) {prim=ultim=1; clultim]=k; vizitat[k]=1;}
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int este_vida() {return ultim<prim;}
void adauga(int i) {ultim++; clultim]=i; vizitat[i]=1;}
void elimina() {prim++;}
void prelucrare()

{int i; k=c[prim];

for (i=1;i<=n;i++) If (a[k][i]==1 && vizitat[i]==0) adauga(i);
elimina(Q);}
void afisare()

{for (int i=1;i<=n;i++) cout<<c[i]<<" ";}
void main()

{citeste(); cout<<'nod de pornire: "; cin>>k; init(k);

while (leste vida()) prelucrare();

cout<<"Nodurile vizitate prin metoda BF sunt: "<<endl; afisare();}

Atentie Prin parcurgerea in latime a unui graf, determinati lanturile, res-
. pectiv drumurile de lungime minima.

Complexitatea algoritmului de parcurgere in latime

Algoritmul consta Tn eliminarea unui nod din coada de asteptare si adaugarea vecinilor
(succesorilor) sai in coada de asteptare. Fiecare nod va fi adaugat in coada de asteptare
0 data si, prin urmare, va fi eliminat din coada de astepare o singura data. Complexitatea
operatiilor de eliminare a celor n noduri din coada de asteptare este O(n). Pentru a
adauga noduri la coada de asteptare, sunt examinati vecinii (succesorii) nodului curent.
Vecinii (succesorii) unui nod sunt examinati o singura datd, atunci cand nodul este
eliminat din coada de agteptare. Numarul total de vecini examinati este egal cu m —
numarul de muchii (arce) ale grafului. Complexitatea operatiilor de adaugare de noduri
este O(m). Complexitatea algoritmului este liniara O(m+n).

Determinarea drumurilor de lungime minima, intre oricare doua noduri din
graf, cu ajutorul algoritmului de parcurgere in latime

Algoritmul. Pentru a gasi drumurile de lungime minima care pornesc din fiecare nod, se
va parcurge graful in 1atime de n ori (parcurgerea se va face pornind din fiecare dintre cele
n noduri ale grafului). Pentru a putea reconstitui drumul, se foloseste un vector (p) — pentru
a memora predecesorul unui nod in parcurgerea in latime:

Implementarea algoritmului. Se citeste, din figierul graf21.txt, matricea de adiacenta a a
grafului neorientat Gog. Se afiseaza drumurile de lungime minima dintre noduri. Se folo-
segte variabila globala x, pentru nodul din care pormeste drumul, si implicit, parcurgerea in
latime a grafului. Functia zero() se foloseste pentru a initiaiza cu valoarea 0 vectorii
vizitat si p fnainte de a incepe o noua parcurgere a grafului, pornind din nodul x.
Functia adaug() a fost modificatd prin adaugarea instructiunii de actualizare a vectorului p
la adaugarea unui nod Tn coada de asteptare (in elementul corespunzator nodului vizitat i
se memoreaza predecesorul sau in parcurgerea in latime — nodul k). Functia afiseaza()
se foloseste pentru a afisa drumurile de lungime minima de la nodul x pana la fiecare dintre
celelalte noduri ale grafului. In aceasta functie se folosesc urmétoarele variabile locale: i —
pentru a parcurge coada de asteptare si vectorul d; j — pentru a parcurge nodurile grafului
(aceste noduri sunt nodurile destinatie ale drumurilor care pornesc din nodul x); d — un
vector in care se memoreaza nodurile drumului (nodurile sunt Tnregistrate in ordine inversa:
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de la predecesorul nodului j pana la nodul x); y — pentru predecesorul unui nod si este —
o0 variabila de tip logic, pentru a verifica daca exista drum de la nodul x la nodul j.

Vectorul p
nod 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p [ofJ1[afa1]2[3[]4a]6]6]

#include <fstream.h>
typedef stiva[100];
int a[10][10],vizitat[10],c[10],p[10],n,prim,ultim,k,Xx;
fstream f('graf2l.txt”,10S::1in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacenta din Fisier}
void zeroQ{for (int i=1;i<=n;i++) {vizitat[i]=0; p[i]=0;}}
void init(int k) {prim=ultim=1; c[ultim]=k; vizitat[k]=1; p[k]=0;}
int este vida() {return ultim<prim;}
void adaug(int i, int k) {ultim++; clultim]=i; vizitat[i]=1; p[i]=k;}
void prelucrare()
{int i; k=c[prim];
for (i=1l;i<=n;i++) If (a[K][1]==1 && vizitat[i]==0) adaug(i,k);
prim++;}
void afisare()
{int i,j,este,y,d[10];

cout<<"Drumul minim care porneste din nodul "<<x<<': "<<endl;
for (J=1;j<=n;j++)
it g'=x)
{cout<<"pana la nodul "<<j<<": '';

for (i=1,este=0;i<=ultim && leste;i++) If (c[i]==]J) este=1;
it (este==1) {y=p[i]; 1=0;
while (y) {i++; d[il=y; y=plyl;}
for (Gi>=1;i—) cout<d[i]<<" "<<j<<" ";}
else cout<<"nu exista drum";
cout<<endl;}
cout<<endl;}
void main()
{citeste();
cout<<"Drumurile de lungime minima intre doua noduri sunt: '"<<endl;
for (x=1;x<=n;x++) {zero(); init(x);
whille (leste vida()) prelucrare();
afisare();}}

2.7.8.2. Parcurgerea in adancime — Depth First

Pentru aceasta metoda de parcurgere a unui graf cu n noduri se folosesc urmatoarele

structuri de date si date elementare:

1. Variabilele de memorie. n pentru numarul de noduri ale grafului, k pentru nodul
care se prelucreaza, i si j pentru parcurgerea matricei de adiacenta si a vectorilor.

2. Matricea de adiacenta a grafului a.

3. Vectorul de vizitare vizitat. El contine n elemente In care se inregistreaza
nodurile vizitate. Elementele vectorului vizitat[i] sunt definite ca si in metoda
precedenta de parcurgere.

4. Stiva st a nodurilor parcurse. Stiva st gestioneaza nodurile vecine parcurse n
adancime. Pentru gestionarea stivei se foloseste variabila de memorie vf pentru a
identifica ultimul nod intrat Tn stiva. Pentru stiva se foloseste implementarea statica cu
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un vector st cu n elemente. In stiva vor fi inregistrate, in ordine, nodurile vizitate in
adancime, pe o directie. Initial, stiva contine un singur element care corespunde
nodului cu care incepe parcurgerea grafului, iar valoarea variabilei vF este 1. Pe
masura ce se parcurge graful, se completeaza urmatoarele elemente ale vectorului
st. Atunci cand se prelucreaza un nod k, pe la varful stivei se introduc n stiva toate
nodurile i vecine cu nodul k care nu au fost vizitate inca.

Algoritmul pentru parcurgerea grafului este urmatorul:

PASL1.
PAS2.

PASS.

PASA4.

PASS.

PASG.

Se citesc din figier valoarea pentru n si matricea de adiacenta a grafului.

Se initializeaza cu 0 elementele vectorului de vizitare vizitat, deoarece nici
unul dintre noduri nu a fost vizitat.

Se introduce de la tastatura valoarea variabilei de memorie k, corespunzatoare
primului nod cu care incepe parcurgerea grafului, si se afiseaza eticheta lui.

Se initializeaza stiva st (varful si continutul varfului stivei), astfel: vfe«1;
st[vf]«k; deoarece initial in stiva st este inregistrat doar nodul k cu care
incepe parcurgerea.

Se actualizeaza vectorul vizitat atribuind elementului k al vectorului valoarea
1, deoarece a fost vizitat (vizitat[k]«1).

Cat timp stiva nu este vida (vF<>0) executa

PAS7. Se extrage din varful stivei, elementul corespunzator nodului caruia i se
vor vizita vecinii (ke~st[vf];).

PASS8. Se initializeaza nodul 1 cu care Tncepe cautarea (i«1;).

PAS9. Cat timp nu s-a gasit un nod 1 vecin nodului k, nevizitat inca (i<=n si
(a[i1Lk]=0sau (a[1]1[Kk]1=1sivizitat[i]=1))) executa
PAS10. Se trece la urmatorul nod, in vederea verificarii (i<-1+1;), si se

revine la Pasul 9.

PAS11. Daca nu s-a mai gasit un nod i vecin nodului k nevizitat inca, atunci se
elimina nodul k din stiva, prin coborarea varfului stivei (vf«vf-1), altfel se
afiseaza nodul gasit i, se adauga n varful stivei (vF«vT+1l; stvf]«i;)
si se actualizeaza elementul din vectorul de vizitare care corespunde acestuli
nod, deoarece prin adaugarea nodului 1 la stiva st se considera ca acest
nod a fost vizitat (vizitat[1]«1;) si se revine la Pasul 6.

Pentru graful Gy, pornind din nodul 1, nodurile Tn stiva sunt adaugate astfel:

vizitat[ 1 | 0 | 0 [ 0O [ O JOJ]JoOT]oOTO]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ] | | | I I | | | |

Initializarea stivei cu primul nod: vf=1.

vizitat| 1 | 1 J O J] OJOJOJOTJ]OT]O O]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1] 2] | | l l | | I |
Prelucrarea nodului: vf=1 = vf=2.
vizitat[ 1 [ 1 J O] O0OJ[] 1] 0] o] o] o]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1] 2 ]5] | | | | | | |
Prelucrarea nodului: vf=2 = vf=3.
vizitat[ 1 [ 1 J 1 JoJ1Jo0J]oJo] o]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1] 2 ]5 ]3] | | | | I |

Prelucrarea nodului: vF=3 = vf=4.
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vizitat[ 1 [ 1 J 1 J o[ 1TJT1J]o0J]o07]o0]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st | 1] 2 ]5]31]6] I I I I |
Prelucrarea nodului: vFf=4 = vf=5,
vizitat | 1 [ 1 [ 1 JOoOJ 1] 1J]o07J] 1T o0 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ]2 ]5]3]67]8] I I I |
Prelucrarea nodului: vF=5 = vf=6.
vizitat[ 1 [ 1 J 1 J] o[ 1] 1] 071710 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ]2 ]5]3]6 [8] ] | |
Prelucrarea nodului: vf=6 = vf=5.
vizitat [ 1 [ 1 J 1 J o[ 1T 1707171 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ]2 ]5][3]6][09] I I I |
Prelucrarea nodului: vF=5 = vf=6.
vizitat | 1 [ 1 [ 1 JOoOJ 1] 1] 0717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ]2 ]5][3]6[9] I I I |
Prelucrarea nodului: vf=6 = vf=5.
vizitat [ 1 [ 1 [ 1 J] o[ 1] 1] 0717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ]2 ]57]3([6] I I I I |
Prelucrarea nodului: vFf=5 = vf=4.
vizitat [ 1 [ 1 J 1 J o[ 1T 1T 1717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st | 1 ]2 ]5]3[7] I I I I |
Prelucrarea nodului: vF=4 = vf=5.
vizitat | 1 [ 1 [ 1 J 1 1] 1] 17171 ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1 ]2 ]5[3]7T]]4] I I I |
Prelucrarea nodului: vF=5 = vf=6.
vizitat [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1] 1717171 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1] 25 ][3]7 [4] I I I |
Prelucrarea nodului: vf=6 = vf=5.
vizitat [ 1 [ 1 J 1 ] 1177171717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st | 1 ]2 ]5]3[7] I I I I |
Prelucrarea nodului: vF=5 = vf=4.
vizitat | 1 [ 1 [ 1 J 1] 1] 1] 1717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1] 25 [3] I I I I I |
Prelucrarea nodului: vFf=4 — vf=3.
vizitat | 1 | 1 | 1 J 1] 1] 1] 1717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st [ 1] 2 [5] I I I I I I |

Prelucrarea nodului: vF=3 = vf=2.
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vizitat [ 1 [ 1 J 1 ] 1177171717 1]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
st | 1 [ 2 | | | | | | | | |
Prelucrarea nodului: vF=2 = vf=1.
vizitat | 1 [ 1 [ 1 J 1] 1] 1] 17171 ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

st [T ] I | | l l | | I |
Prelucrarea nodului: vF=1 = vf=0. Terminare: vf=0

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele:

- functia procedurala citeste creeaza matricea de adiacenta prin preluarea informa-
tiilor din fisierul text T ;

functia procedurala init initializeaza stiva cu primul nod vizitat;

functia operand este_vida testeaza stiva daca este vida;

functia procedurala adauga adauga un nod la stiva;

functia procedurala el imina elimina nodul din varful stivei;

functia procedurala prelucrare prelucreaza nodul din varful stivei: cauta primul
vecin nevizitat si daca gaseste un astfel de nod, il afiseaza si 1l adauga in stiva;
altfel, nodul din varful stivei este eliminat (nu mai are vecini nevizitati);

Pentru testarea programului se foloseste graful neorientat G, a carui matrice de adia-
centa se citeste din figierul text graf21.txt.

2 2 2 22

Observatie. Pentru grafurile orientate, n functia prelucrare() conditia structurii repetitive
while este: i<=n && ((a[k]1[i]1==0 || al[ilLk]==0) |11 ((alKk1Lil==1 1]
al[il[k]==1) && vizitat[i]==1))

int n,a[10][10],vizitat[20],st[20],vf,k;
fstream F(''graf2l.txt",ios::in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacents din fisier}
void init (int k) {vf=1; st[vf]=k; vizitat[k]=1;}

int este vida() {return vif==0;}
void adauga(int i) {vf++; st[vf]l=i; vizitat[i]=1;}
void elimina() {vf--;}
void prelucrare(Q)
{int i=1; k=st[vf];

while (i<=n && (@[K][1]==0 || (@IKIL[i]==1 && vizitat[i]==1))) i++;

it (i==n+1) elimina(); else {cout<<i<<" "; adauga(i);}}
void main()
{citeste(); cout<<'"nodul de pornire: *; cin>>k;

cout<<"Nodurile vizitate prin metoda DF sunt: "<<endl;

cout<<k<<"™ "; init(k);

while (leste_vida()) prelucrare();}

Atar Nl Prin parcurgerea in adancime a unui graf determinati nodurile
; care apartin aceleiagi componente conexe, respectiv subrafului
de succesori ai unui nod.

Complexitatea algoritmului de parcurgere in adancime

Algoritmul consta Th extragerea unui nod din stiva si adaugarea vecinilor (succesorilor) sai
in stiva, iar daca nu mai are vecini, nodul este eliminat din stiva. Fiecare nod va fi adaugat
in stiva o data si, prin urmare, va fi eliminat din stiva o singura data. Complexitatea
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operatiilor de eliminare a celor n noduri din stiva este O(n). Pentru a adauga noduri in stiva
sunt examinati vecinii (succesorii) nodului din varful stivei. Vecinii (succesorii) unui nod sunt
examinati o singura data, atunci cand nodul este extras din stiva. Numarul total de vecini
examinati este egal cu m — numarul de muchii (arce) ale grafului. Complexitatea operatiilor
de adaugare de noduri este O(m). Complexitatea algoritmului este liniara O(m-+n).

Determinarea conexitatii grafurilor cu ajutorul algoritmului de parcurgere in
adancime

1. Afigsarea componentelor conexe dintr-un graf.

Algoritmul. Identificarea multimii de noduri care formeaza o componentd conexa se face
parcurgand in adancime graful pornind de la un nod initial. Nodul cu care incepe parcurgerea
n adancime pentru o componenta conexa se cauta printre nodurile nevizitate inca. Graful se
va parcurge in adancime pana cand vor fi vizitate toate nodurile. Daca graful este conex, se
va afisa 0 singura componenta conexa — care va fi formata din toate nodurile grafului.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul graf21.txt matricea de adiacenta a a
grafului neorientat Gyg Si se afiseaza toate componentele conexe ale grafului. Pe langa
variabilele si structurile de date folosite de algoritmul de parcurgere in adancime se mai
foloseste variabila globala m, pentru a numara componentele conexe. Pentru a gasi nodul cu
care se initializeaza parcurgerea se foloseste functia cauta() care cauta primul nod
nevizitat, in ordinea etichetelor nodurilor.

int n,a[10][10],vizitat[20],st[20],vf,k,m;
fstream f('graf2l.txt”,ios::in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacentd din fisier}
int cauta(Q)
{for (int i=1; i<=n; i++) if (vizitat[i]==0) return i;
return 0;}
void init(int k) {vf=1; st[vf]=k; vizitat[k]=1;}
int este vida() {return vi==0;}
void adaug(int i) {vf++; st[vf]=i; vizitat[i]=1;}
void elimin() {vf--;}
void prelucrare()
{int i=1; k=st[vf];
while (i<=n && (@ALKIL[I1==0 || C(ali]l[K]l==1 && vizitat[i]==1))) i++;
iT (i==n+1) elimin(); else {cout<<i<<" "; adaug(i);}}
void main()
{citeste(); k=cauta();
while (k)
{m++; init(k); cout<<endl<<"Componenta conexa "'<<m<<": "'<<k<<" "';
while (leste vida()) prelucrare();
k=cauta();}}

2. Afigarea componentelor tare conexe dintr-un graf orientat.

Algoritmul. Nodul cu care incepe parcurgerea in adancime pentru o componentd tare
conexa se cauta printre nodurile nevizitate inca. Pentru acest nod se determind multimea
nodurilor care formeaza subgraful succesorilor gi multimea nodurilor care formeaza
subgraful predecesorilor. Prin intersectia celor doua subgrafuri (multimi de noduri) se obtine
componenta tare conexa. ldentificarea celor doua multimi de noduri se face parcurgand in
adancime graful pentru fiecare multime, pornind de la un nod initial. Un nod se considera
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vizitat numai daca a fost adaugat la o componenta tare conexa. Prelucrarea componen-
telor tare conexe prin parcurgerea in adancime a grafului se va face pana cand vor fi
vizitate toate nodurile. Daca graful este tare conex, se va afisa 0 singura componenta
tare conexa care va fi formata din toate nodurile grafului.

Implementarea algoritmului. Se citeste din fisierul graf20.txt matricea de adiacenta a a
grafului orientat Gy, si se afiseaza toate componentele tare conexe ale grafului. Vectorii
pred si succ se folosesc pentru a determina subgraful predecesorilor, respectiv
subgraful succesorilor nodului care se prelucreaza. Vectorii au n elemente. Fiecare
element i are valoarea 1 daca nodul i apartine subgrafului predecesorilor, respectiv
subgrafului succesorilor; altfel, are valoarea 0. Functia zero() se foloseste pentru a
initializa cu valoarea 0 vectorii pred si succ inainte de prelucrarea unei componente tare
conexe. Pentru a gasi nodul cu care se initializeaza o componenta tare conexa, se
foloseste functia cauta() care cauta primul nod nevizitat, in ordinea etichetelor nodu-
rilor. Functiile prelucrarel() si prelucrare2()se folosesc pentru a parcurge graful
in adancime n vederea determinarii subgrafului predecesorilor, respectiv subgrafului
succesorilor nodului care se prelucreaza. Functia comp() se foloseste pentru a deter-
mina nodurile unei componente tare conexe prin intersectia vectorilor pred si succ.
int n,a[10][10],vizitat[20],st[20],vf, m;
fstream f('graf20.txt”,i0s::in);
void citeste(){//se citeste matricea de adiacentd din Ffisier}
int cauta() {//este identici cu cea de la exemplul anterior}
void zero(int x[]) {for(int i=1;i<=n;i++) x[i]=0;}
void init(int k) {vf=1; st[vf]=k;}
int este vida() {return vf==0;}
void adaug(int i,int x[1) {vf++; stfvf]=i; x[i]=1;}
void elimin() {vf--;}
void prelucrarel(int x[1)
{int i=1,k=st[vf]; x[k]=1;
while (i<=n && (@L[il[k]==0 || (aLillk]==1 && x[i]==1))) i++;
if (i==n+1) elimin(); else adaug(i,x);}
void prelucrare2(int x[1)
{int i=1,k=st[vf]; x[k]=1;
while (i<=n && (@[k][1]==0 |1 (IKIL[i]==1 && x[i]==1))) i++;
it (i==n+1) elimin(); else adaug(i,x);}
void comp(int x[], int y[1)
{for(int i=1;i<=n;i++)
iIT(x[i]==1 && y[i]==1) {cout<<i<<" "; vizitat[i]=1;}}
void main()
{int k,pred[10],succ[10];
citeste(); k=cauta(); m++; cout<<'componentele tare conexe: '<<endl;
while (k)
{cout<<endl<<m<<": "; init(k); zero(pred);
while (leste vida()) prelucrarel(pred);
init(k); zero(succ);
while (Yeste vida()) prelucrare2(succ);
comp(pred,succ); k=cauta(); m++;}}
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1. Scrieti un program care citeste din figierul text grafd.txt lista arcelor

g unui graf orientat si care, folosind algoritmul corespunzator de par-
curgere a unui graf orientat, realizeaza:

2.

a. Afigeaza lanturile de lungime minima dintre noduri.
b. Verifica daca doud noduri x i y apartin aceleiasi componente conexe (si varianta, apar-
tin aceleiagi componente tare conexe). Etichetele nodurilor se citesc de la tastatura.
c. Verifica daca graful este tare conex si afiseaza un mesaj de informare.

in nodurile unui graf se pastreaza numere naturale. Graful pune in evidenta divizorii unui
numar, astfel: numarul x memorat in nodul i este in relatie cu numarul y memorat in nodul
J, daca numarul y este divizor al numarului x. Sa se verifice daca Tn graf se gasesc toti
divizorii unui numar p citit de la tastatura. (Indicatie. Se parcurge mai intéi graful, pornind
de la nodul cu eticheta 1 — pentru a gasi numarul — si, Tn cazul in care se gaseste, se reia
parcurgerea grafului pornind cu nodul in care s-a gasit numarul — si se verifica daca au
fost gasiti toti divizorii. Pentru testarea programului se va crea un graf al divizorilor care
contine urmatoarele numere: {2,3,4,5,6,9,12,15,18,20,38} si se vor cauta divizorii
numarului 36 si apoi ai numarului 20.

2.7.8.3. Aplicatii practice

1.

Din grupul de n persoane intre care s-au stabilit relatii de prietenie, afisati cel mai

mare grup de prieteni. (Indicatie. Se determina componenta conexa care contine cele

mai multe noduri).

Din grupul de n persoane intre care s-au stabilit relatii de cunostinta, afisati grupul

format din cele mai multe persoane care se cunosc reciproc. (Indicatie. Se determina

componenta tare conexa care contine cele mai multe noduri.)

Din grafurile care pun in evidenta relatiile de vecinatate si de prietenie ale satenilor care

au fanete, obtineti urmatoarele informati:

a. Care sunt satenii cei mai indepartati de drumul satesc. (Indicatie. Gasiti cel mai lung
lant din lanturile de lungime minima din graful fanetelor.)

b. Care sunt satenii izolati. (Indicatie. Satenii care nu se gasesc in graful de vecinata-
te Intr-o componenta conexa in care se afla si un satean cu iesire la drumul satesc.)

Din grafurile care pun Tn evidenta sosele din zona turistica, stabiliti cate localitati raman

izolate daca se distruge un pod pe care trece soseaua care leaga doua localitati ale

caror etichete se citesc de la tastatura.

in reteaua de strézi a orasului, stabiliti cel mai scurt drum intre doua intersectii ale caror

etichete se citesc de la tastatura.

2.7.9. Graful ponderat
2.7.9.1. Definitia grafului ponderat

Consideram un graf G=(X,U) si o functie f:U—R. care asociaza fiecarei muchii (arc) u un
numar real pozitiv (care poate avea semnificatia de cost, distanta, timp, durata), numita in
general costul muchiei. Functia f se numeste functia cost.

Un graf G = (X,U) pentru care s-a definit o functie cost se numeste graf ponderat.

Observatii:

1. Graful ponderat se mai numeste si graf cu costuri.
2. Grafurile ponderate se folosesc in aplicatii in care trebuie determinatd valoarea
minima sau valoarea maxima a unei marimi asociate grafului, adica a functiei cost.
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3. Se defineste costul unui drum de la nodul x la nodul y ca fiind suma costurilor
muchiilor (arcelor) care formeaza acel drum.

4. Metoda cea mai adecvata pentru reprezentarea unui graf ponderat
este matricea costurilor.

Exemplu — Graful G,7 din figura 32.

[ Studiu de caz

Scop: exemplificarea unei aplicatii in care pentru reprezentarea datelor se foloseste un
graf ponderat.

Exemplul 1. O firm& define depozite de marfd Th mai multe localitafi. O refea de sosele
leaga direct unele dintre aceste localitafi. Distanfa dintre doud locaitdfi este mé&surata in
kilometri. S& se determine traseul pe care trebuie sa-l parcurgd o masind pentru a
transporta marfa de la depozitul din orasul A la depozitul din oragul B astfel incéat distanfa
parcursa in kilometri sa fie minima.

Localitatile fomeaza nodurile unui graf neorientat in care fiecare muchie reprezinta o legatura
directd pe gosea intre doua localitati. Fiecare muchie are asociatd o marime — distanta.
Aceasta marime este costul muchiei, iar graful este un graf ponderat. Cerinta problemei este
de a determina un drum cu lungime minima (cu costul minim) intre doud noduri ale grafului.

Exemplul 2. O persoana trebuie sa se deplaseze cu autoturismul cat mai repede intre doua
intersecfii din orag. Traficul intre doud intersecfii nu este intotdeauna in ambele sensuri. Cu-
noscand timpul mediu de deplasare Tntre doud intersectfii, sa se determine care este traseul
pe care trebuie s&-1 aleaga pentru a ajunge de la intersecfia A la intersecfia B cat mai repede.

Intersectiile fomeaza nodurile unui graf orientat in care fiecare arc reprezintd sensul de
circulatie pe o strada care leaga direct doua intersectii. Fiecare arc are asociatd o marime —
timpul mediu de parcurgere. Aceasta marime este costul muchiei, iar graful este un graf
ponderat. Cerinta problemei este de a determina un drum cu timpul de parcurgere minim
(cu costul minim) ntre doua noduri ale grafului.

Observatie. Orice problema la care solutia este de a gasi drumul cu costul minim (sau
maxim) dintre douad puncte se rezolva reprezentand datele printr-un graf ponderat , A
si folosind un algoritm de determinare a drumului cu costul minim (respectiv< B>
maxim) dintre doua noduri ale grafului.

2.7.9.2. Matricea costurilor

Matricea costurilor unui graf este o matrice patratica de dimensiune n (Ann),
ale carei elemente aij sunt definite astfel Tncat sa puna in evidenta
costul asociat fiecarei muchii (arc).

in functie de cerinta aplicatiei, exista doua forme de reprezentare a matricei costurilor:
- matricea costurilor minime — pentru a determina valoarea minima a functiei cost;
- matricea costurilor maxime — pentru a determina valoarea maxima a functiei cost.

a) Matricea costurilor minime. Elementele aij ale matricei sunt definite astfel:
¢, daca exista o muchie (un arc) cu costul C > 0 Tntre nodurile i si j,cui # j
aj= 0,daca i=j
oo, daca nu exista o muchie (un arc) intre nodurile i si j,cui # j
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Fiecarei muchii (arc) care nu exista in graf i se asociaza o valoare foarte mare, deoarece,
cautandu-se costul minim, aceasta muchie (arc) nu va mai

fi selectata. Deoarece pentru implementarea matricei nu 1 2 3 4 9
o N . . . 1]10|4]|3|w]| o

se poate folosi simbolul oo, n locul lui se va folosi cea mai

mare valoare ce se poate reprezenta n calculator pentru 2|0 |0 o 7|8

tipul de data asociat costului. 3 ||| 0 ]w]|w

Exemplu. Pentru graful ponderat G»7 din figura 32 matri- 4]o|w| 4]0

cea costurilor minime este prezentata alaturat. 5|12 |w||2]0

b) Matricea costurilor maxime. Elementele aij ale matricei sunt definite astfel:

c, daca exista o muchie (un arc) cu costul C > 0 Tntre nodurile i si j,cui # j
aij= 0,daca i=j
— o0, daca nu exista o muchie (un arc) intre nodurile i si j,cui # j

Fiecarei muchii (arc) care nu exista in graf i se asociaza o valoare foarte mica, deoarece,
cautandu-se costul maxim, aceasta muchie (arc) nu va mai fi selectata. Deoarece pentru
implementarea matricei nu se poate folosi simbolul -co, in locul lui se va folosi cea mai
mica valoare ce se poate reprezenta in calculator pentru tipul de data asociat costului.

Scrieti matricea costurilor maxime pentru graful din figura 32.

Algoritmul pentru crearea matricei costurilor

Pentru a crea matricea costurilor trebuie sa se citeasca pentru fiecare muchie (arc)
nodurile de la extremitati si costul asociat fiecarei muchii (arc). Aceste informatii se pot citi
de la tastatura sau dintr-un figier. Algoritmul pentru crearea matricei costurilor este:

PASL. Se initializeaza matricea astfel: toate elementele de pe diagonala principala cu

valoarea 0, iar restul elementelor cu valoarea corespunzatoare pentru oo (-o0).

PAS2. Se actualizeaza matricea cu informatiile despre costurile asociate muchiilor (ar-

celor) astfel: pentru fiecare muchie (arc) [i,j] cu costul c, elementului a[i][j] i se va
atribui valoarea costului c.

Implementarea algoritmului pentru matricea costurilor minime a unui graf orientat. Pentru

initializarea matricei costurilor se foloseste functia i ni t (), iar pentru actualizarea ei functia

citire(). Elementele matricei fiind de tip i nt nu se poate folosi pentru simbolul o

constanta de sistem MAXINT, deoarece in algoritmii de determinare a drumului cu costul

minim prin adunarile repetate ale elementelor matricei (care pot avea si valoarea MAXINT)
se depaseste capacitatea de reprezentare a tipului i nt . Exista doua soluti:

a. pentru elementele matricei se alege tipul | ong, chiar daca acest tip de data nu este
justificat de valorile foarte mici ale costurilor (si se obtine o utilizare ineficienta a
memoariei interne);

b. se defineste o constanta cu o valoare foarte mare Tn comparatie cu celelalte costuri.

In implementarea agoritmului s-a ales varianta unei constante definite — MAX. Datele se

citesc din figierul text cost.txt in care pe prima linie existd un numar care reprezinta

numarul de noduri ale grafului, iar pe urmatoarele randuri céate trei valori numerice
separate prin spatiu, care reprezintd nodurile de la extremitatea unui arc —i sij — si
costul asociat arcului — c. Pentru testarea programului se foloseste graful Go7.
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#i ncl ude <fstream.h>
int a[100][100],n;
i nt const MAX=5000;
fstream F("'cost.txt',i0s::in);
voi d init() //se initializeaza matricea costurilor
{int 1,jJ; >>n;
for (i=1;i<=n;i++)
for=1;j<=n;j++) if (i==j3) a[i][J]=0;
el se a[i]1[j]1=MAX;}
voi d citire() //se actualizeaza matricea costurilor cu datele din Fisier
{int i,j,c;
whi | e (F>>i1>>)>>c) a[i]ljl=c; f.close() ;}
void main() {... }

Scrieti un program care creeaza matricea costurilor maxime pentru graf
neorientat. Pentru testare considerati in graful din figura 32 ca arcele
sunt muchii.

2.7.9.3. Algoritmi pentru determinarea costului minim (maxim)

Pentru determinarea drumului cu costul minim (maxim) intre doua noduri ale unui graf se
poate folosi:
- algoritmul Roy-Floyd;

- algoritmul Dijkstra. Drumul optim

Ambii algoritmi folosesc principiul enuntat prin teorema lui Bellman: dru-  cyt+cs<C;
mul optim (cu costul minim, respectiv maxim) intre doua noduri oarecare
i si j contine numai drumuri partiale optime (cu costuri minime,
respectiv maxime) care trec prin alte noduri ale grafului. Altfel spus, daca
drumul optim dintre doua noduri oarecare i si j trece printr-un nod Kk,
atunci si drumurile de la i la k si de la k la j sunt optime. Cei doi algoritmi
difera prin modul in care se identifica nodurile intermediare k.

a) Algoritmul Roy-Floyd

Algoritmul foloseste un principiu asemanator cu cel care a fost utilizat pentru determina-
rea matricei drumurilor: gasirea drumului optim intre doua noduri oarecare i si j prin
descoperirea drumurilor optime care il compun si care trec prin nodurile k se face prin
transformarea matricei costurilor. Matricea trece prin n transformari, Tn urma carora
fiecare elementa[i][j] va memora costul drumului minim dintre nodurile i si j.

PAS1. Pentru etichete ale nodului k de la 1 la n (adica pentru orice nod al grafului)
executa:

| PAS2. Pentru orice pereche de noduri din graf i si j (cu 1<i<n si 1<j<n) executa:
| PAS3. Daca suma dintre costul drumului de la i la k si costul drumului de la k
' laj@[i][k]+a[k][]j]) este mai mica decat costul drumului de la i
laj(@[i][j]), atunciin matricea costurilor costul drumului direct de
la i la j este Tnlocuit cu costul drumului care trece prin nodul k

@[i][j]1= ali][k]+a[K][j]).

Pentru graful din figura 32 matricea costurilor sufera urmatoarele cinci transformari. La
fiecare transformare, daca drumul de la nodul i la nodul j are costul mai mare decét
costul drumurilor care trec prin nodul intermediar k (de la nodul i la nodul k si de la nodul

k la nodul j), atunci elementuluia[i ][] ] ise va atribui valoareaa[i][ k] +a[k][]]-



250 Implementarea structurilor de date

k=1 k=2 k=3
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1[0]4]3]w]w 1[o]4]3[11 12 1[ofJa]3]1u]12
2 w078 2 w0 o[ 7]8 2o |00 [7 ]38
3|w|[5]0]w]|w 3|w|[5[0]12 13 3w |5 ]0]12]13
4 o | © 4 0 0 4 ® | © 4 0 © 4 © 9 4 0 | 17
5 2]6 5]2]0 5| 2]e6e[5]2]0 s 2]6[5]2]0
k=4 k=5

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1[o[4a]3J11]12 1[oJa]3]u]12

2 o011 78 2 1001178

3w ][5 ]0]12]13 3|15]/5 [0 [12]13

4 |w|9]a]o]17 4 199 4o |17

5 2]6][5]2]0 5265210

Interpretarea datelor din matricea obtinutd in urma transformarilor se face astfel: drumul
de la nodul i la nodul j are costul minim a[i][j]. De exemplu, drumul cu costul minim
de la nodul 2 la nodul la nodul 4 are costul minim 7. Matricea nu furnizeaza informatii
despre etichetele drumului cu costul minim.

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele:

- functia procedurala init initializeaza matricea costurilor;

- functia procedurala citire actualizeaza matricea costurilor cu datele din fisier;

- functia procedurala transformare transforma matricea costurilor;

- functia procedurala afigare afiseaza lungimea drumurilor minime ntre toate nodurile
grafului.

#i ncl ude <fstream.h>
int a[100][100],n;
int const MAX=5000;
fstream F("'cost.txt',io0s::in);
void init() {//se initializeaza matricea costurilor}
voi d citire() {//se actualizeaza matricea costurilor cu datele din Fisier}
voi d transformare() //se transformi matricea costurilor
{for (i nt k=1;k<=n;k++)
for(int i=1;i<=n;i++)
for(nt j=1;j<=n;j++)
it alilikl+alklj<alil031) alilly]=ali][k]+a[k][i]:}
voi d afisare()
{cout <<"'costul drumurilor minime intre nodurile: *<<endl ;
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
i f LI I<MAX & 1!=j) cout <<""('<<i<<","'<<j<<")-"<<a[1][j]<<endl ;}
voi d main()
{initQ); citire(); transformare(); afisare();}

Informatiile din matricea costurilor transformata prin algoritmul Roy Floyd se pot
folosi pentru a verifica daca exista drum cu costul minim intre doua noduri ale gra-
fului, iar in caz afirmativ, se poate afisa lungimea lui si se poate descoperi drumul.

Algoritmul de descoperire a drumului cu costul minim pornind de la matricea costurilor
transformata foloseste acelagi rationament ca la transformarea ei: daca lungimea drumului
minim dintre nodurile i si j este egald cu suma dintre lungimile minime a doua drumuri care
trec printr-un nod intermediar k (@[ i ][ k] +a[ k][j1=a[i][]j]), atunci nodul k face parte



Informatica 251

din drumul de lungime minima de la i la j. Deoarece problema pentru determinarea nodurilor
care formeaza drumul de lungime minima se descompune in doua subprobleme: determina-
rea drumului minim de la nodul i la nodul k (cu k#i) si determinarea drumului minim de la no-
dul k la nodul j (cu k#j), in implementarea algoritmului se foloseste strategia divide et impera.

Pentru implementarea algoritmului prin care se determina drumul minim dintre doua
noduri X si y (a caror eticheta se citeste de la tastatura) se folosesc subprogramele:
functia procedurala init initializeaza matricea costurilor;

functia procedurala citire actualizeaza matricea costurilor cu datele din fisier;

functia procedurala transformare transforma matricea costurilor;

functia procedurala drum determina nodurile drumului cu cost minim;

functia procedurala afigare afiseaza costul drumului minim si nodurile care formeaza
drumul;

#i ncl ude <fstream.h>
int a[100][100],n;
int const MAX=5000;
fstream F("'cost.txt",10s::in);
void init() {//se initializeaza matricea costurilor}
voi d citire() {//se actualizeaza matricea costurilor cu datele din Fisier}
voi d transformare() {//se transforma matricea costurilor }
void drum(int 1, int jJ) //se determinid nodurile drumului minim
{int k,gasit;
for (k=1,gasit=0; k<=n && lgasit; k++)
if (i'=k && J'=k) && a[il[j]l==alillkl+alKILD
{drum(i,k); drum(k,j); gasit=1;}
if (lgasit) cout <<j<<' ";}
voi d afisare(int x, int y)
{if @IXILy1<MAX)
{cout <<"'drumul minim de la nodul *<<x<<" la nodul "<<y;
cout <<"" are costul "<<a[x][yl<<endl ;
cout <<x<<™ ''; drum(X,y);}
el se cout <<""Nu exista drum';}
voi d mai n()
{int x,y; cout<<'x= "; cin>>x; cout<<'"y="; cin>y;
init(); citire(); transformare(); afisare(x,y); }

22 2 2%

Complexitatea algoritmului Roy-Floyd

Algoritmul de transformare a matricei costurilor are ordinul de complexitate O(nxnxn)= O(n3)

deoarece fiecare structura repetitiva for se executa de n ori, iar structurile for sunt imbricate.

Algoritmul de determinare a drumurilor cu costul minim din matricea costurilor transformata

are ordinul de complexitate al algoritmului divide et impera: O(nxlgzn). Ordinul algoritmului
3 3 3

este O(n")+ O(nxlgzn) = O(n™+ nxIgzn) = O(N°).

Modificati programele care implementeaza algoritmul Roy Floyd astfel
Tncét sa se determine drumurile cu costul maxim.

b) Algoritmul Dijkstra

Algoritmul lui Dijkstra construieste drumurile cu costul minim care pornesc de la un nod
oarecare X — nodul sursa — pana la fiecare nod din graful G=(X,U) — nodul destinatie.
Algoritmul ntretine o multime cu nodurile care au fost deja selectate — S, si 0o coada de
prioritati Q cu nodurile care nu au fost selectate inca: Q=X-S, astfel:



252 Implementarea structurilor de date

- Un nod y este declarat selectat atunci caAnd s-a determinat costul final al drumului cu
costul minim de la nodul sursa x la el. Selectarea unui nod nu este echivalenta cu
gasirea drumului cu costul minim deoarece este posibil ca in urma calcularii costului sa
rezulte ca nu exista drum de la nodul x la acel nod.

> In coada Q prioritatea cea mai mare o are nodul pentru care costul drumului are
valoarea cea mai mica dintre toate costurile de drumuri care pornesc de la nodul x la
celelalte noduri neselectate inca. La fiecare extragere a unui nod din coada de prioritati
Q, nodul este adaugat la multimea S, iar coada de prioritati este reorganizata in functie
de acest nod (se recalculeaza costul drumurilor de la nodul x la nodurile ramase in
coada, considerand ca unele drumuri, daca trec si prin nodul extras, pot sa-si micsoreze
costul). Pentru calcularea drumurilor de lungime minima se
intretine o multime D n care se memoreaza costul drumurilor de
la nodul x la nodurile neselectate, costuri care se recalculeaza la
fiecare extragere de nod.

Drumul cu costul minim care porneste din nodul x este format din
nodul initial X si creste pané cand coada de prioritati Q nu mai contine
noduri. Deoarece, cele doua multimi S si Q sunt disjuncte, iar
reuniunea lor este multimea nodurilor X, este suficient sa se intretind zeQ (nod neselectat)
numai multimea S. Algoritmul foloseste strategia greedy, deoarece (1) dz<di+dy : x— Yy

X = nod sursa

Tntotdeauna alege nodul cel mai apropiat de nodul sursa x. (2) d3>d1+dy : x=> y—>z
PASL. Se initializeaza: S=, se citeste nodul initial x si se atribuie Fig. 34
multimii S.

PAS2. Se initializeaza multimea D cu costurile drumurilor de la nodul x la toate celelalte
noduri ale grafului (sunt preluate din matricea costurilor elementele a[ x] [i]).
PAS3. Cattimp coada de prioritati Q nu este vida (mai exista noduri neselectate) executa
i PAS4. Se cauta printre nodurile neselectate nodul y cu cel mai mic cost al drumului
(reprezinta elementul care trebuie eliminat din coada de prioritatii Q).
PAS5 Se adauga nodul y la multimea S: S=SU{y} (inseamna extragerea nodului y
din coada de prioritati Q si declararea Iui ca nod selectat).
PAS6 Pentru fiecare nod neselectat (nod din coada de prioritati) executa
{ PAS7. Se recalculeaza costul drumului de la nodul x la acest nod folosind ca
: nod intermediar nodul extras.
| PAS8. Daca acest cost este mai mic decét cel din multimea D, atunci el va fi
' noul cost.

Implementarea algoritmului. Se folosesc trei vectori:
- Vectorul s pentru multimea nodurilor selectate, definit astfel:

(i)= 0, dacanodul i nu a fost selectat
" |1, daca nodul i a fost selectat

Initial, elementele vectorului s au valoarea 0, cu exceptia elementului s[ x] care are valoa-
rea 1. La terminarea executiei algoritmului, toate elementele din vectorul s vor avea valoarea
1. Nodurile i pentru care s[ i ] =0 se considera ca fac parte din coada de prioritati Q.

- Vectorul d contine costul drumurilor, astfel: d[ i ] = costul drumului minim gasit la un
moment dat de la nodul x la nodul i (cu 1<i<n). Initial d[i]=a[x] [i] . La terminarea
algoritmului, d[ i ] = costul minim al drumului de la hodul x la nodul i.

- Vectorul t memoreaza drumurile gasite intre nodul x si celelalte noduri i ale grafului.
Memorarea drumului se face prin legatura cu predecesorul care este definita astfel:
p[i] memoreaza nodul j care este predecesorul nodului i pe drumul de la x, cu
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exceptia nodului sursa pentru care p[ x] =0. Initial, pentru toate nodurile i care nu au
costul infinit (pentru care exista un arc de la nodul x la nodul i), p[ i ] =x; altfel p[ i ] =0.
Nodul i care se extrage din coada de prioritati Q trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:
> s[i]=0.
2> dli]=min{d[j] | 1<j<n;s[]]=0}.
d[i] reprezinta costul minim al drumului de la nodul x la nodul i .
Pentru reorganizarea cozii de prioritati se procedeaza astfel: pentru fiecare nod j cu
s[j] =0 se calculeaza costul drumului de la nodul x la nodul j care trece prin nodul i :
dli]+a[i][]j]. Daca acest cost este mai mic decat d[ ], atunci aceasta va fi nhoua
valoare a luid[j] sise actualizeaza vectorul p: p[j]=i.
Pentru graful din figura 32, considerand x=1, algoritmul se excuta astfel:
Initial:

Vectorii 1 2 3 4 5
s 1 0 0 0 0
d 0 4 3 © ©
p 0 1 1 0 0

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 3: d[ 3] =3. Nodul 3 se va extrage din coada Q.
Se analizeaza nodurile care raman in coada de prioritati:

Nodul 2. d[ 3] +a[ 3] [ 2] = 3+5 =8> 4. Nu se modifica nimic.

Nodul 4. d[ 3] +a[ 3] [ 4] = 3+ =0 > 4. Nu se modifica nimic.

Nodul 5. d[ 3] +a[ 3] [ 5] =3+ =« > 4. Nu se modifica nimic.

Vectorii 1 2 3 4 5
s 1 0 1 0 0
d 0 4 3 © ©
p 0 1 1 0 0

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 2: d[ 2] =4. Nodul 2 se va extrage din coada Q.

Se analizeaza nodurile care raman Tn coada de prioritati:

Nodul 4. d[ 2] +a[ 2] [ 4] =4+7 =11 < «. Se modifica: d[ 4] =11 si p[ 4] =2.
Nodul 5. d[ 2] +a[ 2] [ 5] =4+8 =12 < «. Se modifica: d[ 5] =12 si p[ 5] =2.

Vectorii 1 2 3 4 5
s 1 1 1 0 0
d 0 4 3 11 12
p 0 1 1 2 2

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 4: d[ 4] =11. Nodul 4 se va extrage din coada Q.

Se analizeaza nodurile care raman Tn coada de prioritati:

Nodul 5. d[ 4] +a[ 4] [ 5] = 11+w = o> 12. Nu se modifica nimic.

Vectorii 1 2 3 4 5
s 1 1 1 1 0
d 0 4 3 11 12
p 0 1 1 2 2

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 5: d[ 5] =15. Nodul 5 se va extrage din coada Q.

Coada este vida si se termina executia algoritmului.

Final:
Vectorii 1 2 3 4 5
s 1 1 1 1 1
d 0 4 3 11 12
p 0 1 1 2 2
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Din datele care se gasesc in vectorii d si p la terminarea algoritmului se obtin urmatoa-

rele informatii:

- d[i] reprezinta costul minim al drumului de la nodul x la nodul i . De exemplu, pentru
nodul 4 costul minim este 11.

—> Din vectorul predecesorilor se reconstituie drumul cu costul minim de la nodul x la nodul
i . De exemplu, pentru nodul 4: p[ 4] =2, iar p[ 2] =1. Drumul este 1— 2— 4.

Pentru implementarea algoritmului Tn care se determina drumul cu costul minim dintre
doua noduri x siy (a caror eticheta se citeste de la tastatura) se folosesc subprogramele:
functia procedurala init initializeaza matricea costurilor;

functia procedurala citire actualizeaza matricea costurilor cu datele din fisier;
functia procedurala generare_drum transforma vectorii d si p conform algoritmului
pentru a obtine drumurile cu costul minim de la nodul x la oricare alt nod i din graf;
functia procedurala drum determina nodurile drumului cu cost minim de la nodul x
panalaunnodi din graf — folosind informatiile din vectorull p;

functia procedurala afigare afiseaza lungimea drumurilor minime care pornesc din
nodul x pana la fiecare nod i din graf si nodurile care formeaza drumul;

#i ncl ude <fstream.h>
int a[100][100],d[100],s[100],p[100],Nn;
int const MAX=5000;
fstream F("'cost.txt',i0s::in);
void init() {//se initializeaza matricea costurilor}
voi d citire() {//se actualizeaza matricea costurilor cu datele din Ffisier}
voi d generare_drum(i nt x) //se genereaza drumurile
{int 1,j,min,y; s[x]=1;
for (i=1;i<=n;i++)
{dLi]=alx][i];
if (i1=x && d[i]<MAX) p[i]=x;}
for (i=1;i<=n-1;i++)
{for (J=1,min=MAX; J<=n; j++)
if (sJ]==0 && d[jl<min) {min=d[j1; y=Jj;}
slyl=1;
for =1;3<=n;j++)
if (sb1==0 && dlil>dIyl+alylOD {d0l=dlyl+alyllil: p[3l=y:}}}
voi d drum(int 1)
{if (pL1]!=0) drum(p[i]); cout<<i<<™ "; }
voi d afisare(int Xx)
{for(int i=1;i<=n;i++)
if (11=x)
if (pLi]!=0)
{cout <<""drumul cu costul minim de la nodul "<<x;
cout << la nodul "<<i<<" are costul *"<<d[i]<<endl ;
drum(i); cout <<endl ;}
el se cout<<"Nu exista drum de la "<<x<<" la "'<<i<<end! ;}
voi d mai n()
{int x; cout<<"x="; cin>>x;
init(); citire(); generare_drum(x); afisare(x);}

v v v

Complexitatea algoritmului lui Dijkstra

Pentru determinarea drumului cu costul minim se executa pasii algoritmului. Pasul 2 are
ordinul de complexitate O(n). Pasul 3 se executa pentru fiecare nod din graf, mai putin
nodul sursa, deoarece fiecare nod trebuie selectat o data (se executa de n-1 ori). Pentru
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fiecare nod selectat se analizeaza celelalte noduri, executandu-se: Pasul 4 de n ori (se
cauta printre toate cele n noduri dacé mai exista in coada de prioritati, iar printre cele care
mai sunt in coada de prioritati se cautd nodul cu costul drumului cel mai mic), iar Pasul 6 de
n ori deoarece trebuie identificate printre cele n noduri care mai sunt in coada de prioritati.
Ordinul de complexitate al algorltmulug:)entru determinarea drumului cu costul minim va fi:
O(n)+O(nx(n+n)) = O(N)+O(n ) = O(n%). In algoritmul pentru afisarea drumului sunt anali-
zate toate cele n noduri ale grafului, iar pentru fiecare nod i se determina recursiv drumul.
Complexitatea algoritmului de afisare va fi O(n) x O(nxIgzn) = O(nlegzn).

Modificati programul care implementeaza algoritmul Dijkstra astfel
Tncét sa se determine drumurile cu costul maxim.

2.7.9.4. Aplicatii practice

1. O persoana oficiala trebuie sa se deplaseze intr-un oras intre doua puncte situate
fiecare intr-o intersectie. Traficul intre doud intersectii nu este intotdeauna in ambele
sensuri, dar intre oricare doua intersectii exista trafic prin intermediul altor intersectii. Pe
fiecare strada a traseului trebuie sa existe un anumit numar de agenti care sa asigure
securitatea persoanei oficiale. Scrieti un program care sa determine traseul astfel incéat
numarul de agenti sa fie minim. Datele se citesc dintr-un figier, astfel: de pe primul rand,
numarul de intersectii, iar de pe urmatoarele randuri, triplete de numere X, y, z care
semnifica faptul ca pentru traficul de la intersectia x pana la intersectia y sunt necesari z
agenti (cele doua intersectii sunt legate direct).

2. O firma are mai multe puncte de lucru intr-o zonad geografica. O retea de sosele leaga
direct unele dintre aceste puncte de lucru si intre oricare doua puncte de lucru existd o
legatura prin intermediul retelei de sosele. Distanta dintre doua puncte de lucru ntre care
exista legatura directa este masurata in kilometri. Firma trebuie sa-si stabileasca intr-unul
din punctele de lucru sediul central. Criteriul de alegere este ca suma distantelor la
celelalte puncte de lucru sa fie minima. Scrieti un program care sa stabileasca punctul de
lucru care va fi ales ca sediu. Datele se citesc dintr-un figier, astfel: de pe primul rand,
numarul de puncte de lucru, iar de pe urmatoarele randuri, triplete de numere X, y, d care
semnifica faptul ca punctele de lucru x si y sunt legate direct de o sosea cu lungimea d.
Indicatie. Pentru fiecare punct de lucru se determind suma distantelor minime la toate
celelalte puncte de lucru, dupa care se determina suma minima.

3. O firma trebuie sa colecteze ambalaje din mai multe puncte de lucru din oras, fiecare
punct de lucru gasindu-se pe o anumitd strada. O retea de intersectii leaga direct unele
dintre aceste puncte de lucru si intre oricare doua puncte de lucru exista o legatura prin
intermediul traficului pe strazi. Traficul intre doua intersectii nu este intotdeauna in ambele
sensuri, dar intre oricare doud intersectii exista trafic prin intermediul altor intersectii.
Cantitatea de ambalaje care poate fi colectata intre doua intersectii intre care exista trafic
direct este masurata in kilograme. Scrieti un program care sa gaseasca un traseu optim
ntre doua intersectii A si B astfel incat o masina care pleaca din intersectia A si trebuie sa
ajunga in intersectia B sa colecteze o cantitate cat mai mare de ambalaje. Datele se citesc
dintr-un figier, astfel: de pe primul rdnd, numarul de intersectii, iar de pe urmatoarele
randuri, triplete de numere X, y, ¢ care semnifica faptul ca intersectia x este legata direct
de intersectia y prin traficul de pe o strada de pe care se poate colecta cantitatea ¢ de
ambalaje. Etichetele intersectiilor A si B se citesc de la tastatura.
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4. O firma se poate aproviziona cu trei sortimente de materiale de la mai multe depozite
situate in localitati raspandite intr-o zon& geografica. Intr-un depozit nu este obligatoriu
sa existe toate cele trei sortimente. O retea de sosele leaga direct unele dintre aceste
localitati si intre oricare doua localitati exista o legatura prin intermediul retelei de sosele.
Distanta dintre doua localitdti intre care existd legatura directd este masuratd in
kilometri. Firma trebuie sa se aprovizioneze cu unul dintre sortimentele de materiale.
Scrieti un program care sa stabileasca depozitul de la care sa se aprovizioneze firma
astfel incat drumul care trebuie parcurs pentru aprovizionare sa aiba lungimea minima.
Fiecarui sortiment de material i se atribuie un numar: 1, 2 si 3. Datele se citesc dintr-un
figier text. De pe primul rAnd se citesc numarul de localitati n in care se gasesc depozite
si numarul de legaturi directe intre localitati, m. De pe urmatoarele m randuri se citesc
triplete de numere X, y, d care semnifica faptul ca localitatile x si y sunt legate direct de
0 sosea cu lungimea d. De pe fiecare dintre ultimele trei randuri, in ordinea etichetelor
sortimentelor de materiale, se citeste cate un gir de numere despartite prin spatiu cu
informatii despre locatiile depozitelor unde se gaseste acel sortiment de material: primul
numar reprezintd numarul de depozite, iar urmatoarele numere etichetele localitatilor Tn
care se gasesc aceste depozite. Numarul sortimentului de materiale p se comunica de
la tastaturd. Indicatie. Se determina distanta minimé de la localitatea in care se gasegte
firma la localitatile in care se gasesc depozitele si se alege dintre aceste distante cea
mai mica distanta care corespunde unui depozit ce contine sortimentul de material p.

2.7.10. Grafuri speciale

Exista urmatoarele grafuri speciale:
- grafuri bipartite;
- grafuri hamiltoniene:
- grafuri euleriene:
- grafuri turneu.

2.7.10.1. Graful bipartit

Graful G = (X,U) se numeste graf bipartit daca exista doua multimi nevide de noduri
A si B care au urmatoarele proprietati: AuB=X si AnB=0 si
orice muchie (arc) din multimea U are o extremitate in multimea de noduri A
si 0 alta extremitate in multimea de noduri B.

Exemple:

1. Graful neorientat G4 definit anterior este un graf bipartit, deoarece exista
multimile A si B care sa indeplineasca conditiile din definitie: A = {1, 3,
6,7,8,10}siB={2, 4,5, 9,11}. Se observa ca: ALB ={1, 2 ,3, 4, 5, 6,
7, 8,9, 10, 11} = X4 si AnB=J si ca fiecare muchie ueU,s={[1,2], [1,4],
[2,3], [3,4], [3,5], [5,6], [5,7], [5,8], [7,9]} are o extremite Tn multimea A si
cealalta extremitate in multimea B:

[1,2] => 1eAsi2eB  [1L4]=> 1lcAsideB [2,3]= 2eBsi3cA
[3,4] > 3cAsi4eB [3,5]=>3cAsi5eB [5,6]= 5eBsi6eA
[5,71=>5eBsi7eA [58]=>5eBsi8cA [7,9= 7cAsi9eB

Observatie. Nodurile izolate pot face parte din oricare dintre cele doua
multimi.
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2. Graful orientat Gg definit anterior este un graf bipartit deoarece exista
multimile A gi B care sa indeplineasca conditiile din definitie: A = A = {1,
3,4, 6} si B={2, 5} Se observa ca: AUB ={1, 2, 3, 4, 5, 6} = Xg si
AnB=Q si ca fiecare muchie ueUg={[1,2], [2,1], [2,3], [2,4], [3,5], [4,2],
[4,5], [5,3], [5,6], [6,5]} are o extremite in multimea A si cealalta extre-
mitate Tn multimea B:

[1,2] > 1eAsi2eB  [21]]=>2eBsileA [2,3]= 2eBsi3cA

[24] > 2eBsideA [3,5]= 3cAsi5eB [4,2] > 4eA si2eB

[45]=> 4eAsi5eB  [53]=>5eBsi3cA  [5,6] =>5eBsib6eA
[6,5] = 6<A si5eB

Graful bipartit G = (X,U) se numeste graf bipartit complet daca — pentru
orice nod XxieA si orice nod XjeB — exista o muchie (un arc) formata din cele
doua noduri care apartine multimii U: [xi, xjJeU.

Exemple:

1. Graful neorientat G,g=(Xog,U2g) definit astfel: Xyg={1, 2, 3, 4} si Uxg={[1,2], 3
[1,4], [2,3], [2,3]} este un graf bipartit complet. deoarece exista multimile A si B
care indeplineasc conditiile din definitie: A={1, 3} si B={2, 4}. Se observa ca: 2
AuB= {1,2,3,4}=X, si A~B=({ si ca fiecare nod din multimea A este legat cu o  Fjg. 37
muchie de fiecare nod din multimea B.
2. Graful orientat G,g =(X29,U29) definit astfel: Xo9={1, 2, 3, 4} si Uxo={[1,2],
[1,4], [2,1], [2,3], [3,2], [4,3]} este un graf bipartit complet, deoarece exista
multimile A si B care sa indeplineasca conditiile din definitie: A={1, 3} si 4
B={2, 4}. Se observa ca: AUB={1, 2, 3, 4}=Xy si AnB=0 si ca fiecare nod )
din multimea A este legat cu cel putin un arc de fiecare nod din multimea B. Fig. 38
Observatie. Graful neorientat bipartit complet se noteaza cu Ka,b si are axb
muchii, unde a=card(A) si b=card(B). De exemplu, daca graful neorientat are 3 noduri,
se obtin urmatoarele variante de grafuri bipartite complete:

Elementele multimii Muchiile Numarul de

A B grafului muchii ale grafului
1 2,3 [1,2], [1,3] 1x2=2
2 1,3 [2,1], [2,3] 1x2=2
3 1,2 [3,1], [3,2] 1x2=2

1,2 3 [1,3], [2,3] 2x1=2

1,3 2 [1,2], [3,2] 2x1=2

2,3 1 [2,1], [3,1] 2x1=2

1,23 %) nu exista, deoarece B=Y 3x0=0
%) 123 nu exista, deoarece A=g 0x3=0

Algoritmi pentru prelucrarea grafurilor bipartite
1. Generarea tuturor grafurile neorientate bipartite complete cu n noduri.

Algoritmul. Problema se reduce la a genera toate submultimile care se pot obtine din
cele n elemente (exceptand multimea initiald si multimea vida). Numarul total de submul-
timi obtinute este 2"- 2. Solutia este de a genera intr-un vector nodurile care apartin
multimilor A gi B, astfel: dacé un element are valoarea 1, nodul care are eticheta cores-
punzatoare indicelui elementului apartine multimii A; altfel, apartine multimii B.

Implementarea algoritmului. Functia gener ar e() genereaza grafurile bipartite complete.
In vectorul a se genereaza nodurile multimilor A si B. Initial elementele vectorului au
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valoarea 0. Variabila posi bi | se folosegte pentru a verifica daca mai exista posibilitati
de generare de submultimi (are valoarea 1 — true, atunci cand mai este posibil sa se
genereze submultimi).

#i ncl ude<iostream.h>
#i ncl ude<math.h>
voi d generare (int n)
{int a[10]={0},1,]j,k=0,posibil=1;
whi |l e (posibil)
{J=n;
while (J>0 && a[j]==1) {a[J]=0; j--:}
i f (J==0) posibil=0;
el se {a[jJ]=1;k++;
i f (k<=pow(2,n)-2)
{cout <<"Graful "'<<k<<endl <<""Multimea A: *;

for (i=l;i<=n;i++) if (a[i]) cout<<i<<™ *;
cout <<"Multimea B: ";
for (i=1;i<=n;i++) if (la[i]) cout<<i<<" '';

cout <<end| ;
cout <<"Muchiile sunt: *';
for (I=1;i<=n;i++)

if (a[il==1)

for (J=1;j<=n;j++)
if (@[J]==0 && 1'=j) cout <<"["'<<i<<","<<j<<"] s
cout <<endl ;}}}}
void main() {int n; cout<<"numar de noduri= "; ci n>>n; generare(n);}

2. Verificarea unui graf daca este graf bipartit.

Algoritmul. Pentru a verifica daca graful este bipartit, se genereaza multimile de noduri A
si B pana cand aceste multimi Tndeplinesc conditia unui graf bipartit, sau pana cand s-au
generat toate multimile si nici una dintre variante nu a indeplinit conditia pentru graful
bipartit. Graful este bipartit daca intre orice pereche de elemente din cele doua multimi —
(X,¥), cu XeA si yeB — exista muchie care sa le lege in graf ([x,y]eU). Pentru generarea
multimilor de noduri A si B se pot folosi doua variante:

Varianta 1. Ca si in algoritmul precedent, se genereaza intr-un vector toate submultimi-
le care se pot obtine din cele n etichete de noduri (exceptand multimea initiala si multi-
mea vida) si se verificd dac& nodurile apartinand celor doud multimi generate pot fi
multimile unui graf bipartit.

Implementarea algoritmului. Se citesc din fisierul text gb.txt informatii despre un graf
neorientat (numarul de noduri si matricea de adiacenta). Functia bi partit () verifica
daca graful este bipartit furnizdnd un rezultat logic. Elementele vectorului X Tn care se
genereaza multimile A si B sunt initial 0. Variabila gasi t se foloseste pentru a verifica
daca s-au gasit cele doua multimi de noduri corespunzatoare unui graf bipartit (are
valoarea 1 — true, atunci cand s-au gasit).
#i ncl ude<fstream.h>
#i ncl ude<math.h>
fstream F(''gb.txt",i 0s::in);
int af10][10],n;
voi d citeste(){//citeste matricea de adiacenta din fisier}

int bipartit()
{int x[10]={0},1,j,m,k=0,posibil=1,gasit=0;

whi |l e (posibil && Igasit)



I nfor matica 259

{m=n;
while (m>0 && X[m]==1) {X[m]=0; m--;}
if (m==0) posibil=0;
else
{x[m]=1;k++;
it (k<=pow(2,n)-2)
for (i=1l,gasit=1;i<=n && gasit;i++)
for (J=1;jJ<=n && gasit;j++)
if @LIiIL1==1) _ _ _
I (=1 & x[1==D |1 [0 & x[§]==0)) gasit=0;}}
return gasit;}
void main() {citeste();
iT (bipartit()) cout<<'Este bipartit’;
else cout<<"Nu este bipartit’;}

Varianta 2. Elementele multimilor A si B se genereaza separat, in doi vectori. Pentru gene-
rarea multimii A se foloseste metoda backtracking (etichetele nodurilor multimii A se
genereaza in stiva). Functia bt() este apelatd de n-1 ori pentru a genera in stiva cele p
elemente ale multimii A (1<p<n-1). Multimea B este formata din nodurile grafului care nu se
gasesc in multimea A.

Implementarea algoritmului. Matricea A este matricea de adiacenta a grafului, iar in
vectorii a si b se genereaza elementele multimilor A si B. In functia tipar() se copiaza
continutul stivei in vectorul a si se scriu in vectorul b etichetele nodurilor care nu sunt in
vectorul a. Pentru a identifica etichetele nodurilor care nu sunt in vectorul a se foloseste
variabila logica gasit. Tot in aceasta functie se verificad daca aceste multimi corespund
unui graf bipartit, astfel: se verifica, pentru toate elementele celor doi vectori, daca muchiile
generate cu un nod din vectorul a si un nod din vectorul b sunt muchii In graf. In caz
afirmativ, se verifica daca muchiile astfel generate sunt toate muchiile grafului. Variabila nr
se foloseste pentru a numara muchiile formate cu nodurile din cei doi vectori, iar variabila
logica este pentru a verifica daca graful este bipartit. (are valoarea 1 — true, daca numarul
de muchii gasite este egal cu numarul total de muchii ale grafului m).

#include<fstream.h>

fstream F(''gb.txt",10s::in);

typedef int stiva[100];

int n,k,ev,as,A[10][10],b[10],a[10],m,este,p;
stiva st;
void citeste()

{int i,j; >>n;

for(i=1;i<=n;i++)

for (g=1;j<=n;j+){>>ALi10]1; m=m+A[i]1[j]1:} f.close(Q); m=m/2;}

void initQ{st[k]=0;}

int succesor ()
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1l; return 1;} else return 0;}
int validQ
{if (k>1 && st[k]<st[k-1]) return O;

for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return O;
return 1;}

int solutie() {return k==p;}
void tipar()
{int i,jJ,9=0,gasit,nr=0;

for (i=l;i<=p;i++) a[i]=st[i];

for (i=1; i<=n; i++)
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{for (J=1,gasit=0; j<=p && !gasit; j++) if (a[j]==1) gasit=1;
it (lgasit) {g++; b[al=i;}}
for (i=1; i<=p; i++)
for (g=1; j<=q; j++) if (A[a[i11[bLj1]1==1) nr++;
if (nr==m) este=1;}
void bt() {//partea fixa a algoritmului backtracking}
void main() {citeste();
for (p=1; p<=n-1 && leste; p++) bt();
if (este) cout<<"Este bipartit";
else cout<<"Nu este bipartit"”;}

1. Scrieti un program care citeste din fisierul graf_bl.txt matricea de
@g adiacenta a unui graf neorientat si, de la tastatura, doua siruri de
numere ce reprezinta noduri din graf — si care verifica daca cele doua

siruri de numere pot reprezenta pentru graf cele doua multimi ale unui graf bipartit.

2. Comparati din punct de vedere al eficientei cei doi algoritmi prin care se determina
daca un graf neorientat este bipartit.

3. Scrieti un program care citeste din fisierul graf_b2.txt matricea de adiacenta a unui
graf orientat si care verificd daca graful este bipartit. In caz afirmativ, se afiseaza
multimile de noduri A si B.

2.7.10.2. Graful hamiltonian
Intr-un graf G=(X,U), se numeste lant hamiltonian lantul elementar
care contine toate nodurile grafului.

Altfel spus, un lant este hamiltonian dacé porneste de la un nod oarecare gi parcurge o
singura data toate nodurile grafului.

Lantul hamiltonian Tn care nodul initial coincide cu nodul final se
numeste ciclu hamiltonian.

Ca intr-un graf sa existe un ciclu hamiltonian este necesar ca pe langa un lant hamiltonian
s& mai existe gi 0 muchie care sa lege primul nod al lantului de ultimul nod al lantului.

Un graf care contine un ciclu hamiltonian se numeste graf hamiltonian.

Altfel spus, un graf hamiltonian este un graf in care — pornind de la un nod oarecare —
se pot parcurge o singura data toate nodurile grafului, revenind la nodul initial.

Graful Gz din figura 39 contine ciclul hamiltonian C={1, 2, 3, 6, 4, 5, 1}. 1
Observatie. Un graf hamiltonian nu poate contine noduri izolate. e
Propozitia 10

Graful complet K, este hamiltonian. .Q

Demonstratie. Graful complet Ky poate fi privit ca un poligon cu n laturi, in care Fig. 39
fiecare varf al poligonului este legat de celelalte varfuri prin diagonale, iar varfurile
poligonului parcurse pe laturi formeaza un ciclu hamiltonian.

[ Studiu de caz)

Scop: exemplificarea unei aplicatii in care solutia problemei este un graf hamiltonian.

Problema voiajorului comercial. Un voiajor comercial trebuie sa calatoreasca in mai
multe orage pentru a-si prezenta produsele. Se cunoaste costul deplasarii Tntre localitafi.
Trebuie s& se stabileascad un traseu prin care s& se ajungd in toate localitdtile, astfel incat
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costul deplasaérii sa fie minim. Voiajorul va trece o singurd data prin fiecare localitate si se
va intoarce in localitatea de pornire.

Localitatile formeaza nodurile unui graf, iar traseul voiajorului trebuie sa fie un ciclu hamilto-
nian Tn acest graf. Daca exista mai multe cicluri hamiltoniene, se va alege cel cu costul
minim (ciclul in care suma costurilor asociate muchiilor este minima).

Observatie. Orice problema la care solutia este de a gasi un traseu — care porneste dintr-un
anumit punct, trebuie sa treaca prin puncte precizate, cu revenire la punctul de pornire — se
rezolva prin gasirea unui ciclu hamiltonian. De exemplu:

- O firma de mesagerie trebuie sa distribuie zilnic colete la mai multe adrese. Masina care
distribuie aceste colete pleaca de la sediul firmei, ajunge la mai multe puncte din oras si
revine la sediul firmei. Legatura directa dintre doua puncte este caracterizata prin
distanta masurata n kilometri (costul asociat fiecarei muchii). Trebuie sa se gaseasca
traseul de lungime minima pe care trebuie sa-l parcurga masina.

- O persoana doreste sa faca un circuit prin tara si sa viziteze mai multe puncte turistice,
plecand din localitatea de domiciliu si intorcandu-se in aceeasi localitate. Legatura directa
dintre doua puncte turistice este caracterizata prin distanta masurata in kilometri (costul
asociat fiecarei muchii). Trebuie sa se gaseasca circuitul turistic de lungime minima.

- O persoana doreste sa viziteze mai multe cabane, intorcAndu-se la locul de plecare.
Legatura directa dintre doua cabane este caracterizata prin timpul necesar parcurgerii
traseului de munte (costul asociat fiecarei muchii). Trebuie sa se gaseasca
circuitul de vizitare a cabanelor care sa se faca in timp minim.

Teorema 18

Daca graful G=(X,U) este un graf cu mai mult de doua noduri (n>3) si gradul
fiecarui nod xeX satisface conditia d(x)=n/2, atunci graful G este hamiltonian.

Observatie. Aceasta teorema precizeaza numai conditia suficienta ca un graf sa fie
hamiltonian. Aceasta conditie nu este nsa si necesara. Astfel, este posibil ca un graf sa nu
indeplineasca aceasta conditie si sa fie totusi hamiltonian. Din aceasta cauza, teorema nu
poate fi folosita pentru a construi un algoritm care sa verifice daca un graf este hamiltonian.

Demonstratie. Notdm cele doua propozitii, astfel:
(1) - Graful G are mai mult de doua noduri si gradul fiecarui nod xeX satisface conditia d(x)>n/2.
(2) — Graful G este hamiltonian.

Trebuie sa demonstram ca (1)=(2) — prin reducere la absurd. Presupunem ca graful G nu este hamil-
tonian. Adaugam muchii la acest graf pana se obtine un graf hamiltonian (in cel mai rau caz se ajunge
la un graf complet, care sigur este hamiltonian). Prin adaugarea de noi muchii, gradul unor noduri
creste, ceea ce inseamna ca se pastreaza inegalitatea din propozitia (1). Addugarea acestor muchii
se face pana cand se obtine graful G, care nu este hamiltonian, dar care. prin adaugarea unei singure
muchii devine hamiltonian. Acest graf nu este sigur un graf complet si inseamna ca exista cel putin
doua noduri neadiacente. Luam dintre aceste noduri doua noduri x si y si [x,y]gU; care au propri-
etatea ca, prin adaugarea muchiei [x,y] la graful G1, se obtine un ciclu hamiltonian C = {x, X1, ..., Xk-1,
Xk, ¥, X}. Inseamné ca in graful G; existd un lant elementar L(x,y) care contine toate nodurile grafului.
Deoarece d(x)=n/2, rezulta ca in graful G; mai exista un nod X; cu care este adiacent. Acest nod face
parte din lanful L(x,y). Fie xj.1 nodul care precede nodul x; in lantul L(x,y). Daca nodurile xj.1 si y
formeaza o muchie ([x;.1,y]eU;), inseamna ca graful G, contine un ciclu hamiltonian C; = {X, X1, ...,
Xi-1, ¥, Xk, Xk-1, -+, Xj, X}, CE€A CE contrazice presupunerea ca graful G; nu este hamiltonian. Rezulta
ca nodul y nu formeaza muchie cu nici unul dintre nodurile care il preced in lantul L(x,y) si care sunt
adiacente cu nodul x;. Inseamné c& nodul y nu poate fi adiacent decat cu cel mult n-1-d(x;) noduri, adica
d(y)< n-1-d(x;). Dar, d(x;)2n/2. Rezulta ca d(y)< n-1-n/2=n/2-1, adica d(y)<n/2, ceea ce contrazice
ipoteza. Contradictia a aparut din presupunerea ca graful G nu este hamiltonian.
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1. Verificati daca graful hamiltonian Gzo din figura 39 indeplineste
conditiile precizate Tn teorema.

2. Desenati toate grafurile hamiltoniene cu 4 noduri.

3. Verificati daca este hamiltonian graful Gz;=(X31,Us1) cu X31={1,2,3,4,5,6,7} si Uz1={[1,2],
[1,5], [1,6], [1,7], [2,3], [2,7], [3.4], [3,5], [3,7], [4,5], [4,6], [5,6]}. Daca este graf hamiltonian,
gasiti un ciclu hamiltonian si verificati daca graful indeplineste conditiile precizate in teorema.

4. Demonstrati ca un graf bipartit cu numar impar de noduri nu poate fi graf hamiltonian.

(n=1)!

5. Demonstrati ca numarul ciclurilor hamiltoniene din graful complet cu n noduri este

Algoritmul pentru parcurgerea unui graf hamiltonian

Algoritmul. Pentru a determina daca un graf este hamiltonian se verifica daca exista un ciclu
hamiltonian. Este suficient sa se caute lanturile elementare care pornesc din nodul cu eticheta
1 si se inchid in acest nod. Se poate folosi fie metoda backtracking, fie metoda parcurgerii
n latime a grafului. Prin aceste metode se pot determina si toate ciclurile hamiltoniene, daca
exista, astfel: se cauta toate ciclurile elementare care, pornind dintr-un nod, parcurg toate
celelalte noduri ale grafului si se inchid printr-o muchie cu nodul de pornire.

Implementarea algoritmului. Se citeste din figierul graf_h.txt matricea de adiacenta a unui
graf neorientat. Daca graful este hamiltonian, se afiseaza ciclurile hamiltoniene gasite. Daca
nu existd nici o solutie, se afigeazd un mesaj de informare. Pentru generarea lanturilor
elementare se foloseste metoda backtracking. Nodurile lantului elementar vor fi generate n
stiva. Functia citeste() se foloseste pentru a citi matricea de adiacenta in figier. Variabila
este se foloseste pentru a verifica daca s-a gasit un ciclu hamiltonian pornind din nodul cu
eticheta 1 (are valoarea 0 — False, dacé nu s-a gasit un ciclu hamiltonian).

#include<fstream.h>

typedef stiva[100];

int a[20][20],n,k,as,ev,este=0;

stiva st;

fstream f(''graf _h.txt",ios::in);

void citeste() {//se citeste matricea de adiacentad}

void init() {st[k]=0;}

int succesor()

{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1l; return 1;} else return 0;}

int validQ

{if(k>1 && a[st[k-1]1Ist[k]]==0) return O;

for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return O;

return 1;}

int solutie() {return a[st[k]][1]-=1 && k==n;}
void tipar()

{for (int i=1,este=1;i<=n;i++) cout<<st[i]<<", "; cout<<st[l]<<endl;}
void bt() {//identica cu cea de la generarea lanturilor elementare}
void main() {citeste(); st[1]=1; bt(Q;
iT (leste) cout<<"Graful nu este hamiltonian';}

1. Scrieti un program care citeste din figierul text graf_hl.txt matricea de
adiacenta a unui graf hamiltonian, verifica daca graful indeplineste
conditia precizata in teorema pentru un graf hamiltonian si verifica daca

este hamiltonian — folosind metoda parcurgerii in latime a grafului.
2. Scrieti un program care citeste din figierul text graf_h2.txt matricea de adiacenta a unui
graf hamiltonian si, de pe ultimul rénd, un sir de n+1 numere care reprezinta etichete de

noduri si care sa verifica daca sirul de etichete reprezinta un ciclu hamiltonian.
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2.7.10.3. Graful eulerian

Intr-un graf G=(X,U), se numeste lant eulerian lantul care contine
toate muchiile grafului, fiecare muchie fiind prezenta o singura data.

Un lant este eulerian daca porneste de la un nod oarecare si parcurge o singura data toate
muchiile grafului (este un lant simplu care parcurge toate muchiile grafului).

Lantul eulerian in care nodul initial coincide cu nodul final se numeste ciclu
eulerian.

Ca intr-un graf sa existe un ciclu eulerian este necesar ca, pe langa un lant eulerian, sa mai

existe si 0 muchie care sa lege primul nod al lantului de ultimul nod al lantului, si acea
muchie sa nu mai fi fost parcursa.

Un graf care contine un ciclu eulerian se numeste graf eulerian.

Altfel spus, un graf eulerian este un graf in care, pornind de la un nod oarecare se pot
parcurge o singura data toate muchiile grafului, revenind la nodul initial.
Graful Gs, din figura 40 contine ciclul eulerian C={1, 4,6,7,4,5,7,8, 3,2, 8,5, 2, 1}. coy
Observatii
1. Un graf eulerian poate contine noduri izolate.
2. Pentru ca un graf sa poata fi facut eulerian prin adaugarea muchiilor
trebuie sa fie Tndeplinite urmatoarele conditii:
- daca numarul de noduri este par, sa nu existe noduri cu gradul maxim;
- numarul de noduri cu grad impar sa fie par.
Numarul minim de muchii care trebuie adaugate este egal cu jumatate Fig. 40
din numarul de noduri cu grad impar.

| Studiu de caz)

Scop: exemplificarea aplicatiei in care solutia problemei este un graf eulerian.

Problema podurilor din oragul Kénigsberg. C

In acest oras existd sapte poduri peste delta o

rAului Pregel care leagd cele patru sectoare ale C d

oragului (figura 41). Problema constéd in a stabili .-

un traseu prin care un vizitator s& parcurgéa toate A __e

cele patru sectoare ale orasului (A, B, C si D), D

intorcAndu-se n punctul de unde a plecat, aclb

trecand peste fiecare pod o singura data. f &
Cele patru zone (notate Fig. 41 B

Q cu A B, CsiD) sicele
sapte poduri (notate cu a, b, c, d, e, si f) reprezinta nodurile unui
graf neorientat Gzz (figura 42), iar muchiile reprezinta posibilitatea de Gas
a trece pe un pod dintr-o zona, n alta zona. Problema consta in a
gasi In acest graf un ciclu care sa parcurga toate muchiile o singura
data, adica un ciclu eulerian. Matematicianul Euler a demonstrat
matematic, Tn anul 1736, ca aceasta problema nu are solutii A
(ca acest graf nu este eulerian). -

Fig. 42
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Teorema 19

Un graf G=(X,U), care nu contine noduri izolate, este eulerian daca si numai
daca este conex si gradele tuturor nodurilor sunt numere pare.

Demonstratie. Notdm cele doua propozitii, astfel:
(1) — Graful G nu contine noduri izolate si este eulerian.
(2) — Graful G este conex si gradele tuturor nodurilor sunt numere pare.

Trebuie sa demonstram ca (1)=(2) si (2)=(1).

1)=(2)

a. Graful este conex. Trebuie sa demonstram ca, oricare ar fi nodurile x si y din graf, exista un lant

L(x,y) care le leaga. Pentru cele doua noduri poate sa apara una dintre urmatoarele situatii:

- Sunt adiacente ([x,y]eU). Inseamna ca exista lantul L(x,y).

- Nu sunt adiacente ([x,y]eU). Deoarece graful nu are noduri izolate, inseamna ca exista alte doua
noduri z si w din graf care sunt adiacente cu cate unul dintre ele ([x,z]eU si [y,w]eU). Deoarece
graful este eulerian, existd un ciclu care contine toate muchiile grafului, inclusiv muchiile [x,z] si
[y.w]. Fie acest ciclu C = { xg, ..., X, ..., ¥, ..., Xx}. Acest ciclu contine un lant L(X,y).

Deoarece in ambele situatii exista un lant L(x,y), inseamna ca graful este conex.

b. Gradele tuturor nodurilor sunt numere pare. Trebuie sa demonstram ca pentru un nod oarecare

xeX, d(x) este un numar par. Ciclul eulerian contindnd toate muchiile grafului, contine si toate

nodurile grafului. Acest ciclu se poate reorganiza astfel incat nodul x sa nu fie primul nod: C ={y, ...,

X, ..., Y}. Nodul x poate sa apard in acest ciclu de p ori. Fiecare aparitie a nodului x Tn acest ciclu

inseamna existenta a doua muchii diferite incidente cu el. Rezulta ca d(x)=2xp, adica un numar par.

(2)=(1) — prin reducere la absurd.

Presupunem cé graful G nu este eulerian. Graful fiind conex, nu contine noduri izolate. Fie doua noduri
oarecare x si y intre care existda o muchie ([x,y]eU). Nodul y avand gradul un numar par, inseamna
ca exista un nod z cu care formeaza o muchie ([y,z]eU). Continuand in acest mod, se ajunge la un
nod w care formeaza muchie cu nodul x ([w,x]eU), deoarece si gradul nodului X este un numar par.
Rezulta ca in graful G exista un ciclu. Vom considera, dintre ciclurile care exista in acest graf, ciclu C
de lungime maxima, dar care, conform presupunerii facute, nu contine toate muchiile grafului. Pentru
fiecare nod din acest ciclu se consuma doud unitati din gradul lui. Cautam o muchie care nu face
parte din ciclul C, dar este incidenta cu un nod din ciclul C. Aceasta muchie exista deoarece daca nu
ar fi, ciclul C ar forma o componenta conexa, ceea ce contrazice ipoteza ca graful G este conex. Fie
muchia [x,y]eU, cu xeC. Pornind de la aceasta muchie, pe muchii care nu apartin ciclului C, trecand
prin noduri ale caror grade nu au fost epuizate, se obtine, dupa un numar finit de pasgi, un nou ciclul C1
care se inchide in nodul x. Prin concatenarea celor doua cicluri care au un nod comun (x), se obtine
un ciclu de lungime mai mare decét ciclul C, ceea ce contrazice presupunerea ca ciclu C are cea mai
mare lungime. Tnseamna ca el contine toate muchiile grafului si graful este eulerian.

Observatie. Aceasta teoremd, precizand conditiile necesare si suficiente ca un graf sa
fie eulerian, poate fi folositd pentru a construi un algoritm care sa verifice daca un graf este
eulerian.

1. Verificati conditiile din teorema pentru graful eulerian Gz, din figura 40.
Gay 2. Verificati daca graful Gzs=(Xss,Uss) cu X34={1,2,3,4,5,6.7} si Uzs={[1,2],
[1,3], [2,3], [2,4], [2,5], [3,5], [3,7], [4,5], [4.6], [4,7], [5,6]} este eulerian.

Daca graful este eulerian, gasiti un ciclu eulerian si verificati daca graful indeplineste condi-
tiile precizate in teorema.

3. Demonstrati ca intr-un graf conex G exista doua noduri diferite x si y legate printr-un lant
eulerian — daca si numai daca ele sunt singurele noduri cu grad impar din graf.

4. Desenati toate grafurile euleriene cu 4 noduri.

5. Verificati daca graful conex Gzs=(Xss,Uss) cu X35={1,2,3,4,5,6.7,8} si Uss={[1,2], [1,4], [2,3],
[2,4], [2,5], [3,6], [4,5], [4.7], [5,6], [5,7], [5.8], [6,8], [7,8]} poate fi facut eulerian prin adaugare
de muchii. In caz afirmativ, precizati cate muchii trebuie adaugate si care sunt aceste muchii.
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6. Verificati daca graful neconex Gzs=(X3z6,Uss) Cu X36={1,2,3,4,5,6.7,8,9,10,11} si Uzs={[1,2], Gsp
[2,4], [3,4], [4,5], [4.6], [5.6], [5.7], [6,7], [8,9], [8,11], [9,10], [9,11], [10,11] } poate fi facut
eulerian prin adaugare de muchii. In caz afirmativ, precizati cate muchii trebuie adiugate
si care sunt aceste muchii. Gasiti un algoritm pentru generalizarea problemei.

7. Sa se dea exemple de urmatoarele grafuri:

sa nu fie hamiltonian si nici eulerian;

sa fie hamiltonian, dar nu eulerian:

sa nu fie hamiltonian, dar sa fie eulerian:

sa fie hamiltonian si eulerian.

ooy

Algoritmul pentru parcurgerea unui graf eulerian

Pentru a implementa graful se foloseste matricea de adiacenta a si vectorul g in care se
memoreaza gradul fiecarui nod, care se calculeaza cu functia grad(). Algoritmul care
determina daca un graf este eulerian verifica daca graful indeplineste conditiile precizate
n teorema:

- Nodurile izolate. Se verifica daca graful are sau nu noduri izolate. Daca are noduri izo-
late se considera ca graful nu este eulerian. In implementarea algoritmului se foloseste
functia 1zolat() care testeaza gradul nodurilor si furnizeaza un rezultat logic: true (1)
daca cel putin un nod are gradul O si false (1) daca nici un nod nu are gradul 0.

- Gradul nodurilor. Se verificd daca gradul fiecarui nod este par. In implementarea algorit-
mului se foloseste functia grad_par () care furnizeaza un rezultat logic: false (0) daca cel
putin un nod are gradul impar si true (1) daca nici un nod nu are gradul impar.

- Conexitatea. Se verifica daca graful este conex. Pentru aceasta se va parcurge graful
in adancime si se verificd dacd rdman noduri care nu au fost vizitate. Tn implementarea
algoritmului se foloseste vectorul vizitat pentru a tine evidenta nodurilor vizitate.
Conexitatea se verifica prin functia conex()care furnizeaza un rezultat logic: false (0)
daca cel putin un nod nu a fost vizitat si true (1) daca toate nodurile au fost vizitate.

Pentru testarea conditiilor necesare ca un graf sa fie eulerian se foloseste variabila eulerian
care are valoarea logica: false (0) daca graful nu este eulerian si true (1) daca graful este
eulerian.

Daca graful este eulerian se poate determina un ciclu eulerian. Acest algoritm foloseste

demonstratia de la teorema precedenta. Construirea ciclului eulerian se face astfel:

PASL. Se porneste dintr-un nod oarecare din graf si se construieste din aproape in aproape
ciclul C, pe muchii incidente care exista n graf, scazand gradele nodurilor prin care
trece si eliminand muchiile.

PAS2. Cat timp mai exista muchii care nu fac parte din ciclul C executa: se alege un nod
din ciclul C pentru care mai exista muchii incidente care nu fac parte din ciclul C, se
construieste ciclul C1 si se concateneaza ciclul C1 la ciclul C.

Solutia se va obtine intr-un vector ¢ care contine nodurile parcurse care au fost adaugate la
ciclul eulerian. Vectorul c1 se foloseste pentru extinderea ciclului eulerian. Se mai folosesc
urmatoarele variabile de memorie:

- n —numarul de noduri si m — numarul de muchii;

- 1, J, k- contori pentru parcurgerea matricei de adiacenta si a vectorilor folositi;

- ( — variabila in care se pastreaza nodul de la care incepe ciclul c1;

- p — variabila in care se pastreaza lungimea logica a vectorului c1.
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Algoritmul pentru determinarea ciclului eulerian este urmatorul:

PASL1.
PAS2.

PASS.

PASA4.
PASS.

Se citesc valorile pentru variabilele de memorie n si m si matricea de adiacenta a.
Se verifica daca graful este eulerian, adica daca indeplineste conditia sa nu aiba
noduri izolate, nodurile sa aiba grade pare si sa fie conex: (in implementarea
algoritmului: eulerian=1v_izolat()&&grad_par(Q)&& conex()).
Daca graful nu este eulerian (variabila eulerian are valoarea false), atunci se afi-
seaza mesajul 'Graful nu este eulerian' si se termina algoritmul; altfel, se scrie mesa-
jul 'Graful este eulerian' si se trece la Pasul 4 pentru a determina un ciclu eulerian.
Se pleaca dintr-un nod oarecare (de exemplu, nodul 1: c[1]=1).
Executa urmatorii pasi pentru a construi in vectorul ¢ un prim ciclu prin parcur-
gerea din aproape n aproape a muchiilor grafului, pornind de la nodul cu eticheta j
egala cu 1: J=1 (acest ciclu exista, deoarece gradul nodului de pornire este par,
ceea ce Inseamna ca oricare ar fi muchia pe care se porneste, mai exista cel
putin o muchie care soseste in acest nod).
PAS6. Cat timp nu s-a gasit o muchie ntre nodul curent k din coada ¢ (c[Kk]) si
un alt nod j din graf (j<=n) executa:
PAS7. Daca exista o muchie Tntre nodul curent k din coada ¢ (c[k]) si un alt
nod j din graf (a[c[k]1[J1==1), atunci se trece la Pasul 8; altfel, se
trece la Pasul 11.
PAS8. Se adauga nodul j la coada ¢ (k=k+1;c[k]=j;).
PAS9. Se micsoreaza cu o unitate gradul celor doua noduri parcurse (g[j]1--;
glc[k-111--3).
PAS10. Se sterge din matricea de adiacenta muchia parcursa (a[c[KI11[j1-0;
a[j1[cIK11-0;).
PAS11. Se trece la urmatorul nod prin incrementarea lui j (J=j+1) si se
revine la Pasul 6.
Pana cand nodul curent din coada c (c[k]) este diferit de nodul de pornire.

PAS12. Cat timp mai exista muchii care nu au fost incluse n ciclu (k-1<m) executa

PAS13.Se cauta in coada c un nod i de plecare pentru ciclul ¢1, adica un nod
pentru care mai exista muchii incidente cu el care nu au fost parcurse
(grad[c[i]1]>0).

PAS14. Se initializeaza cu acest nod ciclul c1 (c1[1]= c[i]) si se memoreaza
acest nod in variabila g.

PAS15. Se construieste un nou ciclu parcurgand — din algoritm — pentru coada c1,
de la Pasul 5 pana la Pasul 11. Acest ciclu va avea p elemente.

PAS16. Se concateneaza ciclul cl cu ciclul c astfel: mai intai se deplaseaza elementele

din vectorul ¢, incepand din pozitia g, cu p pozitii spre dreapta, dupa care se
intercaleaza, intre pozitia q si pozitia g+p, elementele vectorului c1.

PAS17. Se afiseaza elementele vectorului c.

#include<fstream.h>

typedef stiva[20];

int n,af[20][20],vizitat[20],vf,k,m,g[20],p=1,c[20],c1[20];
stiva st;

fstream f(''graf e.txt",ios::in);

void
void

citeste() {//se citeste matricea de adiacenti}
init(int 1) {vf=1; st[vf]=i; vizitat[i]=1;}

int este_vida() {return vf==0;}

void
void

adaug(int i) {vf++; st[vf]=i; vizitat[i]=1;}
elimin() {vf--;}
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void prelucrare()
{int i=1; k=st[vf];
while (i<=n && (a[ill[k]==0 || (al[illkl==1 && vizitat[i]==1))) i++;
if (i==n+1) elimin(); else {p++; adaug(i);}}
int conex()
{k=1; init(k);
while (leste vida()) prelucrare();
return (p==n);}
void grad(Q)
{for(int I=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=n;j++) if @Lil01==1) {glil++;m++;} m=m/2;}
int izolat()
{for(int i=1;i<=n;i++) If (g[1]==0) return 1;
return O;}
int grad _par()
{for(int i=1;i<=n;i++) if (g[i]1%2==1) return O;
return 1;%}
void ciclu(Q)
{int i,j.k=1,p,q,gasit;
c[1]=1;
do for(j=1,gasit=0;j<=n && !gasit;j++)
it (afc[kl11==1)
{k=k+1; c[Kk]l=j; alclk-111Li1=0; alillc[k-111=0;
) glj1--; 9lclk-1]11--; gasit=1;}
while(c[k]!=1);
while (k-1<m)
{for(i=1,9=0;i<=k-1 && q==0;i++)
II @9lcli11>0) {ci[1]=c[i]; g=i;}
p=1;
do for(J=1,gasit=0;j<=n && !gasit;j++)
it (alcl[pl10]==1) ) ]
{p=p+1; cllpl=j: a[cllp-1110J1=0; aljllci[p-111=0;
i glil--; glclfp-1]1]--; gasit=1;}
while(cl[p]'=cl[1]);
for(J=k;3>=q;j--) cli+p-1]1=clil;
for(g=1;j<=p-1;j++) cli+ql=cl[i+11;
k=k+p-1;}}
void main()
{int eulerian; citeste(); grad(Q;
eulerian=!I(izolat()) && grad par() && conex();
if (leulerian) cout<<"graful nu este eulerian ";
else {cout<<'graful este eulerian'<<endl;
cicluQ); cout<<"ciclul eulerian este: "
for(int iI=1;i<=m+l;i++) cout<<c[i]<<" ";}}

Observatie. Daca graful contine noduri izolate, algoritmii anteriori se pot aplica pe subgra-
ful conex care se obtine dupa inlaturarea nodurilor izolate.

1. Determinati complexitatea algoritmului de gasire a unui ciclu eulerian.
2. Scrieti un program care citegte din figierul text graf_el.txt matricea de
adiacenta a unui graf eulerian si, de pe ultimul rand, un gir de numere

care reprezinta etichete de noduri — si care verifica daca sirul de etichete reprezinta un
ciclu eulerian.
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3. Scrieti un program care citeste din figierul text graf_e2.txt matricea de adiacenta a unui
graf neorientat care poate contine noduri izolate si care verifica daca graful este un graf
eulerian, iar daca este graf eulerian, afiseaza ciclul eulerian.

4. Scrieti un program care citeste din figierul text graf_e3.txt matricea de adiacenta unui graf
neorientat conex si care verifica daca graful este un graf eulerian, iar daca nu este, verifica
daca poate fi facut eulerian — in acest caz, se precizeaza numarul de muchii care trebuie
adaugate si care sunt aceste muchii.

2.7.10.4. Graful turneu

Un graf orientat in care, intre oricare doua noduri exista un singur arc
si numai unul, se numeste graf turneu.

Exemplu — Graful Gz7 din figura 43

2
Observatii %“%@

1. Arcul dintre doua noduri poate avea oricare dintre cele doua orientari. ’ '
2. Graful turneu este un graf complet. 5 G

Teorema 20 Fig. 43

Orice graf turneu contine un drum elementar care trece prin toate nodurile grafului.

Demonstratie — prin reducere la absurd. Presupunem ca nu existad un drum elementar care trece
prin toate nodurile grafului. Consideram D(x;,xj) un drum de lungime maxima din graf si un nod
x&D(xj,Xj). Graful turneu fiind un graf complet, inseamna ca nodul x este adiacent cu orice nod din
drumul D(xi,xj), inclusiv cu nodurile x; si ;. Pot s& apara urmatoarele situatii:

> Existd arcul [x,xi]. In acest caz, inseamna c& existd drumul D(x,xj) mai lung decat drumul
D(x;,xj), ceea ce contrazice ipoteza.

> Existd arcul [xj,x]. Tn acest caz, Tnseamna ca existd drumul D(x;,x) mai lung decat drumul
D(xj,Xj), ceea ce contrazice ipoteza.

- Nu exista arcele [x,xi] si [xj,x]. Deoarece graful este complet, inseamna ca exista arcele [x;j,X]
si [x,xj]. Daca pentru orice nod xxeD(X;,Xj) exista arce humai cu sensul [xk,x], Tnseamna ca
exista drumul D;(x;,xj) mai lung decéat drumul D(x;,Xj), deoarece contine Tn plus muchiile [xj.1,X]
si [x,xj]. Daca pentru orice nod xxeD(X;,Xj) exista arce humai cu sensul [x,xx], Tnseamna ca
exista drumul D»(x;j,Xj) mai lung decat drumul D(x;,X;j), deoarece contine n plus muchiile [x;,x] si
[X.Xij+1]. Daca exista doua noduri adiacente Xk si Xk+1, care apartin drumului D(x;,Xj) pentru care
arcele incidente cu nodul x au sensuri contrare, se obtine un drum D3(X;,xj) mai lung decét
drumul D(x;,xj), deoarece contine si arcele [xk,X] si [X,Xk+1], ceea ce contrazice ipoteza.

Rezulta ca drumul D(x;,x;) contine toate nodurile din graf.

Propozitia 10

Pentru orice graf turneu, exista un nod X, astfel incat toate nodurile y#x sunt
accesibile din x pe un drum care contine un arc sau doua arce.

Demonstratie — prin reducere la absurd. Consideram nodul x cu gradul extern maxim — p.
Inseamna c& intre nodul x si celelalte p noduri existd un drum format dintr-un singur arc. Sa
presupunem ca printre celelalte noduri exista un nod y care nu este accesibil din nodul x prin doua
arce. Inseamna ca din acest nod pleaca p arce catre nodurile care sunt accesibile printr-un singur
arc din nodul x si un arc catre nodul x. iInseamna c& nodul y are gradul p+1, mai mare decat gradul
nodului y, ceea ce contrazice ipoteza.

Propozitia 11

Pentru orice nod x; dintr-un graf turneu cu n noduri, d+( xi) + d (xj) = n-1.
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Demonstratie. n graful turneu, fiecare nod x; fiind legat de celelalte n-1 noduri xj din graf printr-un
arc si numai unul, Tnseamna ca orice nod x; este incident cu n-1 arce si suma dintre gradul intern si
gradul extern este egala cu n-1.

Propozitia 12

n n
intr-un graf turneu cu n noduri Y.d* (x;) = Y.d™(x;) = C2, unde xj este un nod din graf.
i=1 i=1
Demonstratie. In orice graf neorientat suma dintre gradele interne si gradele externe este egala cu
numarul de arce m; iar numarul de arce intr-un graf turneu se determina la fel ca si in cazul unui graf
complet neorientat K,

Propozitia 13

= n n .

Intr-un graf turneu Y d*(x;)% = Y.d™(x;)?, unde x; este un nod din graf.
i=1 i=1

Demonstratie. d*(x) + d (x)xd"(x)) = (-1)xd*(x)) si d"(x)* + d*(x;)xd"(x;) = (n-1)xd(x;). Scazand

cele doua identitati, obtinem d+(xi)2 - d_(xi)2 = (n-1)x(d+(xi) - d (xj)). Adunand aceasta identitate

pentru toate nodurile x; obtinem:

ild+(xi)2—ild—(xi)2 - (n—1)x(_i1d+(xi)—z”:ld-(xi)) —(n-D)x(m-m)=0

1. Demonstrati ca un graf turneu este tare conex, daca si numai daca
@ contine un ciclu elementar care trece prin toate nodurile grafului.
2. Scrieti un program care citeste din figierul text graf_t.txt matricea de
adiacenta a unui graf orientat gi care verifica daca graful este un graf turneu.

- . . . . 2
3. Demonstrati ca numarul de grafuri turneu care se pot construi cu n noduri este 26

| Studiu de caz )

Scop: exemplificarea unei aplicatii Tn care solutia problemei este un graf turneu.

Enuntul problemei. Pentru un concurs hipic s-au montat n obstacole. Pentru a parcurge
traseul concursului, calaretii pot incepe cu orice obstacol, trebuie s& treacd peste toate
obstacolele, iar de la un obstacol la altul pot circula ntr-un singur sens, stabilit Tnaintea
concursului. S& se precizeze ce trasee poate urma un cdlaret.

Obstacolele formeaza nodurile unui graf orientat, in care fiecare doua noduri sunt legate de
un arc. Deoarece drumul dintre doua obstacole nu poate fi parcurs decét intr-un singur
sens, inseamna ca graful concursului este un graf turneu. A determina un traseu _ A
pentru parcurgerea obstacolelor, inseamna a determina in graful turneu un drum
elementar care trece prin toate nodurile grafului.

Algoritmul pentru parcurgerea grafului turneu

Pentru a determina drumul elementar care trece prin toate nodurile grafului se poate folosi
fie metoda backtracking, fie urmatorul algoritm, prin care se extrag cele n noduril ale
drumului intr-un vector D. In acest algoritm, se initializeaza vectorul cu nodurile cu etiche-
tele 1 si 2 sau 2 si 1, in functie de arcul care exista [1,2], respectiv [2,1], dupa care se
insereaza n vectorul drumului si celelalte noduri, in functie de arcele care exista in graf:
PAS1. Daca exista arcul [1,2], atunci D[1]=1 si D[2]=2; altfel, D[1]=2 si D[ 2]=1.
PAS2. Se initializeaza lungimea drumului, m, cu 2.
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PAS3 Pentru nodurile cu eticheta 1 de la 3 pana la n executa:
PAS4 Daca exista arcul [i,1], atunci pozitia de inserare k a nodului i este 1 si
se trece la Pasul 7; altfel, pentru a parcurge nodurile din drum se initiali-
| zeaza indicele j cu valoarea 1 si se trece la Pasul 5.
| PAS5. Cat timp nu s-a ajuns la capétul vectorului D (indicele j nu are valoarea m) gi
‘ nu s-a gasit pozitia de inserare a nodului i, executa:

PAS6. Daca exista arcul intre nodul cu indicele j din drum si nodul i si
exista si arcul intre nodul i si nodul cu indicele j+1 din drum, atunci
pozitia de inserare k este j+1; altfel, se trece la urmatorul nod din
drum prin incrementarea variabilei j si se revine la Pasul 6.

PAS7. Se deplaseaza elementele vectorului din pozitia k (de inserare) spre
dreapta.

PASS8. Se insereaza nodul i Tn pozitia k.

PAS9. Se incrementeaza lungimea m a drumului D si revine la Pasul 3.

Implementarea algoritmului. Informatiile despre graful neorientat se gasesc in figierul
graf_t.txt: pe prima linie numarul de noduri, apoi matricea de adiacenta. Nodurile drumului
elementar vor fi generate in vectorul D. Se folosesc urmatoarele functii: citeste()pentru
a citi matricea de adiacentd din figier, generare(Qpentru a genera vectorul D si
afisareQpentru a afisa drumul elementar gasit. In functia generare() se folosesc
urmatoarele variabile locale: § — pentru eticheta nodului care se adauga la drum, j — pentru
a cauta eticheta nodului dupa care se insereaza in drum nodul cu eticheta i, k — pentru
pozitia in care se insereaza in vectorul drumului nodul cu eticheta i, m — pentru lungimea
drumului la un moment dat (numarul de noduri adaugate la drum) si gasit — pentru a sti
daca s-a gasit pozitia de inserare a nodului i in vector (este o variabild logica — pentru
fiecare nod i este initializatd cu valoarea False — 0 —, cu semnificatia ca nu s-a gasit inca
pozitia de inserare). Pentru testarea programului se foloseste graful Gay.

#include<fstream.h>
int n,a[10][10],D[10];
fstream f('graf t.txt",ios::in);
void citeste() {//se citeste matricea de adiacent3 }
void generare()
{int i,j,k,m=2,gasit;
it (a[1]1[2]==1){D[1]=1; D[2]=2:}
else {D[1]=2; D[2]=1:}
for (i=3;i<=n;i++)
{if @L[i1[D[1]1]==1) k=1;
else
{for (j=1,gasit=0;j<=n && lgasit;j++)
it (AIDLJ11Li1==1 && a[i][D[j+1]1]1==1) gasit=1;
k=j+1;}
for (g=m+1;j>k;j--) DLi1=DLj-11:
D[K]=1; m++;}}
void afisare()
{for (int i=1;i<=n;i++) cout<<D[i]<<" ";}
void main() {citeste(); generare(); afisare();}

Daca graful Gs7 din figura 43 este graful unui concurs hipic, determinati
traseul pe care trebuie sa-l parcurga un calaret.
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2.7.10.5. Aplicatii practice

1. Graful migratiei pasarilor calatoare este un graf bipartit, cele doua multimi fiind formate
din locatiile din zona rece si locatiile din zona calda. Verificati daca acest graf este un
graf bipartit complet. In caz afirmativ, ce concluzie trageti despre migratia speciei de
pasari studiate?

2. Considerati ca graful din figura 39 reprezinta graful oragelor prin care trebuie sa treaca
voiajorul comercial. Adaugati fiecarei muchii distanta in kilometri intre orase. Scrieti un
program care sa rezolve problema voiajorului comercial — care sa gaseasca traseul cu
costul minim. Indicatie. Fiecare ciclu hamiltonian gasit (nodurile depuse in stiva), va fi
memorat intr-o matrice cu n coloane, numarul de linii find egal cu numarul de cicluri
gasite. Alegeti din ciclurile gasite pe cel cu costul minim.

3. Jocul icosian a fost inventat de William Hamilton in anul 1857. Era un dodecaedru regu-
lat confectionat din lemn (un poliedru cu 12 fete sub forma de pentagoane regulate) si
care avea in fiecare varf cate un cui care era marcat cu numele unui orag (figura 44). Cu

ajutorul unei sfori, care trecea prin fiecare cui o singura data, trebuia sa

se gaseasca un traseu care sa parcurga toate orasele (sa parcurga
toate muchiile dodecaedrului) cu revenire la oragul de plecare. Scrieti

‘ un program care sa gaseasca solutii pentru

‘Q acest joc, in trei variante: a) se cunoaste ora-

) > sul de plecare; b) se cunosc primele doua
Fig. 44 orage prin care trebuie sa tre_acé traseul; c) se
cunosc primele trei orage prin care trebuie sa
treaca traseul. Etichetele oraselor initiale se comunicd de la
tastatura. Indicatie. Dodecaedrul poate fi reprezentat cu ajutorul
unui graf neorientat, in care trebuie sa se gaseasca un circuit
hamiltonian. Nodurile sunt cele 20 de varfuri ale poliedrului -
(figura 45). Fig. 45
4. Jocul de sah. Sa se gaseasca un traseu de acoperire a tablei
de sah cu una dintre piese (piesa trebuie sa treaca o singura data prin fiecare dintre
cele 64 de patrate ale tablei de sah si sa revina la punctul de plecare). Piesa poate fi:
a. calul — se deplaseaza in forma de L (problema a fost studiata de Euler in anul 1759);
b. dama - se deplaseaza in oricare dintre patratele adiacente;
C. nebunul — se deplaseaza numai in patratele aflate pe diagonala patratului in care se
gaseste;
d. tura — se deplaseaza numai Tn patratele aflate pe verticala sau pe orizontala fata de
patratul in care se gaseste.
Indicatie. Tabla de sah poate fi reprezentatd cu ajutorul unui graf neorientat in care tre-
buie sa se gaseasca un circuit hamiltonian. Nodurile sunt cele 64 de patrate ale tablei
de sah, iar intre doua noduri exista muchie numai daca piesa poate sa se deplaseze
intre cele doua patrate, conform regulilor jocului.

5. Scrieti un program care sa demonstreze ca problema podurilor din oragul Kénigs-
berg nu are solutii.

6. O persoana doreste sa viziteze mai multe cabane, legate prin trasee turistice, astfel
incat sa parcurga fiecare traseu o singura data si sa se reintoarca la locul de plecare.
Legatura directa dintre doua cabane este caracterizata prin timpul necesar parcurgerii
traseului de munte (costul asociat fiecarei muchii). Scrieti un program care sa gaseasca
traseul turistic si care sa determine timpul necesar parcurgerii lui.
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. Scrieti un program care sa gaseasca solutia de a desena figura 46

Masa rotunda a regelui Arthur. Scrieti un program care sa afiseze solutia aranjarii la
masa rotunda a regelui Arthur a celor 2xn cavaleri, stiind ca fiecare dintre cavaleri are n-1
dusmani gi ca la masa nici un cavaler nu trebuie sa stea langa dugmanul lui. Indicatie.
Relatiile dintre cavaleri pot fi reprezentate cu ajutorul unui graf neorientat in care nodu-
rile sunt cavalerii, iar muchiile leagd numai cavaleri care nu sunt dugsmani. Demonstrati
ca acest graf este un graf eulerian si gasiti un ciclu eulerian.

fara a ridica creionul de pe héartie si fara a trece cu creionul pe o
latura deja desenata. Indicatie. Figura geometricd poate fi repre-
zentata printr-un graf neorientat, Tn care nodurile sunt véarfurile
figurii, iar muchiile, laturile. Problema consta n a gasi in acest graf,
care nu este eulerin, un lant eulerian.

O competitie sportiva se desfagoara prin meciuri directe intre doi participanti. Nu exista
meciuri nule si nici meciuri eliminatorii (trebuie sa existe cate un meci intre fiecare doi
participanti). Scrieti un program care sa afigeze o solutie de organizare a competitie
sportive (ordinea de desfagurare a meciurilor). Indicatie. Deoarece doi participanti nu
joaca impreuna decat un singur meci, meciul va fi definit prin relatia nesimetrica
sportivul x joaca cu sportivul y (adica, daca sportivul x joaca cu sportivul y, atunci
sportivul y nu mai joaca cu sportivul x). Graful campionatului este un graf orientat, n
care nodurile reprezintd sportivii, iar muchiile, meciurile. Prin modul de organizare a
competitiei, el este un graf turneu.

Fig. 46

| Evaluares |

Adevarat sau Fals:

1.
2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

Nodul x este incident cu nodul y daca formeaza impreuna o muchie.

Gradul intern al unui nod dintr-un graf orientat este egal cu numarul de arce care ies
din nod.

Intr-un graf orientat, multimea predecesorilor unui nod este formatd din multimea
nodurilor de la care ajung arce care intra in nod.

Intr-un graf orientat, suma gradelor interne si a gradelor externe ale tuturor nodurilor
este egala cu dublul numarului de muchii.

Matricea de incidenta a unui graf orientat este o0 matrice binara.

Intr-un graf orientat, numarul de vecini ai unui nod este egal cu suma dintre gradul
intern si gradul extern ale nodului.

Lista de adiacenta a unui graf orientat este formata din listele vecinilor fiecarui nod
din graf.

Graful nul contine numai noduri izolate.

Un graf neorientat cu 5 noduri poate contine maxim 10 muchii.

Un graf orientat cu 4 noduri poate contine maxim 12 arce.

Un subgraf se obtine prin eliminarea unor muchii (arce) din graf.

Intr-un lant elementar fiecare muchie se parcurge o singura data.

Tntr-un ciclu elementar o muchie poate fi parcursa de mai multe ori.

Un drum este un lant intr-un graf orientat.

In matricea drumurilor elementul a[i][j] are valoarea 1 numai daca exista un drum de
la nodul i la nodul j si un drum de la nodul j la nodul i.

O componenta conexa a unui graf este un graf partial conex al acestuia.

Prin parcurgerea in [atime a unui graf se pot determina componentele conexe ale grafului.
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18. Un graf conex cu n noduri $i n-1 muchii contine cel putin un ciclu.

19. Un graf tare conex este un graf orientat conex.

20. Un graf bipartit complet este un graf complet care este bipartit.

21. Cu patru noduri se pot genera 14 grafuri bipartite complete.

22. Un graf hamiltonian poate contine noduri izolate.

23. Daca intr-un graf cu n noduri (n<3) gradul fiecarui nod este mai mic decat n/2, atunci
graful nu este hamiltonian.

24. Lantul eulerian este un lant elementar care parcurge toate muchiile grafului.

25. Un graf eulerian poate contine p componente conexe, cu conditia ca p-1 componente
conexe sa fie formate numai din noduri izolate.

26. Intr-un graf turneu cu n noduri, suma dintre gradul intern si gradul extern ale oricarui
nod este n.

27. Numarul de arce dintr-un graf turneu cu n noduri este nx(n-1)/2.

Alegeti:

1. Determinati numarul total de grafuri neorientate distincte cu 3 noduri. Doua grafuri se
considera distincte daca matricea lor de adiacenta difera.
a. 4 b. 7 c. 64 d. 8

(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)
2. Numarul de grafuri orientate care se pot construi cu 3 noduri este:

a. 8 b. 9 c. 64 d. 16
3. Numarul maxim de arce intr-un graf orientat cu 5 noduri este:
a. 5 b. 10 c. 20 d. 25

Urmatorii 12 itemi se refera la graful neorientat cu 8 noduri si avand muchiile [1,2], [1,3],
[1 4], [1,5], [2,3], [3,4], [3,7], [4,7], [4,5].
. Numarul de noduri care au gradul maxim este:

a. 1 b. 2 c. 4 d. 3
5. Numarul de noduri izolate este:

a. 1 b. 2 c.0 d 3
6. Numarul de elemente de 0 din matricea de adiacenta este:

a. 9 b. 18 c. 20 d. 46
7. Numarul de elemente de 0 din matricea de incidenta este:

a. 18 b. 9 c. 36 d. 54
8. Suma elementelor de pe linia 1 din matricea de incidenta este:

a. 8 b. 4 c. 2 d. 6
9. Numarul de cicluri elementare de lungime 4 este:

a. 4 b. 3 c. 6 d. 5
10.Numarul de lanturi elementare de lungime 4 este:

a. 16 b. 8 c. 10 d. 22
11.Numarul de lanturi elementare intre nodul 1 si nodul 7 este:

a. 6 b. 3 c. 4 d. 8
12.Numarul de subgrafuri cu 3 noduri care se pot obtine din graf este:

a. 10 b. 3 c. 20 d. 56
13.Numarul de grafuri partiale cu 7 muchii care se pot obtine din graf este:

a. 72 b. 18 c. 36 d. 9

14.Numarul minim de muchii care se pot elimina din componenta conexa {1,2,3,4,5,7} a
grafului pentru a se obtine un graf partial neconex este:
a1l b. 4 c. 3 d. 2
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15.Numarul maxim de muchii care se pot elimina din componenta conexa {1,2,3,4,5,7} a
grafului pentru a se obtine un graf partial conex este:
a. 5 b. 4 c. 3 d 2

Urmatorii 11 itemi se refera la graful orientat cu 6 noduri si cu arcele [1,2], [1,3], [1,4],
[1,5], [2,3], [3,1], [3,4], [3.6], [4.,1], [4,5], [4.6], [6,4].
16.Numarul de noduri care au gradul intern egal cu gradul extern este:

a. 1 b. 2 c. 4 d. 3
17.Numarul de elemente de 0 din matricea de adiacenta este:
a. 9 b. 18 c. 26 d. 24
18.Numarul de elemente de 1 din matricea de incidenta este:
a. 22 b. 11 c. 6 d. 8
19.Suma elementelor de pe linia 4 din matricea de incidenta este:
a. 8 b. 4 c. 0 d. 6
20.Suma gradelor externe si a gradelor interne ale tuturor nodurilor este:
a. 12 b. 24 c. 20 d. 14
21.Numarul de cicluri elementare de lungime 4 este:
a. 4 b. 3 c. 0 d. 6
22.Numarul de lanturi elementare de lungime 4 este:
a. 16 b. 8 c. 10 d. 22
23.Numatrul de circuite elementare de lungime 4 este:
a. 2 b. 4 c. 3 d. 5
24.Numarul de lanturi elementare intre nodul 1 si nodul 6 este:
a. 6 b. 3 c. 4 d. 8
25.Numarul de drumuri elementare intre nodul 1 si nodul 6 este:
a. 6 b. 3 c. 4 d. 5
26.Numarul de componente tare conexe este:
a. 1 b. 3 c. 2 d 4
27.Se considera graful neorientat dat prin matricea de adiacenta alaturatd. In g 1 o 1
graf, nodurile sunt numerotate de la 1 la 4, corespunzator liniilor tabloului. 1 0 1 0
Sa se determine céate perechi de noduri neadiacente exista in graf. Secon- 0 1 0 1
sidera perechile neordonate (perechea 1-2 este aceeasi cu perechea2-1). 1 01 0

a. 1 b. 2 c. 3 d. 4
(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)
28.Se considera graful neorientat din figura alaturata. Sa se determine
care dintre urmatoarele liste reprezinta lista de adiacenta a nodului 3:
a. 124 b.3124 c. 24 d 134
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)

(3)

29.Se considera un graf orientat avand matricea de adiacenta alaturata.
Stabiliti care dintre nodurile grafului au gradul intern egal cu gradul extern.
a. 3 b. 1 c. 0 d. 2
(Bacalaureat — Simulare 2003)
30.1ntr-un graf neorientat cu n noduri numarul maxim de muchii ce pot exista este:
a. nx(n+1)/2 b. nx(n-1)/2 c. nx(n-1) d. n®
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
31.Numarul maxim de muchii intr-un graf neorientat cu 8 noduri care nu contine niciun
ciclu este:
a. 4 b. 8 c. 27 d.7
(Bacalaureat — Simulare 2005)
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32.8tiind ca un graf neorientat fara noduri izolate are 7 muchii si 8 noduri, stabiliti
numarul maxim de componente conexe din care poate fi format acesta.
a. l b. 2 c. 3 d. 4
(Bacalaureat — Sesiunea august 2005)
33.Se considera graful din figura alaturatd. Determinati matricea de
adiacenta corespunzatoare:

a) |0]1[1]1] b)O

C) d)

ROk |O

R|O|O|F
R|O|O|O

olRr|k|k

OOl
R OO
OOk

Rk lo|lo
PRk

=1
=1

1/0]0]0 1
1]0]1]0 0
1]0/1]|0 1

(Bacalaureat — Simulare 2003)
34.Se considera graful neorientat din figura alaturatd. Sa se determine o e
eticheta nodului care are lista de adiacenta 2 3 5. '
a. 5 b. 4 c. 3 d1l e‘e.o
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
35.Se considera un graf orientat dat prin listele de adiacenta: 1) 24 2)4 3)15 4) 42
3 5) 2 3 4. Stabiliti numarul de noduri care au gradul intern egal cu gradul extern.
a. 3 b. 1 c. 3 d. 2
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
36.Numarul minim de noduri dintr-un graf neorientat cu 12 muchii, fara noduri izolate, graf
format din exact 3 componente conexe:
a. 7 b. 8 c. 9 d. 10
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2005)
37.Numarul minim de componente conexe ale unui graf neorientat cu 9 muchii si 12
noduri este::
a. 2 b. 3 c. 4 d.5
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2005)
38.Care este numarul minim de muchii care pot fi plasate intr-un graf neorientat cu 53 de
noduri, astfel Tncat sa nu existe nici un nod izolat?

a. 27 b. 26 c. 53 d. 52
39.Se considera un graf neorientat G cu 8 noduri si 16 muchii. Numarul de noduri izolate
din G este: P

a. exact1 b. exact0 c. celmultl d. cel mult 2
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003) N

40.Stabiliti care dintre urmatoarele matrice de adiacenta corespunde grafului
din figura alaturata.

a) |0 1 b) ) d)

—|O|O0|O
R |R|O|O
R |O|R|O
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(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)
41.Intr-un graf neorientat cu 20 de noduri numerotate de la 1 la 20 existd muchii numai
intre perechile de noduri i si j cu proprietatea abs(i-j)>1. Numarul de valori egale cu 1
din matricea de adiacenta corespunzatoare grafului este:
a. 190 b. 362 c. 340 d. 171
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
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42.Care este matricea de adiacentd a unui graf neorientat cu 4 noduri, 2 muchii si cel
putin un nod izolat?

ay[o]1]1]0] b |O|O0]1 c)jof1]o]1 d0/0/0(0
1/0]/0]0 0|01 1/0]/0]0 0/0|1]1
1/0(1|0 11110 ojlo|O0]|oO 0(1]0]1
ojojo]oO 1/0]/0]0 0j1]1]0

(Bacalaureat — Simulare 2004)
43.Se considera un graf orientat cu 6 noduri etichetate cu numere de la 1 la 6 si 6 arce
astfel incat exista un arc de la fiecare nod cu eticheta i catre un nod cu eticheta ix2
daca exista un astfel de nod sau catre nodul cu eticheta i-1 Tn caz contrar. Care este
lungimea maxima a unui drum n graf?
a. 4 b. 3 C. ® d 2
(Bacalaureat — Simulare 2003)
44.Stabiliti care dintre urmatoarele variante este matricea de adia-
centa a unui subgraf al grafului din figura alaturata:

a) 0/0]0 by |0|1]0 c) 0|11 d [0]1]1
0/0]0 11011 1]0]1 1/0]1
0/0]o0 011 1(0]1 1]1]0

(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)
45.In matricea de adiacenta asociata grafului orientat din figura alaturata 3

nodurile sunt numerotate de la 1 la 4 corespunzator liniilor matricei.
Numarul de elemente egale cu 1 aflate deasupra diagonalei principale ¢ \) %

depaseste numdarul de elemente egale cu 1 aflate sub diagonala 2 o 4
principala cu 1
a. 2 b. 0 c. 3 d 1

(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)
46.Se considera un graf orientat cu nodurile numerotate cu 1, 2, 3, 4, 5,

000O00O0
corespunzator liniilor matricei de adiacentd alaturate. Stabiliti dacda 0 0 0 1 1
nodurile 1 si 3: 00000O
a. apartin aceleiasi componente conexe b. sunt noduri izolate 01001
Cc. sunt conectate printr-un lant d. sunt noduri adiacente 01010

(Bacalaureat — Simulare 2003)

47.Care dintre urmatoarele secvente de noduri reprezinta un lant in graful 2 (1) 8 i 8
neorientat dat prin matricea de adiacenta alaturata stiind ca nodurile 00011
sunt numerotate de la 1 la 5 corespunzator liniilor tabloului? 11101
a. 34125 b. 153424 c. 41245 d 2134 00110

(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004)

48.Se considera graful neorientat dat prin matricea de adiacenta alaturata. in 0 1 0 1
graf, nodurile sunt numerotate de la 1 la 4, corespunzator liniilor tabloului. 1 0 0 1
Sé& se determine lungimea maxima a unui lant ce uneste nodurile 1 si 3: 0001
a. 1 b. 2 c. 3 d. 4 1110

(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)

49.Care dintre urmatoarele secvente reprezinta un drum in graful orientat dat 0 1 0 O
prin matricea de adiacenta alaturata, stiind ca nodurile sunt numerotatede 1 0 0 0
la 1 la 4 corespunzator liniilor si coloanelor tabloului? é é (1) (l)

a. 34324 b.3123 c.2134 d 4312
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2004)
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50.Cel mai lung drum elementar in graful orientat din figura alaturata are 3
lungimea '
a. 2 b. 4 c. w d. 1 ./O\.
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2004) 2 4
51.Se considera un graf neorientat cu 7 noduri si 3 muchii. Numarul de 1
componente conexe din care poate fi format graful este:
a. exact4 b. 4sau5 c. 3sau4 d. cel putin 5

(Bacalaureat — Simulare 2003)
52.Daca intr-un graf neorientat conex cu n noduri, lista de adiacenta a fiecarui nod este
formata din exact doua elemente, atunci in graful respectiv exista:
a. cel putin n/2 cicluri b. exact n/2 cicluri
C. exact un ciclu d. cel putin doua cicluri
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)
53.Numarul minim de muchii ce se pot alege pentru a fi eliminate din graful
neorientat din figura alaturata astfel incat acesta sa devina neconex este:
a. 2 b. 4 c. 3 d1
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
54.Numarul de grafuri conexe aciclice care se pot obtine cu 4 noduri este:
a. 2 b. 4 c. 28 d. 24
55. Se considera un graf orientat tare conex. Stabiliti numarul circuitelor care contin toate
nodurile grafului:
a. exact unul b. cel mult unul C. nici unul d. cel putin unul
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
56.Gradul maxim al unui nod ce se poate obtine ntr-un graf neorientat conex cu n noduri
si n-1 muchii este (s-a notat cu [n/2] catul impartirii intregi a lui n la 2):
a. n-1 b. [n/2] c.n d.2
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)
57.Se considera graful neorientat avand nodurile notate cu 1, 2, 3, 4, 5
corespunzator liniilor matricei de adiacenta alaturate. Stabiliti care dintre
urmatoarele propozitii este adevarata.

ool NeoNo)
PR, OOO
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a. graful este conex b. orice noua muchie s-ar adauga graful devine conex
c. graful este aciclic d. orice muchie s-ar elimina graful devine aciclic
(Bacalaureat — Simulare 2003)
58.1n graful neorientat dat prin matricea de adiacenta alaturatd numarul de ¢ g 1 o
componente conexe este: 0000
a. 0 b. 2 c. 3 d 1 1000
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003) 0 0 0 O
59. Stabiliti care dintre urmatoarele matrice de adiacenta corespunde unui graf conex aciclic:

ay ([0]1]1]0] b |O]1]0 colof1]o]1 dy[0/0]11]0
1/o0/1]0 1/0]|1 1/ol1]0 0/]0]0]1
1(1/0]1 ol1]o0 0oj/1|0]1 110]0]0
ojlof1]o0 1/ol1]0 0/1/0]0

(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)
60. Céte grafuri hamiltoniene se pot crea cu 4 noduri?
a. 1l b. 2 c. 4 d. 5

61. Cate grafuri hamiltoniene se pot crea cu 4 noduri si 5 muchii?
a. 1 b. 2 c. 4 d. 5
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62. Céate grafuri euleriene se pot crea cu 4 noduri?

a. 1l b. 2 c. 4 d. 5
63.Numarul de cicluri hamiltoniene dintr-un graf complet cu 4 noduri este:
a. 1 b. 3 c. 4 d. 6

64.Determinati numarul total de grafuri neorientate conexe cu 3 noduri, doua grafuri fiind
considerate distincte daca si numai daca matricele lor de adiacenta difera prin cel
putin un element.
a. 7 b. 8 c. 4 d. 2
(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)
65.Care dintre urmatoarele figuri reprezinta un graf neorientat conex?

VAL AN N

(Bacalaureat — Sesiunea august 2004)

66.Considerand un graf neorientat avand nodurile 1,2,345 011000000
6,7,8,9 corespunzator linillor matricei de adiacenta alaturate, 1 0 1 0 0 1 0 0 0
stabiliti care dintre urmatoarele propozitii este adevarata: 110110000
a. este un graf bipartit b. este un graf conex 001010000
c. este un graf eulerian  d. este un graf hamiltonian 001100000

67.Cate muchii are graful bipartit complet G=(X,U), cu 11 noduri 01 0000110
si cu multimea nodurilor A si B definite astfel: AUB=X, 8 8 8 8 8 i (1) (1) g
AnB=J si card(A)=47? 000000010

a. 4 b. 10 c. 16 d. 28

68. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

a. un graf hamiltonian este un graf care contine un ciclu elementar care trece prin
toate nodurile;

b. un graf eulerian este un graf care contine un ciclu simplu care trece prin toate
muchiile;

c. un graf fara noduri izolate este eulerian daca este conex sai gradul fiecarui nod
este par;

d. un graf complet este hamiltonian.

69. Stabiliti care dintre urmatoarele proprietati ale unui graf turneu sunt adevarate:
a. graful turneu trebuie sa fie un graf hamiltonian;
b. graful turneu trebuie sa fie un graf eulerian;
c. graful turneu este un graf orientat in care, intre oricare doua noduri, exista un arc
si numai unul, care le leaga;
d. graful turneu este un graf conex ciclic.

70.Stabiliti cu care dintre urmatoarele valori este egala suma elementelor matricei de
adiacenta a grafului turneu:
a. nx(n-1) b. nx(n-1)/2 c.n d. n-1
71. Stabiliti care dintre urmatoarele proprietati ale matricei de adiacenta a grafului turneu
este adevarata:
a. suma elementelor din linia i si coloana jeste egala cu n;
b. suma elementelor din linia i i coloana j este egala cu n-1;
c. suma elementelor din linia i i coloana j este egala cu n-1, oricare ar fi i si j;
d. suma elementelor din linia i si coloana j este egala cu n, oricare ar fi i sij.
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72. Stabiliti care dintre urmatoarele egalitati intre elementele matricei de adiacenta a
grafului turneu sunt adevarate:
a. alil[j] =1- a[jll[i], oricare ar fii sij; b. a[i][j]+aljl[i]=1, oricare ar fi izj;
c. a[il[jl+aljllil=1, oricare ar fiisij; d. a[i][j] =1- al[j][i], oricare ar fi i#j;
73. Un graf orientat avand nodurile 1,2,3,4,5 corespunzator liniilor matricei

de adiacenta alaturate reprezinta un graf turneu pentru un concurs (1) 8 i 8 (l)

hipic, definit la Studiul de caz, Tn care nodurile sunt obstacolele. g g 0 1 1

Traseul pe care poate sa-l urmeze un calaret, incepand cu obstacolul 1 1 0 0 0

1, este: 01010
a. 1,3,245 b. 1,3,4,2,35 c. 1,3,54,2 d. 1,3,45,2

74. Se considera graful turneu care corespunde matricei de adicenta de la problema
anterioara. Un calaret care Tncepe cu obstacolul 1 poate alege din n variante de
trasee, unde n are valoarea:

a. 2 b. 3 c. 4 d 5

75. Consideram un graf neorientat avand nodurile 1,2,3,4,5 corespunzator 0 1 0 0 1
liniilor matricei de adiacenta alaturate. Cate muchii trebuie addugate 1 0 1 1 1
pentru ca graful sa fie un graf eulerian si hamiltonian? 8 i (i (1) i
a. 1 b. 2 c. 3 d. imposibil 11110

Miniproiecte:

1. Reteaua de strazi a unui oras este formata din intersectii i strazi pe care se poate circula
Th ambele sensuri sau intr-un singur sens. Fiecare strada are o lungime masurata in metri.
Doua automobile pleaca la acelasi moment, unul din intersectia A si altul din intersectia B,
si trebuie sa ajunga fiecare n intersectia C, respectiv intersectia D. Cele doua automobile
merg cu viteza medie vi, respectiv vo. Ambii automobilisti aleg traseul intre cele doua
intersectii astfel incét distanta parcursa sa fie minima. Informatiile despre reteaua de strazi
(numarul de intersectii, traficul auto intre intersectii si lungimea fiecarei strazi) se citesc
dintr-un figier text. Se citesc de la tastatura etichetele celor patru intersectii si vitezele
automobilelor. Scrieti o aplicatie care sa furnizeze urmatoarele informatii:

a. Care dintre automobilisti ajunge mai repede la destinatie?

b. Daca exista intersectii prin care trec ambii automobilisti, sa se afigeze aceste intersectii.

c. Daca automobilistii se intélnesc intr-o intersectie, sa se precizeze aceasta intersectie.

d. Daca, dupa ce au ajuns la destinatie, cei doi automobiligti pornesc unul catre celalalt,
care este cel mai scurt drum pe care trebuie sa mearga, si in ce intersectie isi propun
sa se intalneasca, astfel incat timpul de asteptare n intersectie a automobilistului care
ajunge primul sa fie minim?

2. O retea de calculatoare are n servere. La calculatoarele server pot fi conectate mai
multe calculatoare client. Doua calculatoare server pot comunica prin legaturi directe
sau prin intermediul altor servere. Informatiile despre topologia retelei (numarul de
severe si legaturile directe dintre servere) se citesc dintr-un figier text. Scrieti o aplicatie
care sa furnizeze urmatoarele informatii:

a. Care este drumul cel mai scurt pe care un mesaj transmis de un client al serverului x
sa ajunga la un client al serverului y (etichetele severelor se citesc de la tastatura)?

b. S& se precizeze care sunt calculatoarele server care, dacéa se defecteaza, fac ca retea-
ua sa nu mai fie functionald (unele severe din retea nu mai pot comunica intre ele).

c. Sa se precizeze care este serverul cel mai solicitat. Serverul cel mai solicitat este
serverul prin care este posibil sa treaca, la un moment dat, cele mai multe mesaje
(serverul prin care trec cele mai multe lanturi).
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d. Sa se reproiecteze reteaua prin adaugarea unui numar minim de legaturi directe
intre servere, astfel incat oricare dintre servere s-ar defecta, reteaua sa ramana
functionald (cu exceptia clientilor serverului defect, restul clientilor trebuie sa aiba
acces la resursele retelei).

3. Intr-o fabrica se realizeaza un tip de produs care este format din mai mullte subansam-
bluri. Fiecare subansamblu este produs de o sectie. Un subansamblu poate fi, la randul
sau, compus din alte subansambluri. Existd o sectie in care se asambleaza produsul
final si sectii care, pentru a produce propriul subansamblu, nu au nevoie de subansam-
bluri produse in sectiile fabricii. Sectiile fabricii si relatiile dintre sectii pot fi reprezentate
printr-un graf orientat, astfel: sectiile sunt nodurile grafului, iar arcul [x,y] Tnseamna ca
subansamblul produs de sectia x este folosit de sectia y. Desenati o organigrama ipote-
ticd a sectiilor fabricii. Informatiile despre organigrama fabricii se citesc dintr-un figier
text: de pe prima linie n — numarul de sectii si m — numarul de arce ale grafului, de pe
urmatorul r&dnd un gir de n numere intregi care reprezinta stocul de subansambluri reali-
zate Tn fiecare sectie, de pe urmatorul rand un gir de n numere intregi care reprezinta
numarul de angajati din fiecare sectie si apoi, de pe urmatoarele m randuri, cate trei
valori numerice intregi care reprezinta etichetele nodurilor terminale ale unui arc (x si y)
si numarul de subansambluri pe care trebuie sa le furnizeze sectia x sectiei y, pentru a
se putea obtine o unitate din produsul final. Scrieti o aplicatie care sa furnizeze urmatoa-
rele informatii:

a. Sa verifice daca se poate realiza o unitate din produsul final folosind subansamblurile
care exista pe stoc in sectiile fabricii. Daca nu se poate realiza o unitate din produsul
final, s& se precizeze sectiile care sunt vinovate ca nu au produs suficiente subansam-
bluri.

b. n fabrica, se inchid doua dintre sectiile care realizeaza subansambluri (subansamblu-
rile se vor cumpara de la alti producatori). Etichetele nodurilor corespunzatoare acestor
sectii se citesc de la tastatura. Verificati daca, prin inchiderea acestor sectii, alte sectii
ale fabricii nu devin inutile. O sectie devine inutild atunci cand prin inchiderea unei alte
sectii, subansamblurile produse de ea nu mai sunt necesare. Daca apar sectii inutile,
in urma inchiderii celor doua sectii initiale, afisati eticheta corespunzatoare sectiei si
inchideti si aceste sectii. Reorganizati fabrica prin eliminare de sectii — pana cand nu
vor mai exista sectii inutile. Afisati numarul de angajati care trebuie disponibilizati prin
inchiderea sectiilor. Afigati organigrama fabricii dupa reorganizare, prin etichetele
sectiilor care au mai ramas, si arcele dintre acestea. (Indicatie. Generati subgraful
initial, prin eliminarea nodurilor corespunzétoare sectiilor care se inchid. Generati apoi
subgrafuri ale ultimului subgraf obtinut prin eliminarea nodurilor care au gradul extern
egal cu 0. Subgraful final obtinut va corespunde noii organigrame. Cand eliminati un
nod, adunati la numarul angajatilor disponibilizati angajatii din sectia corespunzatoare
nodului).

4. Pentru realizarea unui proiect trebuie executate mai multe activitati (analiza, elaborarea
modulelor de program, testarea, elaborarea documentatiei etc.). Unele activitati sunt
conditionate de executia altora (de exemplu, nu se poate scrie un modul de program fara
sa se fi facut analiza aplicatiei), alte activitati se pot desfasura independent unele de altele
(se pot scrie module de program sau se pot testa unele dintre module, independent unele
de altele). Fiecare activitate are un timp maxim de executie. Sa se reprezinte sub forma
unui graf orientat activitatile de realizare a fiecaruia dintre miniproiectele anterioare si sa
se determine timpul maxim de executie al fiecaruia dintre ele.
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2.8. Arborele
2.8.1. Arborele liber

2.8.1.1. Definitia arborelui liber

Se numeste arbore liber A un graf neorientat conex si fara cicluri.

Observatie. De obicei se omite adjectivul ,liber”, referirea la un graf conex aciclic facandu-se
numai cu numele arbore.

Se numeste subarbore al arborelui A=(X,U), orice arbore S=(Y,V)
care are proprietatea: YcX si VcU.

Exemplu — figura 47. Graful Gszg cu 8 noduri este un arbore (un graf neorientat conex Si Ggag
aciclic), iar graful Gsg este un subarbore al acestuia.

G38 ng
oogoed — @
@ 3 &)

Fig. 47

Gag

2.8.1.2. Proprietatile arborilor liberi
Teorema 21

Urmatoarele definitii sunt echivalente pentru un graf G cu n noduri si m muchii:

(1) G este un arbore.

(2) G este un graf aciclic cu n-1 muchii.

(3) G este un graf conex cu n-1 muchii.

(4) G este un graf fara cicluri maximal (daca Tn graful fara cicluri G unim doua

noduri oarecare neadiacente printr-o muchie, graful obtinut contine un ciclu).

(5) G este un graf conex minimal (daca in graful conex G suprimam o muchie

oarecare, graful obtinut nu mai este conex).

(6) Orice pereche de noduri este legata printr-un lant $i numai unul.
Demonstratie. Este suficient s& se demonstreze implicatile (1)=(2), (2)=(3), (3)=(4), (4)=(5),
(5)=(6) si (6)=(1). Prin tranzitivitatea acestor implicatii rezultd implicatiile (2)=(1), (3)=(2), (4)=(3),
(5)=(4), (6)=(5) si (1)=(6). Din aceste implicatii rezultd ca (1)=(2), (2)=(3), (3)=(4), (4)=(5),
(5)<=(6) si (6) < (1). Din tranzitivitatea relatiei de echivalenta rezulta oricare doua din cele 6 propozitii
sunt echivalente.

(1)=(2). Ipoteza: Graful G este conex si aciclic — din definitia arborelui (1).

Concluzie: Graful G este aciclic si are n-1 muchii (2).
Proprietatea ca graful G este aciclic este comuna ipotezei si concluziei. Trebuie demonstrat doar ca
un graf conex aciclic are n-1 muchii. Daca G este conex aciclic, nu trebuie eliminata nici o0 muchie
pentru a se obtine un graf partial conex aciclic. Cum numarul de muchii care trebuie eliminate dintr-un
graf conex pentru a obtine un graf partial conex aciclic este egal cu m-n+1, inseamna ca in acest caz,
m-n+1=0. Rezulta cd m=n-1.
(2)=(3). Ipoteza: Graful G este aciclic si are n-1 muchii — din definitia arborelui (2).

Concluzie: Graful G este conex si are n-1 muchii (3).
Proprietatea ca graful G are n-1 muchii este comuna ipotezei si concluziei. Trebuie demonstrat doar
ca un graful cu n-1 muchii fiind aciclic este si conex. Se stie ca intr-un graf cu p componente conexe,
numarul de muchii care trebuie eliminate pentru a obtine un graf partial aciclic este egal cu m-n+p.
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Graful G este aciclic (m-n+p=0) si are n-1 muchii (m=n-1) si (n-1)-n+p=0. Rezulta ca p=1 (graful are o
singura componenta conexa, deci este conex).
(3)=(4). Ipoteza: Graful G este conex si are n-1 muchii (3).

Concluzie: Graful G este aciclic maximal (4).
G fiind conex, numarul de componente conexe p este egal cu 1. Numarul de muchii m ale grafului G
este egal cu n-1. Rezulta ca numarul de muchii care trebuie eliminate din graful G ca sa se obtina un
graf partial aciclic este egal cu: m-n+p = (n-1)+n+1 = 0, adica nici o muchie. Rezulta ca graful G este
aciclic. Graful este maximal pentru aceasta proprietate, deoarece fiind conex, orice muchie [X;,Xj]
care se va adduga va forma un ciclu cu lantul L(x;Xj) — existenta acestui lant rezultd din
conexitatea grafului G.

(4)=(5). Ipoteza: Graful G este aciclic maximal (4).

Concluzie: Graful G este conex minimal (5).
a. Presupunem ca graful G nu este conex. El are cel putin doud componente conexe: C; i Co.
Inseamna ca existd doua noduri xeC; si yeC, pe care le putem lega cu muchia [x,y]. Dar, din
ipoteza, rezulta ca orice muchie am adauga la graf, el va contine un ciclu. Rezulta ca prin
adaugarea muchiei [x,y] graful va contine un ciclu si c&, intre nodurile x si y exista deja un
lant si ele apartin aceleiagi componente conexe, ceea ce contrazice presupunerea facuta.
Inseamna ca graful G este conex.
b. Presupunem ca graful G care este conex nu este minimal cu aceasta proprietate. Inseamna ca prin
eliminarea unei muchii se obtine graful partial H care are n noduri $si m-1 muchii, este conex si aciclic.
Graful G fiind conex si aciclic, inseamna ca numarul de muchii care trebuie eliminate pentru a obtine
un graf partial conex aciclic este egal cu 0, adica m-n+1=0 si m=n-1. Numarul de muchii ale grafului H
este egal cu m-1=n-2. Fiind aciclic inseamna ca numarul de muchii care trebuie eliminate pentru a
obtine un graf partial aciclic este egal cu 0, adica (n-2)-n+p=0. Rezulta ca p=2, adica graful partial H
contine doua componente conexe, ceea ce contrazice presupunerea ca el este conex.
(5)=(6). Ipoteza: Graful G este conex minimal (5).

Concluzie: Orice pereche de noduri este legata printr-un lant si numai unul (6).
Graful G fiind conex, inseamna ca exista cel putin un lant care leaga oricare doua noduri X si V.
Presupunem ca existd cel putin doua lanturi intre nodurile x si y: Ly $i L. Tnseamna ca, suprimand o
muchie din lantul al doilea, graful rdmane conex, deoarece nodurile x si y vor fi legate prin lantul L;,
ceea ce contrazice ipoteza ca graful G este conex minimal. Rezulta ca cele doua noduri x si
y nu sunt legate decét printr.un singur lant.

(6)=(5). Ipoteza: Orice pereche de noduri este legata printr-un lant si numai unul (6).
Conciuzie: Graful G este conex si aciclic — din definitia arborelui (1).

Deoarece in graful G, orice pereche de noduri x si y este legata printr-un lant, inseamna ca graful G

este conex. Presupunem ca graful G contine cel putin un ciclu. Considerand doua noduri oarecare x

si y care apartin acestui ciclu, inseamna ca intre cele doua noduri exista doud lanturi diferite, ceea ce

7contrazice ipoteza. Rezultd ca graful G este aciclic.

Propozitia 14

Orice arbore cu n noduri are n-1 muchii.
Demonstratie. Arborele fiind un graf conex minimal, inseamna c& are n-1 muchii.

Propozitia 15. Orice arbore cu n>=2 noduri contine cel putin doua noduri terminale.

Demonstratie — prin reducere la absurd. Presupunem ca nu existd decét un singur nod terminal X.
Oricare alt nod din arbore are cel putin gradul 2. Alegem din arbore, dintre lanturile elementare
care au o extremitate Tn nodul x, lantul de lungime maxima: L(x,y). Nodul y avand gradul
mai mare decét 1, Inseamna ca mai exista, in afara nodului care 1l precede in lant, cel putin
un nod z care este adiacent cu el. Lantul fiind elementar, inseamna ca nodul y nu exista in
lant decét la extremitatea lui, iar muchia [y,z] nu face parte din lant si putem adauga
aceasta muchie la lant. Lantul fiind de lungime maxima, inseamna ca nodul z apartine
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lantului si prin adaugarea acestei muchii la lant se inchide un ciclu, ceea ce contrazice
definitia arborelui (graf aciclic).

1. Precizati daca este arbore graful Go(X40, Uso) definit astfel: G
X40={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Uao={[12], [1,3], [1,5], [2.6], [27], [34], [3,9], [4.8], [8,10] }

2. Demonstrati ca un arbore este un graf bipartit. Reciproca este adevarata?

3. Scrieti un program care citeste dintr-un fisier text informatii despre un graf neorientat
(de pe primul rand, numarul de noduri ale grafului — n, iar de pe urmatoarele n randuri
matricea de adiacenta a grafului) si care:

a. verifica daca graful este un arbore;

b. daca nu este arbore, verifica daca prin eliminarea muchiilor poate fi facut arbore; in caz
afirmativ sa se specifice cate muchii trebuie eliminate si care sunt aceste muchii.

c. daca nu este arbore, verifica daca prin adaugarea muchiilor poate fi facut arbore; in
caz afirmativ sa se specifice cate muchii trebuie adaugate si care sunt aceste muchii.

2.8.2. Arborele partial

2.8.2.1. Definitia arborelui partial

Daca un graf partial al unui graf G este arbore, el se numeste
arbore partial al grafului G.

G
(2 (5
=) Q@ @
_ (3 (&)
Graful G4, Fig. 48 Arbore partial al grafului Ga;
Teorema 22

Un graf G contine un arbore partial daca si numai daca este un graf conex.

Demonstratie. Notdm cele doua propozitii, astfel:

(1) - Graful G contine un arbore partial.

(2) - Graful G este conex.
Trebuie sa demonstram ca (1)=(2) si (2)=(1).
(1)=(2). Sa consideram ca graful G contine arborele partial H. Din definitia arborelui rezulta ca H este
un graf conex. Din definitia arborelui partial rezultd ca H este graf partial al grafului G. Deoarece graful
G se obtine prin adaugarea de muchii la un graf conex (H), este si el un graf conex.
(2)=>(1). Daca G este un graf conex minimal, inseamna ca este un arbore (din Teorema 21: (1) < (5))
si H=G. Daca G nu este un graf conex minimal, inseamna ca exista o muchie [x,y] pe care o putem
elimina astfel incat sa obtinem un graf partial conex G;. Daca graful partial G, este un graf conex
minimal, Tnseamna ca H= Gy; altfel se repeta procesul de eliminare a cate unei muchii pana se obtine
un graf partial conex minimal. Acesta va fi arborele partial H.

2.8.2.2. Definitia arborelui partial de cost minim

Consideram un graf conex G=(X,U), o functie c:U—R.+ care asociaza fiecarei muchii u un nu-
mar real pozitiv c(u), numit costul muchiei, si un graf H=(X,V) care este graf partial al
grafului G (VcU). Functia c se numeste functia cost. Definim:

Costul grafului este suma costurilor muchiilor grafului.
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- costul grafului G: ¢(G)=>.c(u)
U

- costul grafului partial H: ¢(H) =) c(u)
\%

Se numeste graf partial de cost minim al unui graf G conex, cu functia de cost c,
un graf partial conex H care are costul minim.

Teorema 23

Graful partial de cost minim al unui graf conex G, cu functia de cost c,
este un arbore.

Demonstratie — prin reducere la absurd. Daca graful G este un arbore, atunci H=G, deoarece
orice muchie am elimina din G si-ar pierde proprietatea de conexitate. Daca graful G nu este un
arbore, Tnseamna ca el contine un numar finit de grafuri partiale conexe. Alegem dintre aceste grafuri
partiale graful H care este graful partial de cost minim. Presupunem ca acest graf partial nu este
arbore. Inseamna ca el contine cel putin un ciclu si exista 0 muchie u=[x,y] pe care o putem suprima
astfel incat sa obtinem un alt graf partial conex Hj. Rezulta ca:
¢(H)=c(Hy)-c(u)>c(Hy) .

Inegalitatea c(H)>c(H1) contrazice faptul ca graful partial H este de cost minim. Inseamna ca graful
partial H este arbore.

Arborele care este un graf partial de cost minim al grafului conex G, cu
functia de cost c, se numeste arbore partial de cost minim (APM).

| Studiu de caz )

Scop: identificarea aplicatiilor in care se foloseste arborele partial de cost minim.

Enuntul problemei. O refea de calculatoare este formaté din 7 calculatoare server conectate
intre ele si calculatoare client conectate la servere. Unele servere pot fi legate direct, altele
nu. Pentru ca refeaua séa funcfioneze trebuie s& se asigure transportul datelor intre oricare
doud calculatoare server (doud servere trebuie s& comunice fie prin legédturd directd, fie prin
intermediul altor servere). Fiecare legatura directd dintre doua
servere are asociat un cost de construcfie. Legéturile care se pot
face intre servere si costurile asociate acestor legaturi sunt
prezentate in figura 49. S&a se gdseascd o solufie de construire a
refelei de calculatoare (de a lega serverele intre ele) astfel incéat
costul de realizare a refelei s& fie minim. Fig. 49

O retea de servere este un graf neorientat G4, cu n noduri (in exemplu, n=7), in care
nodurile sunt serverele, iar leagaturile directe dintre doua servere, muchiile gafului. Graful
este conex (oricare ar fi doua servere din retea, intre ele trebuie sa existe un lant care sa
le permita sa comunice intre ele). Gasirea solutiei optime de conectare a serverelor,
astfel Tncat costul financiar sa fie minim, inseamna determinarea unui graf conex de cost
minim, adica gasirea arborelui partial de cost minim al grafului.

Observatie. Orice retea de transport (de calculatoare, rutiera, de cale ferata, aeriana, de
telecomunicatii, de canalizare etc.) este un graf neorientat conex. Construirea cu
costuri financiare minime a unei astfel de retele se rezolva prin gasirea arborelui
partial de cost minim al grafului asociat retelei.
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2.8.2.3. Algoritmi pentru determinare a arborelui partial de cost minim

Algoritmii pentru determinarea arborelui partial de cost minim folosesc strategia greedy:
PASL1. Se alege un subarbore al arborelui partial de cost minim — Hinit.

PAS2. Céattimp nu s-a format arborele partial de cost minim executa:

PAS3. Se alege o muchie sigura din multimea muchiilor nealese (ramase).
PAS4. Se adauga muchia la subarbore.

Muchia sigura trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:
- sa aiba costul minim;
-> sa apartina arborelui partial de cost minim.

Determinarea arborelui partial de cost minim se poate face prin:
a) Algoritmul lui Kruskal,
b) Algoritmul lui Prim.
Cei doi algoritmi difera prin:
- modul in care se alege subarborele de la care se porneste;
- modul in care este gasitd o muchie sigura.

a) Algoritmul lui Kruskal

Graful partial al grafului G=(X,U) care nu contine nici o muchie (are numai noduri izolate)
este format din n arbori partiali disjuncti:
H1=(X1,9) cu Xq={x1}

Ho=(X2, Xo= . .. . . A
2(2 ) cu Z{XZ} XN X=@, Vij (1<i<n, 1<j<n i i#)

Hik=(Xk,J) cu Xk={xk} X1YUXoUXg ..o U X=X

Hn:(Xn,Q) Cu Xn:{Xn}

Se porneste de la doi arbori partiali disjuncti Hj si Hj care se unifica prin adaugarea unei

muchii sigure. Muchia sigura trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditii:

- sa aiba costul minim;

- sa nu formeze cicluri cu muchiile deja alese, adica extremitatile sale sa apartina celor
doua multimi disjuncte X;j si Xj — muchia este [xj,xj] cu xjeX; gi XjeX;.

Structura de date folosita pentru implementarea grafului este lista muchiilor. Pentru a

gasi mai usor muchia cu costul minim, lista muchiilor este sortata crescator, dupa cost.

Algoritmul pentru determinarea APM este urmatorul:

PAS1. Pentru fiecare nod i1 din graf executa: se formeaza arborii partiali Hi.

PAS2. Se sorteaza muchiile din U in ordinea crescatoare a costului c.

PAS3. Se alege muchia u cu costul minim.

PAS4. Se initializeazd APM cu muchia u.

PASS5. Cat timp nu s-au selectat cele n-1 muchii executa:
i PAS6. Se alege o muchie sigura din multimea muchiilor nealese (rdmase) si se
i formeaza un arbore partial cu aceasta muchie.
i PAS7. Se unifica APM cu arborele format cu muchia sigura.

Pentru a tine evidenta arborilor partiali H; care se dezvolta, se foloseste lista L n fiecare
element L(i) al listei se memoreaza numarul de ordine al arborelui partial din care face
parte nodul i. Initial, existand n arbori partiali Hj, fiecare dintre ei continand un nod al
grafului, elementele listei vor L(i)=i, pentru ie{1, 2, 3, ...,n}. Pe parcursul executarii algorit-
mului, L(i)=j iTnseamna ca nodul i apartine arborelui cu numarul de ordine j.
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Pentru ca muchia [x,y] care se alege sa fie 0 muchie sigura trebuie sa indeplineasca conditile:
- sa aiba costul minim — muchiile se aleg in ordine, din lista muchiilor, unde ele sunt aran-
jate in ordinea crescatoare a costului;
- extremitatile sale sa apartina la doi arbori partiali diferiti — trebuie ca L(X)£L(y).
Dupa ce s-a gasit 0 muchie sigura, unificarea arborilor se face astfel:
- Daca L(x)<L(y), se adauga arborele parial din care face parte nodul y la arborele partial din
care face parte nodul x, adica se Inlocuiesc toate elementele L(i)=L(y) cu valoarea L(x).
- Daca L(X)>L(y), se adauga arborele parial din care face parte nodul x la arborele partial din
care face parte nodul y, adica se inlocuiesc toate elementele L(i)=L(x) cu valoarea L(y).
Pentru graful G4, se obtine arborele partial de cost minim din figura 50. Algoritmul se
excuta astfel:
Lista muchiilor
Muchiau | [1,2] | [1,3] | [2,3] | [2,4] | [3.4] | [3.6] | [4.5] | [4.6] | [5.6] | [5.7] | [6,7]
Costul ¢ 5 8 11 10 15 9 2 7 10 4 12
Lista muchiilor sortata crescator dupa cost
Muchiau | [4,5] | [5,7] | [1,2] | [4.6] | [1,3] | [3.6] | [2,4] | [5.6] | [2.3] | [6,7] | [3.4]
Costul ¢ 2 4 5 7 8 9 10 10 11 12 15

Lista arborilor partiali — initial este:

Nodul i 112 |3|]4]|]5]|6]|7 Arborii partiali
L[i] 1|12 |3 |4|5]|6]|7 Hi=({i},) cu 1<i<n
Muchia cu costul minim este [4,5]
L[4]=4 45 = L[4] = L[5] Noduli |1|2]|3]|4|5|6]|7 m=1
L[5]=5 4<5= L[5]=L[4]=4 |L][i] 112|344 |6|7]| m#n-1=6

Arborii partiali sunt: Ha=({4,5},{[4.5]}) si H=({i},<) cu ie{1,2,3,6,7}
Urmatoarea muchie cu costul minim este [5,7]
L[5]=4 47 = L[5] = L[7] Noduli |1 |2|3|4|5|6]|7 m=2
L[7]=7 4<7 = L[7]=L[5]=4 |L][i] 112|344 |6|4| mzn-1=6

Arborii partiali sunt: Ha=({4,5,7},{[4.,5], [5,7]}) si H=(i,J) cu ie{1,2,3,6}
Urmatoarea muchie cu costul minim este [1,2]
L[1]=1 1+2 = L[1]=L[2] Noduli |12 |3|4|5|6|7 m=3
L[2]=2 1<2=L[2]=L[1]=1 |[L]i] 1|11(3|4|4|6]|4 m=n-1=6
Arborii partiali sunt: Hi=({1,2},{[1,2]}), Hs=({4.,5,7},{[4,5], [5,7]}) si H=({i},D) cu ie{3,6}
Urmatoarea muchie cu costul minim este [4,6]
L[4]=4 4+6 = L[4] = L[6] Noduli |12 |3|4|5|6|7 m=4
L[6]=6 4<6 = L[6]=L[4]=4 |L[i] 111 (3|4|4|4]|4]| mzn-1=6

Arborii partiali sunt: H1=({1,2},{[1,2]}), Hs=({4.5,6,7},{[4,5], [4.6], [5,7]}) si Hs=({3},9)
Urmatoarea muchie cu costul minim este [1,3]
L[1]=1 1+3 = L[1]=L[3] Noduli |1 |2|3|4|5|6 |7 m=5
L[3]=3 1<3 = L[3]=L[1]=1 |L][i] 1|1(1](4|4|4]4 m=n-1=6
Arborii partiali sunt: H1=({1,2,3},{[1,2],[1,3]}) si Hs=({4,5,6,7}{[4,5], [4.6], [5,7]})
Urmatoarea muchie cu costul minim este [3,6]
L[3]=1 1#4 = L[3]=L[6] Noduli |12 |3|4|5|6|7 m=6
L[6]=4 1<4 = L[6]=L[3]=1 |[L[i] 1)1 (2|11 |2|1]| m=n1=6
si L[7] = L[6] =L[5] = L[4] = L[3]=1
Arborele partial de cost minim este: H1=({1,2,3,4,5,6,7}, {[1,2], [1,3], [3,6], [4,5], [4.6], [5,7]})
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Pentru implementarea algoritmului se folosesc urmatoarele variabile si structuri de date:
variabilele n si m pentru numarul de noduri, respectiv numarul de muchii ale grafului;
vectorul u, cu m elemente, pentru lista muchiilor; este un
vector de structuri de tip muchie;

vectorul L, cu n elemente, pentru lista arborilor partiali;
variabila ct pentru a calcula costul total al arborelui;
variabila k pentru a numara muchiile adaugate la arborele Fig. 50
partial; initial are valoarea 0 — arborele nu contine nici o

muchie — valoarea sa finald este n-1 (numarul de muchii ale unui arbore cu n noduri);
variabila 1 pentru indicele cu care se parcurge lista muchiilor;

variabilele x si y pentru pentru a memora nodurile de la extremitdtile unei muchii;

si subprogramele:

-> functia procedurala citire creeaza lista muchiilor u prin preluarea datelor din figier —
in figierul costapm.txt pe primul rand se citeste o valoare numerica ce reprezinta
ordinul grafului, iar de pe urmatoarele randuri trei valori numerice separate prin spatiu
care reprezinta nodurile de la extremitatile unei muchii si costul asociat muchiei;

- functia procedurala init initializeaza lista L a arborilor partiali Hj cu cei n arbori
formati din cele n noduri izolate (arborii care nu contin muchii);

- functia procedurala sortare sorteaza lista muchiilor crescator dupa costul asociat;

#include <fstream.h>
fstream F('costapm.txt',ios::in);
int n,m,L[20];
struct muchie {int x,y,c;}; //x,y=noduri muchie; c=cost asociat muchiei
muchie u[20]; //u=lista muchiilor
void init() {for (int i=1;i<=n;i++) L[i]=i;}
void citire()
{int i=0,x,y,c; f>>n;

while (F>>x>>y>>c) {i++; u[i]-x=x; u[i].y=y; u[i].-c=c;}
f.close(Q); m=i;}
void sortare()
{int i,j; muchie aux;

for (i=1;i<m;i++)

for (=i+l;j<=m;j++)
if (u[il.c>ulijl-c) {aux=uli]; uli]=ulj]l; uljl=aux;}}

void main()
{int i=1,j,k=0,x,y,ct=0; citire(); sortare(); init();

Ccout<<"APM este format din muchiile: *"<<endl;

while (k<n-1) //cat timp nu s-au gasit cele n-1 muchii ale APM

{if (LLu[i]-x]!'=LLuli].yD)

{k++; ct=ct+u[i].c; //se alege muchia i pentru a unifica doi arbori
cout<<"["<<u[i]-x<<","<<u[i].-y<<"] ";
x=L[u[i]-y]l; 7//se unifica cei doi arbori prin muchia [X,y]
y=L[uli]-x1;
for =1:J<=n;j+t) If (LLO1==0 LL1=y:}
i++;} //se trece la muchia urmitoare din lista muchiilor

cout<<endl<<"costul total= '"'<<ct;}

N2 25 2 2\ 2

9
9

Complexitatea algoritmului lui Kruskal

Pasul 1 are ordinul de complexitate O(n). Pasul 2 are ordinul de complexitate in functie de
algoritmul de sortare ales. Algoritmii de sortare prin metoda selectiei directe sau metoda
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bulelor au ordinul de complexitate O(mz). Pasul 3 nu se poate
preciza de cate ori se executd. In cazul cel mai defavorabil, se
parcurg toate cele m muchii, deci se executd de m ori. In cazul
pasului 3, pentru fiecare muchie aleasa, se parcurg toate cele n
elemente ale listei L. Rezulta ca pasul 3 are ordinul de com-
plexitate O(nxm). Ordinul de complexitate al algoritmului va fi:
O(n)+O(m2)+O(nxm) = O(max(mz,nxm)). Daca graful are foarte
multe muchii, atunci ordinul sdu de complexitate este O(m®).

Pentru graful G43(Xa3,Us3) din figura 51, determinati APM executand algorit-
mul lui Kruskal. Verificati daca solutia obtinutd este corectd executand

programul pentru graful Gs.

b) Algoritmul lui Prim

Algoritmul lui Prim se aseamana cu algoritmul lui Dijkstra pentru determinarea drumurilor
de lungime minima intr-un graf. n graful G=(X,U), subarborele de la care se porneste Hinit
este format dintr-un nod initial numit radacina (r — care se comunica algoritmului impreuna
cu datele despre graf) si creste pana acopera toate nodurile din multimea X. Daca arborele
partial care se dezvolta este H=(A,V), definim graful Ga=(X-A,J). Nodurile care fac parte
din Ga sunt memorate ntr-o coada de prioritati Q. Coada de prioritati se deosebegste de o
coada simpla, prin aceea ca din ea nu se extrage primul element introdus, ci elementul cu
valoarea cea mai mica (sau cea mai mare, in functie de prioritatea aleasa).

in coada de priorititi Q se memoreaza pentru fiecare nod i, eticheta nodului jeA cu care
formeaza muchia cu costul minim. La fiecare adaugare a unui nou nod la arbore, acesta
trebuie eliminat din coada de prioritati, iar coada trebuie reactualizata pentru toate nodurile
ramase, deoarece s-a modificat multimea A, iar un nod din coada de asteptare poate sa
aiba muchia cu costul minim cu noul nod adaugat la arborele partial. Arborele care se
dezvolta este memorat in lista H, astfel: pentru fiecare nod i care se adauga la arborele
partial, se memoreaza nodul jeA cu care este legat prin muchie. Initial Hinit=({r},9),
Ga=(X-{r},), in lista H toate elementele au valoarea 0, iar Th coada de prioritati Q, fiecarui
nod i=r i se va atribui valoarea r (Q(i)=r).

Muchia sigura trebuie sa indeplineasca urmatoarele conditi:

-> sa aiba costul minim;

- sa nu formeze cicluri cu muchiile deja alese, adica sa uneasca un nod din H cu un nod
izolat din Ga — extremitatile sale apartin celor doua multimi disjuncte A si X-A (muchia
este [X;j,Xj] cu XjeA si xje X-A).

Structura de date folosita pentru implementarea grafului este matricea costurilor.

Algoritmul pentru determinarea APM este urmatorul:
PAS1. Se initializeazd APM cu nodul rad&cina r.
PAS2. Se initializeaza lista H. astfel: pentru fiecare nod i din graf executa: :H(1)<«-0.
PAS3. Se initializeaza coada de prioritati Q. astfel: Q(r) <« O si pentru fiecare nod ir
din graf executa: Q(i)«r.
PAS4. Cattimp nu s-au selectat cele n-1 muchii executa:
E PASS5. Se alege o muchie sigura din multimea muchiilor nealese — muchia [i,j] cu
| icAsijeX-A
i PAS6. Se adauga muchia la lista H: H(J)<Q().
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PAS7. Se elimind din coada de prioritdti nodul j adaugat la arbore, atribuindu-i
valoarea 0: Q(j)<«-o0.

PASS. Se actualizeaza coada de prioritati pentru nodurile nealese, astfel pentru
fiecare nod 1 din Q executa: cauta nodul jeA cu care formeaza muchia cu
costul minim.

Coada de prioritati Q este implementata cu un vector cu n elemente. Initial:

Q(i)={0dacéi=r

rdacai=r

In timpul executiei algoritmului:
Odacaie A
Q(i)=4rdacaig Asinudje A allijeU
jdacaig Asidje A alli,jleUsicost(i,j]) = min

La terminarea executiei algoritmului: Q(i)=0, pentru orice i (1<i<n).
Lista H este implementata cu un vector cu n elemente. Initial: H(i)=0, pentru orice i (1<i<n).
In timpul executiei algoritmului:
. Odacai=rsauie A
H(i)=1. L. . .¢.
jdacaie A,iar[i,jleH
La terminarea executiei algoritmului:

. Odacai=r
H(i) =
M {jdacéi;ersi fi,] e H

Pentru ca muchia [i,j] care se alege sa fie o0 muchie sigura trebuie sa indeplineasca conditile:

- sa aiba costul minim — se cauta nodul j pentru care In matricea costurilor elementul
a[QIjllli] are valoarea minima;

- extremitatile sale sa apartina la doi arbori partiali diferiti — trebuie ca Q(i)#0 si Q(j)=0.

Dupa ce s-a gasit 0 muchie sigura, ea este adaugata la arbore prin T(j)=Q(j).

Pentru graful G4, din figura 49, considerand r=1, algoritmul se excuta astfel:

Lista muchiilor
Muchia u [1,2] | [1,3] | [2,3] | [2,4] | [3,4] | [3,6] | [4,5] | [4.6] | [5.,6] | [5,7] | [6,7]
Costul ¢ 5 8 11 10 15 9 2 7 10 4 12

Arborele partial (H) si coada de prioritati Q — initial sunt:

Noduli| 1 ]| 2| 3 4 5 6 7 Arborele initial
HIl1| 0] 0] o0 0 0 0 0 Hinit=({1},2)
Qo |11 1 1 1 1 min=5
Costul muchiei [i,Q[]] | - | 5 | 8 | VMAX | VMAX | VMAX | VMAX j=2

Muchia cu costul minim este [Q[j].j]= [Q[2],2]= [1,2
Noduli| 1 2 3 4 5 6 7
H[2]=QI2] H[il| O 1 0 0 0 0 0
Q[2]=0 Qlilf O 0 1 1 1 1 1
Costul [i,Q[il] - - 8 VMAX | VMAX | VMAX | VMAX
Actualizare Q[il| O 0 1 2 1 1 1 min=8
Q Costul [i,Q[il] - - 8 10 | VMAX | VMAX | VMAX | =3

Arborele partial H=({1,2},{[1,2]}) si X-A={3,4,5,6,7} > m=1
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Muchia cu costul minim este [Q[j].j]= [Q[3],3]=[1,3

Nodul i
HIi]
QIil
Costul [i,Q[i]
Qli]
Costul [i,Q[il]

H[3]=Q[3]
Q[3]=0

Actualizare

Q

Arborele partial H=
Muchia cu costul minim este [Q[]].j]

Nodul i
HIi]
QIil
Costul [i,Q[i]]
Qli]
Costul [i,Q[il]

H[6]=Q[6]
Q[6]=0

Actualizare

Q

Arborele partial H=({1
Muchia cu costul minim este [Q[]].j]

Nodul i

HIi]

Qlil

Costul [i,Q[i]]
Qli]

Costul [i,Q[i]]

H[4]=Q[4]
Q[4]=0

Actualizare

Q

Arborele partial H=({1,2.3,4,6}{[1,2], [1,3
Muchia cu costul minim este [Q[]j].j]= [Q[5],5]= [4,5

Nodul i

HIi]

Qli]

Costul [i,Q[i]]
QIil

Costul [i,QJi]]

H[5]=Q[5]
Q[5]=0

Actualizare

Q

Arborele partial H=({1,2.3,4

Muchia cu costul minim este [Q[j].j]= [Q[7]

Nodul i

HIi]

Qli]

Costul [i,Q[i]]
QIil

Costul [i,QJi]]

H[7]=QI[7]
Q[7]=0

Actualizare

Q

Arborele partial H=({1,2.3,4,5,6,7}{[1.2], [1,3], [3,6], [4.5], [4.6], [5,7]}) > m=6

1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1
- - - 10 | VMAX | VMAX | VMAX
0 0 0 2 1 3 1 min=9
- - 10 | VMAX 9 VMAX | =6
({1,2,3}[1,2], [1,3]}) si X-A={4,5,6,7} - m=2
= [QI6],6]= [3,6
1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 0 0 3 0
0 0 0 2 1 0 1
- - 10 | VMAX - VMAX
0 0 0 6 6 0 6 min=7
- - 7 10 - 12 j=4
,2.3,6}1{[1,2], [1,3], [3,6]}) si X-A={4,5,7} > m=3
= [Q[4].4]= [6.4
1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 6 0 3 0
0 0 0 0 6 0 6
- - - 10 - 12
0 0 0 0 4 0 6 min=2
- - - - 2 - 12 j=5
1, [3.,6], [4.6]}) si X-A={5,7} > m=4
1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 6 4 3 0
0 0 0 0 0 0 6
- - - - - - 12
0 0 0 0 0 0 5 min=4
- - - - - 4 =7
,5,61{[1,2], [1,3], [3,6], [4.,5], [4,6]}) si X-A={7} - m=5
7= 15,7
1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 6 4 3 5
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 X-A=Z

Pentru implementarea algoritmului se folosesc urmatoarele variabile si structuri de date:

Ve v v b

variabilele n si r pentru numarul de noduri, respectiv pentru nodul radacina;
matricea patratica A, cu dimeniunea n, pentru matricea costurilor asociata grafului;
vectorul Q, cu n elemente, pentru coada de prioritati;
vectorul H, cu n elemente, pentru lista muchiilor din APM;
variabila ct pentru a calcula costul total al arborelui;
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- variabila k pentru a numara muchiile adaugate la arborele partial; initial are valoarea 0
— arborele nu contine nici 0 muchie — valoarea sa finala este n-1 (numarul de muchii
ale unui arbore cu n noduri);

- variabilele 1 si j pentru indicele cu care se parcurge coada de prioritati, respectiv
pentru nodul care se adauga la arbore;

si subprogramele:

functia procedurala init_mc initializeaza matricea costurilor;

functia procedurala citire_mc actualizeaza matricea costurilor cu datele din figier;
functia procedurala init_Q initializeaza coada de prioritati Q;

functia operand muchie cauta o muchie sigura in multimea muchiilor nealese;
functia procedurala actual izeaza_Q actualizeaza coada de prioritati Q dupa ce a
fost adaugata muchia la arborele partial;

- functia procedurala afisare afiseaza APM.

#include <fstream.h>
fstream F('costapm.txt”,i0s::in);
int a[50][50],Q[50],H[50],n,r;
const int VMAX=5000;
void init mc()
{int i,j; >>n;
for(i=1;i<=n;i++)
for(=1;j<=n;j++) if (il=j) a[i]l[j1=VWVAX; }
void citire mcQ
{int i,j,c; while (f>>i1>>j>>c) a[i][jl=c; a[jl[i]=c; Ff.close();}
void init Q) {for (int i=1;i<=n;i++) if (il=r) Q[i]=r:}
int muchie()
{int i,j,min=VMAX;
for(i=1;i<=n;i++)
if (QLI]'=0 && a[Q[i]][il<min) {min=a[QLi]1]1[i]; j=i:}
return j;}
void actualizeaza Q(int j)
{for(int i=1;i<=n;i++) it (Q[i]!=0 && a[i][QLil1>alild1]) QLil=j:}
void afisare()
{cout<<"APM este format din muchiile: "<<endl;
for(int i=1;i<=n;i++) if (H[i]!'=0) cout<<"["<<H[i]<<","<<i<<"] ":}
void main()
{int i,j,k=0,ct=0; init mc(Q); citire_ mcQ;
cout<<"Nodul initial: "; cin>>r; init QQ;
while (k<n-1) //cat timp nu s-au gasit cele n-1 muchii ale APM
{J=muchie(); //alege o muchie siguri
HEJ1=Q[j1; ct+=a[Q[j11[3]1; //adaugz la arbore nodul si muchia
QLi1=0; //elimini din coada de priorititi nodul adizugat
actualizeaza Q(J); //actualizeazi coada de prioritati
k++;}
cout<<"costul total= "<<ct<<endl; afisare();}

vy Vv v v

Complexitatea algoritmului lui Prim

Pasul 2 si pasul 3 au ordinul de complexitate O(n). Pasul 4 se executa de n-1 ori. In cazul
pasului 3, pentru fiecare muchie aleasa, se executa pasul 5 §| pasul 8 de n ori. Rezulta ca
Pasul 3 are ordinul de complexitate O((n 1)x(n+n))=0(n ) Ordinul de complexitate al
algoritmului va fi: O(n)+O(n)+O(n2) O(n )
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Pentru graful Gg3 din figura 51, determinati APM executand algoritmul lui
@ Prim. Verificati dacé solutia obtinutd este corectd executand programul
pentru graful Ggs.

2.8.2.4. Aplicatii practice

1.

2.

Trebuie sa se construiasca o retea de autostrazi care sa lege cele mai importante orase
din tara. Fiecare tronson de autostrada care leaga doua orage are un cost de construire.
Sé se determine reteaua de autostrazi astfel incat toate oragele sa fie legate prin
autostrazi si costul construirii ei sa fie minim.

intr-o localitate trebuie construita o retea de canalizare care sa lege n locuinte si sa
comunice cu doua puncte de deversare. Fiecare tronson de retea are un cost de
construire. S& se determine reteaua de canalizare astfel incat toate locuintele sa aiba
acces la ea si costul construirii ei sa fie minim.

2.8.3. Arborele cu radacina

2.8.3.1. Definitia arborelui cu radacina

Se numeste arbore cu radacina un arbore A in care
exista un nod privilegiat numit nod radacina.

Terminologie — Multi dintre termenii folositi sunt preluati din terminologia arborilor
genealogici sau a arborilor din natura (ca exemplu, arborele A, figura 52).

>
9

>

Muchiile unui arbore se mai numesc ramuri sau arce.
Nodul radacina mai este

numit varf sau tulpina. In nivelul 0 4

nodul radacina nu intra nici )

un arc. --—-nivelul 1

Intr-un nod intra un singur . N

arc (exceptand radacina) --nivelul 2 | Inaltimea 4
care 1l leaga de un alt nod .

numit parinte sau prede- nivelul 3

cosor. nivelul 4 ¥

Dintr-un nod pot sa iasd /
niciunul, unul sau mai mul- . __.’Subarbore Fig. 52
te arce care il leaga de un alt nod numit fiu sau succesor.

—> Nodurile fard succesori (din care nu iese nici un arc) se numesc frunze sau noduri

terminale. Nodurile care nu sunt terminale se mai numesc noduri de ramificare.

-> Doua noduri adiacente din arbore sunt in relatia tata-fiu sau parinte-fiu, iar muchiile

N2 Z

sunt legaturi de tip tata-fiu. Intre mai multe noduri se poate stabili o relatie de tipul
fiul fiului ... fiului sau tatal tatalui... tatalui. In primul caz se poate spune c& nodul
este descendent sau urmas al unui alt nod, iar in al doilea caz ca nodul este
ascendent sau stramos al unui nod.

Doua noduri care descind direct din acelasi nod tata se numesc noduri frate.

Ordinul unui nod este dat de numarul de descendenti directi.

Nodurile sunt organizate pe niveluri. Numerotand nivelurile nodurilor, radacina se ga-
seste pe nivelul 0, descendentii ei pe nivelul 1, descendentii acestora pe nivelul 2 etc.
Nivelul unui nod este egal cu numarul de noduri parcurse pe calea de la radacina la el.
Un arbore cu radacina este arbore vid (arbore nul) daca nu are nici un nod.



Informatica 293

- Inaltimea unui arbore este datd de maximul dintre nivelurile nodurilor terminale
(lungimea celui mai lung lant care porneste din radacina).

1. Pentru arborele cu radacina A, din figura 52 precizati:
- eticheta nodului radacing;
-> numarul de frunze si etichetele lor;

-> etichetele nodurilor care se gasesc pe nivelul 2;
- etichetele fiilor nodului 2;
- etichetele fratilor nodului 5;
-> eticheta parintelui nodului 9;
- numarul de frati ai nodului 7.
2. Unarbore cu radacina A, (X, U) este definit astfel:
X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
U={[1,2], [1,3], [1.4], [2.6], [3,5], [3.7], [3.9], [4.8], [8,10] }.
Precizati:

gaseste nodul cu eticheta 10;
- daca eticheta nodului radacina este 10, ce inaltime are arborele, cine este parin-
tele nodului cu eticheta 1 si care sunt fiii nodului cu eticheta 3.

Caracteristici:

- Nodul radacina este un nod considerat privilegiat. El nu are parinte (ascendent), ci
numai fii (descendenti). Este nodul de la care se considera ca pornesc ramurile catre
radacinile altor arbori. Orice nod al arborelui poate fi considerat nod radacina.

- Un arbore A este fie vid, fie format dintr-un nod radacina R caruia ii este atasat un
numar finit de arbori. Acesti arbori sunt subordonati radacinii i se numesc subarbori ai
arborelui A. Orice nod dintr-un arbore este radacina unui subarbore.

- Intre doi subarbori nu pot exista decat doua tipuri de relatji:

a. relatia de incluziune — unul dintre subarbori este subarborele celuilalt;
b. relatia de excluziune — cei doi subarbori nu au noduri comune, dar apartin
aceluiasi arbore.

- Accesul de la radacina unui arbore (subarbore) nevid la oricare nod, inseamna parcur-
gerea unui lant format din m arce, care trec prin n noduri (m=n+1), n reprezentand
nivelul pe care se gaseste nodul fata de radacina.

Definitii recursive:

- Definitia arborelui. Un arbore nevid este o multime finitd A de noduri care au urméatoa-
rele proprietati:

a. Exista un nod care poate fi considerat nod radacina.
b. Celelalte noduri pot fi repartizate in i (i>0) multimi disjuncte (A1, Az, ...., A),
fiecare dintre aceste multimi fiind considerate la randul lor arbori.

= Definitia inaltimii. Inaltimea unui arbore este egald cu 1+maximul dintre inaltimile
subarborilor sai.

1. Daca nodul cu eticheta 2 are patru frati, iar nodul cu eticheta 1 este
parintele lui, ce ordin are nodul cu eticheta 1?
2. Pentru arborele cu radacina A, din figura 52 precizati:
-> céti subarbori are nodul radacina — pentru fiecare subarbore precizati radacina;

Az
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-> cati subarbori are nodul cu eticheta 2 — pentru fiecare subarbore precizati radacina;
-> cati subarbori are nodul cu eticheta 10 — precizati cine este acest subarbore;
- in ce relatie sunt subarborele cu radacina in nodul cu eticheta 2 si subarborele cu radacina

Tn nodul cu eticheta 4;

- in ce relatie sunt subarborele cu radacina in nodul cu eticheta 2 si subarborele cu radacina

3.

n nodul cu eticheta 9.
Pentru arborele cu radacind A, definit anterior precizati:

cine este acest subarbore;
- daca eticheta nodului radacina este 3, céti subarbori are nodul cu eticheta 2 — pentru
fiecare subarbore precizati radacina;.

cu eticheta 1 si subarborele cu radacina ih nodul cu eticheta 3.

Se numeste arbore ordonat un arbore cu radacina in care
fiii fiecarui nod sunt ordonati.

Observatie. Intr-un arbore ordonat, dacd un nod are k fii, atunci exista un prim fiu, un al
doilea fiu, ..., un al k-lea fiu.

Pentru a intelege deosebirea dintre tipurile de arbori enumerate, vom
considera pentru exemplificare un arbore cu 3 noduri etichetate cu A, B
si C si vom pune Tn evidenta numarul de arbori diferiti care se pot forma
cu aceste noduri.

>

>

>

Se numeste arborescenta sau structura arborescenta un arbore cu
radacina in care s-a stabilit nodul radacina.

Arbori liber. Se pot obtine 3 arbori liberi diferiti. In figura 53 sunt
prezentati acesti arbori.

Arbori cu radacina. Se pot obtine 9 arbori cu radacina diferiti. Exista

trei moduri de a alege radacina (nodul A, nodul B sau nodul

C). Pentru un nod radacina ales, se pot obtine trei arbori Q
diferiti. De exemplu, dacd se considerd nodul A ca nod

radacina, exista trei moduri diferite de a repartiza in arbore @ G
nodurile B si C: nodul A are doi fii (B si C) sau un singur fiu: B

sau C, obtinandu-se trei arbori diferiti (cei prezentati in figura Fig. 54
54). In total se obtin 3x3=9 arbori cu radacina diferiti.

Arbori cu radacina ordonati. Se pot obtine 12 e Q
arbori cu radacina ordonati diferiti. Ca si in cazul

precedent, exista trei moduri de a alege radacina.

Pentru un nod radacina ales, se pot obtine patru e G G 6
arbori diferiti. De exemplu, daca se considera Fig. 55

nodul A ca nod radacina, exista patru moduri

diferite de a repartiza in arbore nodurile B si C:

@@
©——@

T

©—@— @@ @0

l
w

@0 @©—>
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nodul A are doi fii (B si C sau C si B — in acest caz ordinea nodurilor B si C conteaza),
sau un singur fiu: B sau C, obtindndu-se patru arbori diferiti (cei e e e
prezentati in figura 55). In total se obtin 3x4=12 arbori cu

radacina ordonati diferiti.
- Structuri arborescente. Pentru un nod radacina ales (de Q G Q e

exemplu nodul B) se pot obtine 3 structuri arborescente diferite Fig. 56

deoarece exista trei moduri diferite de a repartiza in arbore G Q

nodurile A si C: nodul B are doi fii (A si C) sau un singur fiu: A

sau C (figura 56).

Se numeste arbore pozitional un arbore cu radacina in
care este precizata pozitia fiecarui fiu.

Observatie. Intr-un arbore pozitional, fiii fiecirui nod sunt etichetati
cu numere intregi pozitive consecutive, iar daca lipseste fiul cu <

= S
lipseste fiul
cu eticheta 12

eticheta k, aceasta etichetd nu se atribuie nici unui fiu (arborele A; lipsesc fiii ) Az
din figura 57). cu etichetele Fig. 57
112 si 113

[Studiu de caz

Scop: identificarea colectiilor de date care pot fi reprezentate prin arbori cu radacina.

Enuntul problemei 1. O firma are mai mulfi angajafi. Intre angajafi existd fie relafii de subor-
dine, fie relafii de colaborare. Directorul firmei d& o dispozifie pe care o transmite subordo-
nafilor sdi direcfi. Acestia primesc simultan dispozifia si 0 transmit mai departe subordonafilor
direcfi s.a.m.d. Transmiterea dispozifiei de la un nivel ierarhic la altul necesita acelagi timp t.
Sé& se determine n cét timp ajung s& cunoascd dipozifia daté tofi angajafii firmei (figura 58).

1

[ Sef compamment 1 ] Sef compartlment 2 ] [ Sef compartiment 3 ]

Sef Sef Sef
subcompartiment subcompartlment subcompartlment .....................
i1

[ ][ ] ..................... e

Fig. 58

Firma are o structura ierarhica, iar relatiile dintre angajati pot fi reprezentate cu ajutorul
unei arborescente, in care angajatii sunt nodurile, iar arcele relatiile de subordonare.
Radé&cina arborelui este directorul. Intre un angajat care are in subordine un alt angajat
exista o legatura de tip tata-fiu. Intre angajatii subordonati aceluiasi angajat exista relatii
de colaborare. Acesti angajati sunt noduri frate. Timpul T necesar ca dispozitia s& ajunga
de la director la toti angajatii este dat de produsul dintre timpul t necesar pentru
transmiterea de la un nivel la altul si naltimea h a arborelui: T=txh.

Enuntul problemei 2. Un produs este realizat din mai multe componente. Fiecare

componentda la randul sdu este realizatad prin asamblarea altor componente. Atat produsul
cat si componentele sunt caracterizate printr-o listd de atribute (proprietéfi): denumire,
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cod, pret, funcfia realizatéd, costul asambldrii, firma care o produce etc. S& se determine

preful produsului (figura 59).
final

1
[ ComponentaZ ] [ Componenta 3 ]

[ Componema 1

I
[ Componenta 11 ] [ Componenta12 ] [ Componenta 13 ]

[ ] [ ] .......................................

Fig. 59

Produsul are o structura ierarhica, iar relatiile dintre componente pot fi reprezentate cu
ajutorul unei arborescente, in care componentele sunt nodurile, iar arcele relatile de
apartenentd a unei componente la o altd componenta. Radacina arborelui este produsul
final. Intre o componenta si componenta pe care o are in subordine existd o legaturd de
tip tatd-fiu. Componentele care fac parte din aceeasi componenta sunt frati. Pentru
stabilirea costului total al produsului trebuie parcurs arborele, ca sa se calculeze costul
fiecarei componente. Costul ¢ al unei componente se obtine prin adunarea pretului de
achizitie p la costul asamblarii a: c=p+a. Parcurgerea arborelui se face pornind de la
ultimul nivel catre radacina. Radacina se prelucreaza ultima, dupa ce au fost prelucrati
toti subarborii subordonati ei.

Observatie. Pentru studierea proprietatilor unui obiect, orice obiect poate fi descompus
la randul sau Tn obiecte mai simple. Fiecare obiect, la randul sau, poate fi caracterizat
printr-o lista de proprietati. Procesul de descompunere poate sa continue pe mai multe
niveluri. El este finit si se termina dupa un numar de etape care este dependent de
problema care trebuie rezolvata. Procesul de descompunere este un proces recursiv
(un obiect este compus din alte obiecte). Prin procesul de descompunere se

poate face printr-o arborescenta.

1. Reprezentati sub forma unui arbore cu rada-
cina, relatia de incluziune a multimilor prezen-
tate n figura 60.

2. Doriti sa cumparati un calculator si dispuneti de un anumit buget.
Pentru a avea un calculator mai performant, alegeti varianta de a
cumpara componentele si de a le asambla singur. Calculatorul
este un produs format din mai multe componente (unitatea
centrala, monitorul, tastatura, mouse-ul etc.) care la randul lor pot
fi descompuse in alte componente (de exemplu, unitatea centrala
este formata din carcasa, placa de baza, unitatea de hard-disc, unitatea de compact disc
sau de DVD, etc.). Desenati arborele structurii de componente a calculatorului.

3. Desenati un arbore genealogic al familiei care sa prezinte filiatia (descendentii directi ai
unei persoane). Se va lua ca nod radacina unul dintre stra-strabunici. Identificati pe
acest arbore relatii de rudenie de tip: fiu, nepot, frate si var.

Fig. 60
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4. Cuprinsul unei carti are o structura arborescentad. Desenati structura arborescentd a
capitolului ,implementarea structurilor de date” din acest manual.

5. Structura dosarelor cu fisiere de pe hard-disc, gestionate de sistemul de operare
Windows, este o structura arborescenta. Desenati arborele dosarelor de pe hard-disc.
Fisierele vor fi nodurile terminale.

6. O matrice cu n linii si m coloane este o structurd de date ierarhizatd care poate fi
reprezentata pe trei niveluri, ca o arborescenta, astfel: nodul radacina este matricea,
fiii nodului matrice sunt liniile, iar fiii fiecarei linii, elementele de pe linia respectiva.
Desenati arborele cu radacina al unei matrice cu patru linii si trei coloane. Precizati ce
tip de arbore cu radacina este.

2.8.3.2. Implementarea arborelui cu radacina

Implementarea structurilor de date de tip arbore cu radacina se poate face prin:
-> matrice de adiacenta;
- lista de adiacenta;
- referinte descendente — legatura de tip tata;
- referinte ascendente — legéatura de tip parinte nod terminal.

Observatie. Arborele, fiind un graf neorientat cu anumite proprietéti,
pentru implementarea sa statica se pot folosi aceleasi metode ca si
la grafuri, dar aceste implementari sunt ineficiente. Arborilor le sunt
specifice implementarea cu legatura de tip tata si implementarea
cu legatura de tip parinte nod terminal. Tn urmétoarele implemen-
tari se considera ca arborele are n noduri si radacina are eticheta r.

a) Implementarea prin referinte descendente

Legatura de tip tata. Arborele este reprezentat sub forma unui vector t cu n componente
in care se memoreaza, pentru fiecare nod, eticheta parintelui sau. Algoritmul de constru-
ire a vectorului este urmatorul:
PAS1. Pentru fiecare nod i din arbore executa:
PAS2. Daca nodul i=r, atunci t[i]<«-0; altfel, t[i]<«]J, unde j reprezinta
nodul parinte al nodului .
Exemplu. Vectorul tata pentru arborele A4 din figura 61 este: Aa

Nod (indicei) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Parinte(d[i) | 3/3]0[3[1[2]4]1]6]

Observatie. Din vectorul tata puteti obtine urmatoarele informatii
-> eticheta nodului radacina — indicele i pentru care t[i]=0;
-> etichetele nodurilor terminale — nodurile j a caror eticheta nu exista in vectorul t;

- eticheta parintelui unui nod j — t[j]; o
- etichetele fiilor unui nod j — indicii i pentru care t[i]=j;
- etichetele frafilor unui nod j — indicii i pentru care t[i]=t[j]. e 0 0

1. Reprezentati sub forma vectorului tata arborele
@ cu radacina As din figura 62. (8) (1) 2 (3 As g
2. Scrieti un program care sa citeasca dintr-un figi-
er informatii despre matricea de adicentad a unui arbore cu rada- 9 m,
cina (de pe primul rand — numarul de noduri n si eticheta radacinii Fig. 62
r, iar de pe urmatoarele n randuri — matricea de adiacenta) si care
sa scrie vectorul tata al arborelui intr-un al figier.
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3. Scrieti un program care sa citeasca din figierul creat anterior vectorul tata al arborelui cu
radacina si sa afiseze urmatoarele informatii:
a. eticheta nodului radacing;
b. numarul de noduri terminale si etichetele lor;
c. pentru fiecare nod, eticheta parintelui, numarul de fii si etichetele lor, si numarul
de frati si etichetele lor.

b) Implementarea prin referinte ascendente

Legatura de tip parinte nod terminal. Arborele este reprezentat sub forma a doi vectori
cu n-1 componente: vectorul t Tn care sunt memorate nodurile, Tn ordine, pornind de la
nodurile terminale, si vectorul pt Tn care sunt memorate nodurile parinte ale nodurilor
terminale. Algoritmul de construire a celor doi vectori este urmatorul:

PAS1. Pentru fiecare indice i de la 1 la n-1 executa:
; PAS2. Se cauta nodul terminal cu eticheta cea mai mica.
PAS3. Se atribuie aceasta eticheta lui t[i].
| PAS4. Se atribuie lui pt[i] eticheta nodului parinte al nodului terminal t[i].
| PAS5. Se elimina din arbore nodul terminal t[i].

Exemplu. Pentru arborele A4 din figura 61, cei doi vectori se completeaza astfel (figura 63):

- Initial nodurile terminale au etichetele: 5, 8, 9 si 7. Se alege nodul terminal cu eticheta
cea mai mica (5). Se scrie eticheta sa In primul element al vectorului t, iar eticheta
parintelui sau (1) Tn primul element al vectorului pt. Se Tnlatura nodul 5 din arbore.

- Nodurile terminale au etichetele: 8, 9 si 7. Se alege nodul terminal cu eticheta cea mai
mica (7). Se scrie eticheta sa Tn al doilea element al vectorului t,
iar eticheta parintelui sau (4) In al doilea element al vectorului pt. D) A "(6),\(\3)
Se Tnlatura nodul 7 din arbore. 1) ‘(1)

- Nodurile terminale au etichetele: 8, 9 si 4. Se alege nodul (1)
terminal cu eticheta cea mai mica (4). Se scrie eticheta sain al (&)
treilea element al vectorului t, iar eticheta parintelui sau (3) in al
treilea element al vectorului pt. Se inlatura nodul 4 din arbore.

- Procedeul de adaugare in vectorul t a nodului cu eticheta cea
mai mica si a parintelui sau Tn vectorul pt, urmata de eliminarea
din arbore a nodului adaugat, continua pana cand in arbore nu mai raméane decéat nodul
care are cea mai mare eticheta.

Vectorii t si pt pentru arborele A4 din figura 61 sunt:

(indice vector i) 1 2 3 4 5 6 7 8
Nod terminal (t[i]) 5171418132
Parinte nodterminal (ptfi]) | 1|4 |3 ]1]|3]2|6]9

1. Reprezentati arborele cu radacina As cu vectorii t $i pt.
@ 2. Scrieti un program care sa citeasca dintr-un figier informatii despre
matricea de adicenta a unui arbore cu radacina (de pe primul rand —

numarul de noduri n gi eticheta radacinii r, iar de pe urmatoarele n randuri — matricea de
adiacentd) si care sa scrie vectorii t si pt ai arborelui intr-un alt figier.

Observatii:

1. Vectorii t i pt sunt aceiagi pentru un arbore, indiferent de nodul radacina ales.

2. Laterminarea algoritmului, ultimul nod care mai ramane in arbore este nodul cu eticheta
cea mai mare — n. Cunoscandu-se aceasta eticheta, in vectorul pt este suficient sa se
memoreze numai primele n-2 elemente, ultimul element avand intotdeauna valoarea n.

Fig. 63

(o]
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3. Este suficient sa se memoreze numai vectorul pt, deoarece din acest vector se poate
construi vectorul t. Pentru a gasi algoritmul de construire a vectorului t, trebuie observat
ca eticheta j care se memoreaza in t[i] corespunde unui nod care indeplineste urma-
toarele conditii:

a. Nu a fost inca eliminat din arbore — deci nu se gaseste printre etichetele t[1], t[2],
o ti-1].

b. Nu este parintele nici unui nod terminal care se va adauga ulterior, deoarece va fi
eliminat din arbore — deci nu se gaseste printre etichetele pt[i], pt[i+1], ..., pt[n-1].

c. Are cea mai mica eticheta dintre nodurile care indeplinesc conditiile (a) si (b).

Din aceste conditii rezulta ca, pentru orice i (1<i<n-1):

t[i] = min{k | ke{1, 2, ..., n} - { t[1], t[2], ..., t[i-1], pt[i], ptli+1], ..., ptin-1] }}

Teorema 23

Numarul total de arbori liberi care se pot forma cu n noduri este n"?2.

ales, el poate fi asociat si unui arbore liber. Vectorul pt are n-2 elemente. Notam cu A multimea
indicilor din vectorul pt si cu B multimea nodurilor arborelui liber. Fiecarui arbore 1i putem asocia o
functie f.A->B care asociaza unui indice i din vectorul pt un nod j din arbore: f(i)=j. Invers, unei functii
i putem atasa un arbore. Notam cu a=card(A)=n-2 si cu b=card(B)=n. Numarul de functii f.A->B este
egal cu b%= n". Rezultd c& numarul total de arbori care se pot forma cu n noduri este egal cu
numérul de functii f, adica n" <.

1. Pentru arborele A, din figura 61 reconstituiti vectorul t cu ajutorul
vectorului pt.
2. Scrieti un program care sa citeasca dintr-un figier vectorul pt al unui
arbore si care sa construiasca vectorul t. Salvati acest vector, n acelasi figier, pe randul
urmator.

2.8.3.3. Algoritmi pentru parcurgerea unui arbore cu radacina

Parcurgerea unui arbore cu radacina se poate face prin:
a) Algoritmul de parcurgere in latime;
b) Algoritmul de parcurgere in adancime.

a) Algoritmul de parcurgere in latime

Metoda: se prelucreaza mai intai informatia din nodul radacina, dupa care sunt prelucrate,
de la stanga la dreapta, nodurile aflate pe primul nivel, apoi pe cel de al doilea etc.

Structura de date folosita este coada (c) in care se adauga fiii nodului o

prelucrat.

Algoritmul pentru parcurgerea arborelui este urmatorul: 9 e

PAS1. Seinitializeaza coada cu nodul radacina r.

PAS2. Cattimp coada nu este vida executa (prim<=utlim): o 6 0
. PAS3. Este extras din coada primul nod si este prelucrat. 0 9

PAS4. Sunt adaugati in coada fii nodului prelucrat.

Exemplu. Coada de asteptare la parcurgerea arborelui Ag din figura 64:
Pas 1/3{4|3[4|3| 4 |3]4|3|] 4 [3|4]|3]4]|3
Nod curent 1 2 3 4 5 6
Coada 1(-123|/3|34|4|456|56|56/6(678(78|78/8|8]|-
Nodurile sunt parcurse in ordinea: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

~
[o¢]
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Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele:
functia procedurald citire creeaza vectorul t (vectorul tata) prin preluarea infor-
matiilor din figier;
functia operand rad determina radéacina r a arborelui;
functia procedurald init initializeaza coada de asteptare cu radacina;
functia operand este_vida testeaza coada de asteptare daca este vida;
functia procedurala adauga adauga un nod la coada de asteptare;
functia procedurala elimina elimina nodul prelucrat din coada de asteptare;
functia procedurald prelucrare prelucreaza primul nod din coada: adauga la coada de
astepare toti fiii acestui nod si apoi il elimina din coada de agteptare;
functia procedurala afisare afigseaza nodurile arborelui in ordinea prelucrarii.
#include <fstream.h>

int t[20],n,c[20],prim,ultim;
fstream F('arbore.txt",io0s::in);
void citire() {f>>n; for (int i=1;i<=n;i++) >>t[i]; f.close();}
int radQ)
{for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==0) return i;

return 0;} //Tn caz de eroare — nu existi nod radicinia
void init (int k) {prim=ultim=1; c[ultim]=k;}

int este vida() {return ultim<prim;}
void adaug(int 1) {ultim++; clultim]=i;}
void elimina() {prim++;}
void prelucrare()
{int r=c[prim];

for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==r) adaug(i); elimina();}
void afisare() {for (int i=1;i<=n;i++) cout<<c[i]<<" ";}
void main(Q) {int r; citire(); r=rad(); init(r);

while (leste_vida()) prelucrare(); afisare();}

N2 20 25 20\ 20 N 2

v

b) Algoritmul de parcurgere in adancime

Metoda: pornind de la nodul radacina se prelucreaza fiii unui nod de la stanga la dreapta,

iar trecerea, de la nodul curent la fratele din dreapta, se face numai dupa ce au fost vizitati

toti descendentii nodului curent, deci ai intregului subarbore dezvoltat din acesta. In functie
de ordinea relativa de prelucrare a nodului radacina si, respectiv, a subarborilor, exista doi
algoritmi:

- Algoritmul de parcurgere in preordine. Informatia din nodul radacina este prelucrata
Tnaintea informatiilor din celelalte noduri ale subarborilor. Implementarea arborelui se
face prin referinte descendente.

- Algoritmul de parcurgere in postordine. Informatia din nodul radacina este prelucrata
dupa ce au fost prelucrate informatiile din toate celelalte noduri ale subarborilor. Imple-
mentarea arborelui se face prin referinte ascendente.

Algoritmul de parcurgere in preordine

Structura de date folosita este stiva (st) in care informatia este formata din perechi (nod
tatd, urmatorul fiu neprelucrat al acestuia). Initial, se considerd ca nodul prelucrat este
nodul radacina. Notam: NC = nod curent

NP = nod prelucrat (nodul care s-a vizitat)

PFNNC = primul fiu neprelucrat al nodului curent

PFNNP = primul fiu neprelucrat al nodului prelucrat
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In varful stivei se va memora perechea (NP, PFNNP).

Algoritmul pentru parcurgerea arborelui este urmatorul:

PASL. Se initializeaza stiva cu perechea (nodul radacina, primul fiu al radacinii).

PAS2. Cat timp stiva nu este vida (mai exista noduri n stiva) executa:

PAS3. Se extrag informatii din varful stivei despre:

- Nodul prelucrat devine nod curent NC«—st[vf].NP (la prima parcurgere NC«1).
- Primul fiu neprelucrat al nodului prelucrat devine primul fiu neprelucrat al
nodului curent PENNC«st[Vvf].PFNNP (la prima parcurgere PEFNNC«3).

- Primul fiu neprelucrat al nodului curent devine nod prelucrat NP«—PFNNC

(la prima parcurgere NP<«2).
- Primul fiu neprelucrat al nodului prelucrat devine primul fiu neprelucrat al
nodului prelucrat PFNNP<«st[Vvf].PFNNP (la prima parcurgere PFNNP<«4).

PAS4. Daca nodul curent mai are si alti fii neprelucrati, atunci la stiva se adauga
perechea (NC, PFNNC). La prima parcurgere perechea este (1,3).

PAS5. Daca nodul prelucrat nu este nod terminal si mai are si alti fii neprelucrati,
atunci la stiva se adauga perechea (NP, PFNNP). La prima parcurgere
perechea este (2,4).

Exemplu. Stiva la parcurgerea arborelui Ag din figura 64:

Stiva NC
1.2)
1.3)

1.3); (2,4

1.3)
1.3)
1.3)

PENNC | PENNP

_U
>
@)
zZ
T

(3.5)
(3,6)
(3,6); (5,7)
(3,6)
(3.6);(5.8)
(3,6); (5.8)
(3,6)
(3,6)
(3.6)
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Nodurile sunt parcurse in ordinea: 1, 2, 4, 3,5, 7, 8, 6.

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele:
- functia procedurala citire creeaza vectorul t (vectorul tata) prin preluarea infor-
matiilor din figier;
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functia operand nodt verifica daca un nod este nod terminal;

functia procedurala init initializeaza stiva cu perechea (radacina, primul fiul al rédacinii);
functia operand este_vida testeaza stiva daca este vida;

functia procedurala adauga adauga un nod la stiva;

functia procedurala el imina elimina nodul din varful stivei;

functia procedurald prelucrare prelucreaza nodurile din varful stivei astfel: nodul prelu-
crat devine nod curent, primul fiu neprelucrat al nodului curent devine nod prelucrat, afisea-
za nodul prelucrat, elimina perechea de noduri din varful stivei, daca nodul curent mai are
un fiu neprelucrat, adauga la stiva perechea (NC, PFNNC), iar daca nodul prelucrat nu
este nod terminal si mai are un fiu neprelucrat, adauga la stiva perechea (NP, PFNNP).

#include <fstream.h>
struct stiva {int NP, PFNNP;};
stiva st[20];

int t[20],n,vf;
fstream f(arbore.txt”,10s::1n);

int nodt(int x)
{for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==%x) return O;

return 1;%}
void init (int r)
{int i=1; vf=1;

while (i<=n && t[i]!=r) i++;

st[vf] -NP=r; st[vFf].PFNNP=i;}

int este vida() {return vf==0;}
void adaug(int x, int y) {vf++; st[vf].NP=x; st[vf].PFNNP=y;}
void elimin(Q) {vf--;}
void prelucrare()
{int NC=st[vf].NP,PFNNC=st[vf] .PFNNP,NP=PFNNC,PFNNP, i=PFNNC+1;
cout<<NP<<" '; PFNNP=st[Vvf].PFNNP; elimin();

while (i<=n && t[i]!=NC) i++;

if (i<=n) {PFNNC=i; adaug(NC,PFNNC);}

it (Inodt(NP))

{i=PFNNP+1; while (i<=n && t[i]!=NP) i++;
iT (i<=n) {PFNNP=i; adaug(NP,PFNNP);}}}

void citireQ{f>>n; for (int i=1;i<=n;i++) >>t[i]; f.close();}
int radQ)
{for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==0) return i;

return O;}
void main()
{int r; citireQ); r=rad(); Init(r); cout<<Nodurile vizitate: "'<<r<<" ";
while (leste_vida()) prelucrare(Q);}

: Prin parcurgerea in latime a unui arbore cu radacina, prelucrarea
Atentie informatiilor din noduri se face pe niveluri ierarhice, iar prin
parcurgerea in adancime n preordine a unui arbore, prelucrarea

informatiilor din noduri se face dupa relatiile de subordonare.

VAR R A A\

Algoritmul de parcurgere in postordine

Nodului radacina i se va atribui cea mai mare eticheta. Prelucrarea se face prin parcur-
gerea simultana a celor doi vectori gi cautarea nodurilor care apartin aceluiagi subarbore.
Evidenta nodurilor prelucrate este tinutd prin intermediul vectorului vizitat (care este
definit la fel ca si la algoritmii de parcurgere a grafurilor).
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Algoritmul pentru parcurgerea arborelui in postordine este urmatorul:

PAS1. Seinitializeaza cu 0 elementele vectorului vizitat.
PAS2. Cattimp mai sunt noduri nevizitate executa:
| PAS3. Se cauta Tn vectorul t indicele k al primului nod terminal nevizitat.
| PAS4. Se prelucreaza nodul t[K] si se declara vizitat.
| PAS5. Pentru toate nodurile t[i] frate cu nodul t[K] executa
_ | PAS6. Se prelucreaza nodul t[i] si se declara vizitat.
| PAS7. Se prelucreaza parintele nodului t[K] (pt[K]) si se declara vizitat.

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele:

- functia procedurala citire creeaza vectorii t si pt prin preluarea informatiilor din figier;

- functia operand terminat verifica daca au fost prelucrate toate nodurile arborelui;

- functia proceduralda prelucrare prelucreaza nodurile unui subarbore, pornind de
la nodul terminal cu cea mai mica eticheta.

#include <fstream.h>
int t[20],pt[20],vizitat[20],n;
fstream F('arbore.txt",i0s::in);
void citire()
{int i; >>n; for (I=1;i<=n;i++) >>t[i];
for (i=1;i<=n;i++) >>pt[i]; f.close():;}
int terminat()
{for (int i=1;i<n;i++) if (lvizitat[i]) return O;
return 1;%}
void prelucrare()
{int i,k;
for (i=1;i<n && vizitat[t[i]];i++);
k=i; vizitat[t[k]]=1; cout<<t[K]<<" ";
for (i=k+1;i<n;i++)
it (ptLi]==pt[k]) {cout<<t[i]<<" *; vizitat[t[i]]=1;}
cout<<pt[k]<<'" *; vizitat[pt[k]]=1;}
void main() {citire(); cout<<"Nodurile vizitate sunt: ";
while (1terminat()) prelucrare();}

Exemplu — Tn nodurile unui arbore se memoreaza eticheta nodului si un numar. La numarul
memorat in fiecare nod se aduna suma numerelor memorate in nodurile descendente. Sa se
afiseze noua valoare memoratd in fiecare nod. Pentru a putea calcula aceste sume,
parcurgerea arborelui trebuie sa se faca in postordine, cu ajutorul vectorilor t si pt. Numerele
din fiecare nod vor fi memorate in vectorul c. Informatile necesare se citesc dintr-un figier
text, astfel: de pe primul rand numarul de noduri n, iar de pe urmatoarele trei rnduri, cele n
valori memorate in vectorii t, pt si c. Pe un rand, numerele sunt separate prin spatiu.

#include <fstream.h>
int t[20],pt[20],c[20],n;
fstream f(“arbore.txt”,i0s::in);
void citire() //se citesc datele din fisier
{int i; >>n; for (I=1;i<=n;i++) >>t[i];
for (i=l;i<=n;i++) B>pt[i]; for (i=1;i<=n;i++) f>>c[i]; TFf.close();}
void prelucrareQ{for (int i=1;i<=n;i++) c[ptL[i]l=c[pt[il]+c[t[il];:}
void afisare()
{for (i=1;i<=n;i++)
cout<<"Nodul "<<i<<" are totalul *<<c[i]<<endl;}
void main() {citire(); prelucrare(); afisare();}
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in nodurile unui arbore cu radacind sunt memorate numere naturale.
Informatiile despre arbore se citesc dintr-un figier text, astfel: de pe primul
rand numarul de noduri ale arborelui, de pe randul al doilea vectorul tata, si

de pe al treilea rénd, in ordinea etichetelor, numerele memorate in noduri. Scrieti un
program care sa calculeze suma numerelor pare memorate in arbore.

2.8.3.4. Aplicatii practice

1. Construiti arborele genealogic al familiei, care sa prezinte filiatia (descendentii directi ai
unei persoane). Se va lua ca nod radacind unul dintre stra-strabunici. in fiecare nod se
va memora numele unei persoane. Informatiile despre arbore se citesc dintr-un figier text,
astfel: de pe primul rand numarul de noduri ale arborelui, de pe randul urmator vectorul
tata, si de pe al treilea rnd, in ordinea etichetelor, numele memorate in noduri. Scriefi
un program care sa furnizeze urmatoare informatii:

a. Pentru un nume de persoana, citit de la tastatura, sa se afiseze descendentii directi si
céati copii are fiecare.
b. Pentru doua nume de persoana, citite de la tastatura, sa se afigeze stramosul comun.

2. O fabricd de confectii este formati din mai multe compartimente. Intre compartimente
exista fie relati de subordonare, fie relatii de colaborare (relatile de colaborare se
stabilesc pe acelasi nivel ierarhic). In figura 65 este prezentatéd organigrama firmei. Fiecare
compartiment are urmatoarele atribute: numele compartimentului, numele persoanei care
conduce acel compartiment $i numarul de angajati.

Fabrica de confectii

I Directia ge;eralé I
i 1
Confectii barbati rConfect,ii femei I I Confectii copii I
=

.......... I Companimerlrt operagio@ I Compartiment marketing I
— —
I Crelagie I I Crloit I ' Confe::gionaq I Fin;sat I I Zona 1 I I Zona 3 I
Fig. 65

a. Afigati lista angajatilor care au functii de conducere (numele compartimentului si
numele persoanei) n doua moduri:
- punand in evidenta relatiile de subordonare;
- grupéand persoanele de pe acelasi nivel ierarhic.

b. Afigati lista angajatilor care au functii de conducere si numarul total de angajati pe care
ii are fiecare dintre ei in subordine (o0 persoana cu functie de conducere are in
subordine angajatii din compartimentul pe care il conduce si din toate compartimentele
subordonate acestuia).

3. O retea de distributie a produselor unei firme are o organizare piramidald in care fiecare
dintre agentii comerciali are in subordine alti agenti comerciali. In functie de vanzari,
fiecare agent comercial primeste un punctaj. Un agent comercial care are in subordine si
alti agenti comerciali cumuleaza la punctajul propriu si punctajele agentilor comerciali din
subordine. Scrieti un program care sa afiseze urmatoarele informati:

a. punctajul total al retelei;
b. care este subordonatul direct al unui agent comercial (al carui nume se precizeaza
de la tastatura) care are punctajul cel mai mare si care este acest punctaj.
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4. Angajatii unei firme dispun de o suma pentru prime distribuitad astfel: directorul general
isi stabileste prima si restul sumei o distribuie Tn mod egal subordonatilor lui directi.
Orice subordonat care a primit o suma fisi stabileste singur prima (o parte sau intreaga
suma primitd) restul sumei fiind distribuitd in mod egal subordonatilor sai directi, iar
angajatii care nu au subordonati retin intreaga suma pe care o primesc. Stiind ca orice
subordonat are un singur sef, scrieti un program de distribuire a primelor si afigati lista
angajatilor si primele primite. Pentru prima pe care o stabileste pentru sine un angajat,
folositi generatorul de numere aleatoare, care va genera un numar intre O si suma
primita pentru prime — pentru a o distribui.

(Sesiunea august Bacalaureat 2003 — adaptata)

Arbori multicai.
Sunt arbori cu radacina, la care nu exista o
limita pentru ordinul nodurilor.

bori cu radacin
de clasificare folosi
ordinul nodurilor

Arbori binari
Sunt arbori cu radacina, la care ordinul
fiecarui nod nu trebuie sa fie mai mare de 2.

2.8.4. Arborele binar

2.8.4.1. Definitia arborelui binar

Se numeste arbore binar un arbore cu radacina pozitional care are
proprietatea ca fiecare nod are cel mult doi descendenti directi (succesori).

Terminologie:
- Cei doi succesori ai unui nod (daca exista) se numesc succesor stang (subarbore
stang) si succesor drept (subarbore drept) — arborele A7 din figura 66.

Caracteristici: - Radacina
- Deoarece, oricare ar fi un nod al arborelui, el nu Subarb 1\ S b borel
are mai mult de doi descendenti directi, ordinul ubarboreie ubarborele
stang drept

unui nod dintr-un arbore binar poate fi 0 (hod
terminal), 1 (unul dintre subarbori este vid) sau 2.
- Definitia arborelui binar este o definitie recursiva.
Existd un nod privilegiat — numit nod radacina, iar
celelalte noduri (daca existd) sunt repartizate in
doua grupuri disjuncte gi, fiecare dintre aceste

grupuri formeaza, la randul sau, un arbore binar. terminale

. (frunze)

Observatie. Arborele binar fiind un arbore cu radaci- -

na pozitional, se face diferentd intre succesorul Fig. 66
stang si succesorul drept, adica, dacé un nod are un singur descendent, trebuie sa se
precizeze care dintre descendenti este. In figura 67 sunt prezentati doi Q Q
arbori binari Ap1 $i Ap2 care sunt diferiti, chiar dacé au doua noduri si

rad&cina in nodul cu eticheta A. In arborele Ap; succesorul stang are un @ e

nod (B), iar succesorul drept este arborele vid, iar in arborele App .
succesorul stang este arborele vid, iar succesorul drept are un nod (B). Fig. 67
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Cu 3 noduri, etichetate cu A, B si C, se obtin 30 de arbori Q OEONO
binari diferiti. Exista trei moduri de a alege radacina. Pentru

un nod radacina ales, se pot obtine zece arbori binari diferiti

— 7n total se vor obtine 3x10=30 arbori binari diferiti. in e e e @
figura 68 sunt prezentati 6 dintre arborii binari care au

radacina in nodul A. G e e G

Se numeste arbore binar stict un arbore care are Q e
proprietatea ca fiecare nod, cu exceptia nodurilor
terminale, are exact doi descendenti (succesori). 9 e e @

Ag Exemplu — Arborele binar Ag din figura 69
Propozitia 17
Un arbore binar strict, care are n noduri terminale, are in total 2xn-1 noduri.

Demonstratie — Notam cu k numérul de nivele din arbore, cu X, Xk-1, ..., X2, X1, numarul de noduri
terminale de pe fiecare nivel, si cu yk, Yk-1, ---» Y2, Y1, humarul de noduri de pe fiecare nivel (cu
exceptia nivelului O, pe care se gaseste radacina) si cu N — numarul total de noduri din arbore (N =
Ykt Yk-1t...+y2+y1+1), cu n — numarul total de noduri terminale (n = Xg+Xy-1+...+ Xo+X1). Nivelul k
contine numai noduri terminale, si ykx = Xx. Pentru fiecare alt nivel exista relatia: y; = yij+1/2 + X;.
Arborele fiind strict, yj+1/2 este un numar intreg, deoarece pe fiecare nivel
existd un numar par de noduri. Adunand relatiile, obtinem:

Yk = Xk

Yk-1 = Yk/2 + Xk-1

Yk-2 = Yk-1/2 + Xk-2

Fig. 68

Y2 =Y3l2+ X%
Y1=VYol2+x
Rezultd ca: N = 1+yyt+yi-1+ ... +Yo+ty1+yo = 1+2x(Xy+Xk-1+ ... +Xo+X1) = 2xn+1 o

Propozitia 16. Un arbore binar strict are un numar impar de noduri.

Demonstratie — Pe fiecare nivel k+1, pentru fiecare nod de pe nivelul k,
exista cate doi descendenti sau nici un descendent. Rezulta ca pe fiecare
nivel, cu exceptia nivelului O, exista un numar par de noduri. Numarul total
de noduri va fi impar, deoarece la aceste noduri se adauga si nodul
radacina.

Se numeste arbore binar echilibrat un arbore binar care are
proprietatea ca diferenta dintre Tnaltimile celor doi subarbori ai
oricarui nod este cel mult 1.

Ay Exemplu — Arborele Ag din figura 70.

Se numeste arbore binar perfect echilibrat un arbore binar care
are proprietatea ca diferenta dintre numarul nodurilor celor doi
subarbori ai oricarui nod este cel mult 1.
Ao Exemplu — Arborele A din figura 71

Proprietate. Un arbore binar cu n noduri este perfect echilibrat
daca subarborele stang are [n/2] noduri, iar subarborele drept are n-[n/2]-1 noduri.

Se numeste arbore binar complet un arbore binar strict care are
toate nodurile terminale pe acelasi nivel.

: A1 Exemplu — Arborele Ay, din figura 72
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Propozitia 19. Un arbore binar complet, care are n noduri o
terminale, are in total 2xn-1 noduri.

Demonstratie — Folosind principiul inductiei matematice, demonstram e e
ca, intr-un arbore binar complet, pe nivelul k sunt 2" noduri (se noteaza

cu Pj propozitia i). 9 6 G 0
Po — Pe nivelul 0 exista un singur nod (nodul radacina), adica 2° =1 nod. Fig. 72

P — Pe nivelul 1 exista doua noduri, adica 2% = 2 noduri. '

Pk — Pe nivelul k exista 2X noduri..
Pk+1 — Considerand propozitia Py adevarata, trebuie s& demonstram ca pe nivelul k+1 exista 2k
noduri. Daca nivelul k+1 apartine arborelui, atunci pe acest nivel exista cate doi descendenti pentru
k_ok+1

fiecare nod de pe nivelul k, in total 2x2"=2""" noduri.
Considerand ca arborele are k niveluri si cad numarul de noduri de pe nivelul k este n, numarul total de
noduri din arbore se obtine adunénd nodurile de pe cele k niveluri:

204204224 4+ 2K = 2M = 0n(2 1= 2xn -1

Se numeste arbore binar aproape complet un arbore binar
complet pana la penultimul nivel, la care completarea cu noduri,
pe ultimul nivel, se face de la stanga la dreapta.

Exemplu — Arborele A;, din figura 73

| Studiu de caz)

Scop: identificarea colectiilor de date care pot fi reprezentate prin arbori binari.

Enuntul problemei 1. Trebuie s& se organizeze un campionat de meciuri de baschet
intre echipele mai multor licee. Numdrul de echipe este n. In fiecare duminicd se
organizeaza un meci. Echipele care vor juca In prima etapad se trag la sorfi. S& se
realizeze planificarea meciurilor gi sa se determine numarul de duminici in care se va
desfasura campionatul (figura 74).

Campionatul are o structura ierarhica, iar
relatiile dintre componente pot fi repre-

emifinala emifinala p
zentate cu ajutorul unui arbore binar, Tn

care cele doud echipe care joacd sunt |Part|da |Partida 2 |Part|da 8 |Partida 4
nodurile. Nodurile terminale sunt echipele

liceelor, iar celelalte noduri reprezinta cate o

echipa care a castigat in meciul etapei

: DS : ; Fig. 74

anterioare. Radacina arborelui este echipa
care céstiga finala. Deoarece o echipa castigatoare se desemneaza in urma unui meci
jucat, nodurile care nu sunt terminale reprezinta meciuri jucate, iar nodul radacina cores-
punde meciului final. Arcele reprezinta relatia de participare a unei echipe la un meci.
Arborele meciurilor este un arbore binar strict (la un meci participa doua echipe). Daca
arborele meciurilor este un arbore binar complet si la campionat participa n echipe, vor
fi n noduri terminale si arborele va avea 2xn-1 noduri. Numarul de meciuri care se vor
juca este dat de diferenta dintre numarul total de noduri ale arborelui si numarul de noduri
terminale, adica n-1 meciuri, iar campionatul se va desfasura in n-1 duminici.

Enuntul problemei 2. S& se reprezinte modul in care se evalueaza o expresie aritmetica.

O expresie aritmetica este formata din operanzi (constante si variabile), operatori aritme-
tici (+, -, /, * si » — pentru ridicarea la putere) si paranteze. In evaluarea expresiei aritme-

Agz

Finalg
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tice se respecta prioritatea operatorilor aritmetici. Operatorii aritmetici sunt @
operatori binari care nu sunt toti comutativi (operatorii pentru scadere,

Tmpartire si ridicare la putere nu sunt comutativi). Daca notadm operanzii cu

X si y si operatorul cu op, atunci expresiei E = x op y putem sa-i asociem 0 0
arborele binar din figura 75, in care radacina este operatorul op, subar- Fig. 75
borele stdng este primul operand — X, iar subarborele drept este al doilea

operand — y. Dacd expresia contine un singur operand, acestuia i se poate asocia un
arbore binar cu un singur nod — nodul radacina — in care se memoreaza operandul. Pentru
a putea reprezenta o expresie care este formatd cu un operator unar (de exemplu, E=—x),
vom transforma expresia astfel incat sa contind un operator binar (in exemplu, E=0-x).

Expresia are o structura ierarhica, iar relatiile dintre componente pot fi reprezentate cu ajutorul
unui arbore binar, in care operanzii si operatorii sunt nodurile. Nodurile terminale sunt ope-
ranzii, iar celelalte noduri reprezinta operatorii. Radacina arborelui este operatorul care se
evalueaza ultimul. Subarborele stang si subarborele drept ai radacinii reprezinta expresiile
carora li se aplica ultimul operand. Radacina fiecarui subarbore va reprezenta operatorul care
se aplica pe cele doua expresii reprezentate prin subarborii
stang si drept ai sai. Arcele reprezinta relatia de participare a
unei expresii la operatorul din nodul parinte: ca prim operand
sau ca al doilea operand. Arborele expresiei este un arbore
binar strict (un operator leaga doi operanzi). Daca expresia
contine n operanzi, arborele va avea n noduri terminale. Fiind
un arbore binar strict, va avea 2xn-1 noduri. Numarul de
operatori este dat de diferenta dintre numarul total de noduri
ale arborelui si numarul de noduri terminale, adica n-1
operatori. Arborele expresiei nu este un arbore echilibrat.
Arborele binar din figura 76 este arborele expresiei aritmetice:

(X" +4xy) X
Z+Yy Yy

Desenati 5 arbori binari cu trei noduri (etichetate cu A, B si C) diferiti, altii
decat cei din figura 69.

1. Desenati arborele genealogic al stramosilor unei persoane pana la
nivelul stra-strabunici. Radacina este persoana pentru care se ntocmeste arborele
genealogic. Fiecare nod are doi descendenti: mama si tata. Ce tip de arbore binar este?
Comparati acest arbore cu arborele genealogic al descendentilor (arborele filiatiei).

2. Desenati arborele campionatului de baschet pentru 7 echipe. Ce fel de arbore binar este?

E=5x

2
3. Desenati arborele binar al expresiei ac +db +7x(a-b) 0
2.8.4.2. Implementarea arborelui binar G (& 3

Implementarea structurilor de date de tip arbore binar se poate face:
a. static — folosind vectori; (7) (8)

b. dinamic — folosind pointeri.
o o (9) Fig.77
a) Implementarea statica a arborelui binar
Exista doua metode de implementare statica a arborilor binari (se foloseste arborele
" Aaz binar A3 din din figura 77).
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1. Folosind doi vectori in care se memoreaza cei doi succesori ai unui nod;
- vectorul st — In elementul i se memoreaza eticheta nodului succesor stang al
nodului i;
- vectorul dr — in elementul i se memoreaza eticheta nodului succesor drept al
nodului i.
Daca nodul i nu are succesor stang, respectiv drept, elementul din vectorul st,
respectiv dr, va avea valoarea O.

Pentru arborele A3 din figura 77 cei doi vectori sunt:

Nodui 1 2 3 4 5 6 7 8 9
stii [2[3]oJoJo[7 o9 o
driii |4 |6 |o |5 o8 o0 |0

Observatie. Din cei doi vectori puteti obtine urmatoarele informatii:

eticheta nodului radacina r — nodul i pentru care, oricare ar fi indicele j, st[j]#i si
dr[j]#i (nodul a carui eticheta nu exista nici in vectorul st, nici Tn vectorul dr);
etichetele nodurilor terminale — nodurile i pentru care st[i]+dr[i]=0;

eticheta parintelui unui nod i — indicele j pentru care st[j]=i sau dr[j]=i;

etichetele fiilor unui nod i — st[i] si dr[i] (daca sunt diferiti de 0);

eticheta fratelui unui nod i — st[j] pentru dr[j]=i sau dr[j] pentru st[j]=i.

N 2 2 2

Folosind doi vectori in care se memoreaza filiatia nodurilor:

- vectorul tata — in elementul i se memoreaza numarul de ordine al nodului predece-
sor (parinte) al nodului i;

- vectorul fii (in elementul i se memoreaza ce fel de succesor al parintelui este; daca
fii[i]=—1, atunci nodul i este succesorul stédng al parintelui sau, iar daca fii[i]=1,
atunci nodul i este succesorul drept al parintelui sau.

Daca nodul i este nodul radacina, elementul din vectorul tata, respectiv fii, va avea
valoarea 0.

Pentru arborele A3 din figura 77 cei doi vectori sunt:

Noduli 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tatafil] [0 [1 [2 1[4 [2[6 [6 |8
fii[i] o 1|11 111211

Observatie. Din vectorul tata puteti obtine urmatoarele informatii:

etichetele nodurilor terminale — nodurile i a caror eticheta nu exista in vectorul tata,;
eticheta parintelui unui nod i — tata[i];

etichetele fillor unui nod i — fiul stang: indicele j pentru care tata[j]=i si fii[j]=-1, iar fiul
drept: indicele j pentru care tatal[j]=i si fii[j]=1;

eticheta fratelui unui nod i — indicele j pentru care tata[i]=tata[j].

Vo v v

Observatie. Datorita definitiei arborilor binari, algoritmii utilizati pentru prelucrarea lor pot
folosi tehnica recursivitatii (definitia recursiva a arborilor binari) si strategia divide et
impera (fiecare nod nu are decat doi descendenti — prelucrarea unui nod se descompune
in doua subprobleme: prelucrarea subarborelui stdng si prelucrarea subarborelui drept,
urmata de compunerea celor doua solutii).

Exemple — daca pentru arborele binar se foloseste implementarea statica, pentru a
construi algoritmi recursivi cu strategia divide et impera se utilizeaza vectorii st si dr.
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Inaltimea arborelui binar Numarul de ,,frunze* din arborele binar
int max(int x, int y) int frunza(int i)
{if Oy) return x; else return y;} {return st[i]+dr[i]==0;}
int h(int 1) int nr_fr(int i)
{if (st[1]==0 && dr[i]==0) return O0; {if (frunza(i)) return 1;
else else

return 1+max(h(st[i]),.h@dr[iD);} if (st[i]==0)
void main() return nr_frunze(dr[i]);
{int r; ... cout<<h(r); ... } else

if (dr[i]==0)
return nr_frunze(st[i]);
else
return nr_fr(st[i]D+nr frdr[i]);}
void main()
{int r; ... cout<<nr_fr(r); ... }

1. Scrieti un program care sa furnizeze urmatoarele informatii despre un
arbore binar: nodul radacina, nodurile terminale, nodurile cu exact un
fiu, nodurile cu exact doi fii, nodurile frati si Tnaltimea. Informatiile
despre arbore (numarul de noduri si cei doi vectori) se vor citi dintr-un figier. Arborele
este implementat:
a. cu vectorii in care se memoreaza cei doi succesori ai unui nod;
b. cu vectorii in care se memoreaza filiatia nodurilor.
2. Scrieti un program care citeste dintr-un figier numarul de noduri si vectorii st si dr ai unui
arbore binar. Sa se reprezinte arborele prin vectorii tata si fii.
3. Scrieti un program care citeste dintr-un figier numarul de noduri $i vectorii tata si fii ai
unui arbore binar. Sa se reprezinte arborele prin vectorii st si dr.
4. Scrieti un program care citeste dintr-un figsier numarul de noduri si vectorii st si dr ai unui
arbore binar. Sa se verifice daca arborele binar este un arbore binar strict.
5. Scrieti un program care citeste dintr-un figsier numarul de noduri si vectorii st si dr ai unui
arbore binar. Sa se verifice daca este un arbore binar perfect echilibrat sau un arbore
binar echilibrat.

b) Implementarea dinamica a arborelui binar
Se face prin definirea unui tip de data pentru un nod din arbore (tipul nod) si a adresei unui
nod (un pointer catre tipul de data nod — nod*). Tipul de data este definit ca o inregistrare
care contine 3 categorii de campuri:
- informatia utila — poate fi compusa din mai multe campuri (<tip> info);
- adresa subarborelui stang — (nod *s — s este adresa radacinii subarborelui stang) ;
- adresa subarborelui drept — (nod *d — d este adresa radacinii subarborelui drept).

struct nod {<tip> info:;
nod *s,*d;};

nod *r; //r=adresa radacinii
Trebuie precizate in fiecare moment pozitiile a trei componente: radacina (*r) si cei
doi subarbori (*s si *d).
Regula. Intotdeauna este reprezentat subarborele stang si apoi subarborele drept.
Daca un nod nu are un succesor, succesorul va fi considerat arborele vid.

Se numeste arbore vid un arbore care are adresa NULL.
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Exemplul 1 — Pentru un arbore binar pe care-l construim pentru campionatul de meciuri de
baschet intre echipele mai multor licee, informatia utild poate fi formatd din mai multe
campuri: numele echipei (n_e), numele liceului (n_1I) si eticheta nodului (nr):
struct nod {char n e[15].,n I[15];
int nr;
nod *s,*d;} *r;
Exemplul 2 — Pentru exemplele urmatoare, informatia utild va fi formata numai din eticheta

nodului: [1]e]a

struct nod {int nr; |

nod *s,*d:}: [ 4 |NULL|Q\|
nod *r; [ 3 [NULLINULL| [ 6.}e] [ 5 [NULL[NULL]
In figura 78 este prezentatd imple- [ 7 [NULL]NULL] | 8 Fo [NULL]
mentarea dinamica a arborelui A3 din _
figura 77. Fig. 78 (9 [NULL[NULL]

Algoritmul pentru crearea unui arbore binar

Agoritmul pentru crearea unui arbore binar implementat dinamic foloseste strategia
divide et impera prin descompunerea problemei in trei subprobleme:

2. crearea subarborelui stang;

3. crearea subarborelui drept.

Descompunerea problemei continué pana cand subarborele care se creeazé este arborele

Daca datele se C|tesc de la tastatura, pentru a evidentia ca nodul care se creeaza este
radacina unui arbore vid, in cAmpul pentru eticheta se introduce valoarea 0 (care mar-
cheaza lipsa de informatii pentru acel nod). De exemplu, pentru a crea arborele din figura
79, se introduc n ordine, de la tastatura, etichetele: 1230067008900040500.
Algoritmul pentru crearea arborelui binar este:

PAS1. Se citeste informatia utila din nod.
PAS2. Daca nodul nu contine informatie utila, atunci se creeaza arborele vid; altfel:
| PAS3. Se creeaza un nod radacing prin alocarea unei zone de memorie.
| PAS4. Se atribuie, campului cu informatie din nod, informatia citita.
| PAS5. Se creeaza subarborele stang.
| PAS6. Se creeaza subarborele drept.

Subprogramul care creeaza un arbore binar poate fi implementat ca functie procedurala
sau ca functie operand.

Functie procedurala Functie operand
void creare(nod *&r) nod *creare()
{int n; {int n; nod *r;
cout<<"Eticheta nod: *; cin>>n; cout<<"Eticheta nod: *; cin>>n;
if (n==0) r=NULL; if (n==0) return NULL;
else {r = new nod; else {r = new nod;
r->nr=n; r->nr=n;
creare(r->s); r->s=creare();
creare(r->d);}} r->d=creare();

return r;}}
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void main()
{creare(r);
cout<<'"Radacina= "'<<r->nr;... }

void main()

{r=creare();
cout<<"Radacina= "'<<r->nr;... }

Exemple — Functii, implementate recursiv folosind strategia divide et impera, prin care se

prelucreaza arbori binari.
Inaltimea arborelui binar

int max(int x, int y)
{if (x>y) return x;
else return y;}
int h(nod *r)
{if (r==NULL) return O;
else
return 1+max(h(r->s),h(r->d));}

Copierea unui arbore binar

nod *comb(int n,nod *s,nod *d)
{nod *c; c = new nod; c->nr=n;
c->s=s; c->d=d; return c;}
nod *copie(nod *c)
{if (c==NULL) return NULL;

else return
comb(c—>nr,copie(c->s),copie(c—>d));}
void mainQ)

{rl=creare(); r2=copie(rl); ... }
Afigarea etichetelor de pe un nivel
precizat

void nivel(nod *r,int i,int k)
{if (r!=NULL)

{if (i==k) cout<<r->nr<<" "';
nivel(r->s,i+1,k);
nivel(r->d, i+1,k);}}

void main()
{int k; r=creare();

cout<<"Nivelul: ";
nivel(r,0,k);}

cin>>k;

Numarul de ,,frunze* ale arborelui binar

int frunza(nod *r)
{return r->s==NULL && r->d==NULL;}
int nr_fr(nod *r)
{if (r==NULL) return O;
else if (frunza(r)) return 1;
else
return nr_fr(r->s)+nr_fr(r->d); }

Compararea a doi arbori binari

int egal(nod *rl,nod *r2)
{if (r1==NULL) return r2==NULL;
else iIf (r2==NULL) return O;
else return
rl->nr==r2->nr &&
egal(rl->s,r2->s) &&
egal(ri->d,r2->d);}
void mainQ)
{... if (egal(rl,r2)) ... }
Verificarea existentei unui nod cu
eticheta precizata

int caut(nod *r,int k)
{if (r==NULL) return O;
else
if (r->nr==k) return 1;
else
return caut(r->s,k)||caut(r->d,k);}
void main()
{int k; r=creare();
cout<<"Nodul: '; cin>>k;
if (caut(r,k))
cout<<"A fost gasit";
else cout<<'Nu a fost gasit';}

2.8.4.3. Algoritmi pentru parcurgerea unui arbore binar

Parcurgerea unui arbore binar se poate face prin:

- algoritmul de parcurgere in latime (la fel ca la grafuri);

-> algoritmi de parcurgere in adancime (specifici arborilor binari):
-> algoritmul RSD (traversarea n preordine);
- algoritmul SRD (traversarea in inordine);
-> algoritmul SDR (traversarea in postordine).

Observatie. Algoritmii pentru parcurgerea unui arbore binar pot fi folositi pentru a prelucra
informatiile din noduri.



Informatica

313

Algoritmul RSD

Metoda: se prelucreaza radacina, subarborele stdng, subarborele drept (pentru arborele

Az dinfigura77-123678945).
Implementarea statica

void rsd(int 1)
{cout<<i<<" ";

if (st[i]!'=0) srd(st[i]);

if (dr[i]'=0) srd{dr[i]);}
void main()
{ ...rsd(r); cout<<endl; ...}

Algoritmul SRD

Implementarea dinamica

void rsd(nod *r)
{if (r!=NULL)
{cout<<r->nr<<" ";
rsd(r->s);
rsd(r->d);}}
void main()
{ -..rsd(r); cout<<endl; ...}

Metoda: se prelucreaza subarborele stang, radacina, subarborele drept (pentru arborele

Az dinfigura77-327698145).
Implementarea statica
void srd(int i)

{if (st[i]'=0) srd(st[i]);

cout<<i<<" ';

if (dr[i]!'=0) srd{dr[i]):}
void main()
{ ...srd(r); cout<<endl; ...}

Algoritmul SDR

Implementarea dinamica

void srd(nod *r)

{if (r'=NULL)
{srd(r->s);
cout<<r->nr<<" "';
srd(r->d);}}

void main()

{ ...srd(r); cout<<endl; ...}

Metoda: se prelucreaza subarborele stang, subarborele drept, radacina (pentru arborele

Az dinfigura77-379862541).
Implementarea statica

void sdr(int 1)

{if (st[i]1!=0) srd(st[i
if (dr[i]!'=0) srd(dr[i
cout<<i<<" ";}

void main()

{ -..sdr(r); cout<<endl; ...}

Implementarea dinamica

void sdr(nod *r)
{if (r!=NULL)
{sdr(r->s);
sdr(r->d);
cout<<r->nr<<" ";}}
void main()
{ -..sdr(r); cout<<endl; ...}

Observatie. Informatiile din nodurile arborelui binar, dupa prelucrare, pot fi salvate intr-un
fisier text. La 0 noua executie a programului ele permit restaurarea arborelui pentru o noua
prelucrare.

Exemplu — pentru arborele creat anterior, etichetele nodurilor sunt salvate intr-un figier text
(sunt scrise pe un rand, despartite prin spatiu) si la 0 noud executie a programului sunt

readuse in memoria interna:
Salvarea arborelui in figierul text

fstream f(*'arbore.txt”,10s::out);
void salvare(nod *r)
{if (ri=NULL)

{f<<r->nr<<" "';

rsd(r->s);

rsd(r->d);}

else f<<0<<" ";}

Restaurarea arborelui din figierul text

fstream g(arbore._txt”,10s::1in);
nod *restaurare()
{int n; nod *r; g>>n;
if (n==0) return NULL;
else {r = new nod;
r->nr=n;
r->s=restaurare();
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void main() r->d=restaurare();
{ -..salvare(r); ...} return r;}}

void main()
{ ...r=restuarare(r); ...}

1. Scrieti cate un subprogram pentru urmatoarele metode de parcurgere
@g a arborilor binari: RDS (radacina, subarbore drept, subarbore stang),

o 0k w

DRS (subarbore drept, radacina, subarbore stang) si DSR (subarbore
drept, subarbore sténg, radacina).
Scrieti un program care citeste succesiunea nodurilor afigate prin parcurgerea SDR si
prin parcurgerea RSD si afiseaza etichetele nodurilor prin parcurgerea RSD.

Scrieti o functie iterativad pentru metoda de parcurgere RSD a arborilor binari.
Scrieti o functie care afiseaza numarul nivelului cu cele mai multe frunze.
Scrieti o functie care sa verifice dacé un arbore binar este perfect echilibrat.

Scrieti un program care sa furnizeze urmatoarele informatii despre un arbore binar:
nodul radacina, nodurile terminale, nodurile cu exact un fiu, nodurile cu exact doi fii,
nodurile frati si inaltimea. Arborele binar este implementat dinamic si crearea Iui se face
prin introducerea informatiilor din noduri de la tastatura.

Scrieti un program care creeaza un arbore binar implementat dinamic prin citirea etiche-
telor dintr-un figier text (etichetele sunt scrise pe un rand, despartite prin spatiu, in ordi-
nea n care ar fi fost introduse de la tastatura) si care verifica daca arborele binar este
un arbore binar strict.

Tn nodurile unui arbore binar sunt memorate numere intregi care nu sunt distincte. Scrieti
un program care creeaza un arbore binar implementat dinamic prin citirea numerelor din-
tr-un figier text (hnumerele sunt scrise pe un rand. despartite prin spatiu, in ordinea in care
ar fi fost introduse de la tastatura) si care creeaza o lista dublu nlantuita care sa contina
numai numerele distincte si, pentru fiecare numar, de cate ori apare in arbore.

In nodurile unui arbore binar sunt memorate numere intregi care nu sunt distincte.
Scrieti un program care creeaza un arbore binar implementat dinamic prin citirea
numerelor dintr-un figier text si care creeaza o lista simpla, ordonata descrescator, care
sa contind numai numerele distincte.

10.1n nodurile unui arbore binar sunt memorate numere naturale. Scrieti un program care

sa realizeze urmatoarele:

a. Creeaza arborele binar (implementat dinamic) prin introducerea numerelor de la

tastatura.

Calculeaza suma numerelor pare din nodurile terminale.

Calculeaza suma numerelor pozitive din nodurile care au exact doi succesori.

Determina numarul cu valoarea cea mai mare si de cate ori apare n nodurile arborelui.

Creeaza o lista simplu inlantuitd cu numerele din nodurile arborelui care au ultima

cifra 5 sau 3.

Afiseaza pe ecran numerele de pe un nivel k (k se citeste de la tastatura).

g. Salveaza, intr-un figier text, numerele de pe fiecare nivel (humerele de pe acelasi
nivel vor fi scrise pe un rand, separate prin spatiu).

h. Creeaza un arbore cu aceeasi structura arborescenta ca cel creat la punctul (a) dar
care difera de el prin informatia din noduri: daca in primul arbore numarul este par, in
al doilea arbore este inlocuit cu suma cifrelor sale, iar daca in primul arbore numarul
este impar, n al doilea arbore este Tnlocuit cu inversul lui.

®o0oT

—h
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2.8.4.4. Aplicatii practice

1. Construiti arborele genealogic al stramosilor familiei pana la nivelul stra-strabunici
(parintii directi ai fiecarei persoane). Se va lua ca nod radacina persoana pentru care se
intocmeste arborele. In fiecare nod se va memora numele unei persoane (mama sau
tatal persoanei din nodul parinte). Informatiile despre arbore se citesc dintr-un figier text,
astfel: de pe primul rand, numarul de noduri ale arborelui, de pe urmatoarele doua randuri
vectorii st si dr, si de pe al patrulea r&nd, in ordinea etichetelor, numele memorate in
noduri. Scrieti un program care, pentru un nume citit de la tastatura, sa afiseze numele
parintilor si numele bunicilor persoanei respective.

2. Construiti arborele campionatului de meciuri de baschet. n fiecare nod se vor pastra
urmatoarele informatii: eticheta nodului, numele celor douad echipe, scorul fiecarei
echipe si data la care s-a jucat meciul. In nodurile terminale vor fi pastrate numai
numele echipelor. Scrieti un program care sa asigure urmatoarea functie: dupa fiecare
meci, se va copleta informatia in fiecare nod: data la care s-a jucat meciul si scorul; pe
baza scorului, in nodul parinte va fi scris numele echipei castigatoare. Dupa fiecare
executie a programului, arborele trebuie salvat intr-un figier, de unde trebuie readus la
urmatoarea executie.

2.8.5. Arborele binar de cautare

2.8.5.1. Definitia arborelui binar de cautare

Terminologie:

- Se numeste cheie un camp din informatia utila a nodului care poate fi folosit pentru a
identifica unic nodurile arborelui. @

Se numeste arbore binar de cautare un arbore binar @ @
care are proprietatea ca, pentru fiecare nod, cheia din
succesorul stang este mai mica decat cheia din nod, 0 @ @ @
iar cheia din succesorul drept este mai mare decét

cheia din nod. e 6 @ @ @
Exemplu — Arborele binar A;4 din figura 79. Fig. 79 Ay

Caracteristici:

- Pentru orice nod, subarborele stang contine noduri cu valori mai mici ale cheii, iar
subarborele drept contine noduri cu valori mai mari ale cheii.
-> Intr-un arbore binar de cautare nu exista doua noduri cu aceeasi valoare a cheii.

Pentru multimea de chei {2, 5, 7, 10, 12, 15, 23} desenati arborii binari de
cautare cu inaltimea 2, 3, 4, 5 $i 6.

2.8.5.2. Algoritmi pentru prelucrarea unui arbore binar de cautare

Pentru prelucrarea unui arbore binar de cautare se pot folosi urmatorii algoritmi:
- Algoritmul pentru creare,
-> Algoritmii pentru parcurgere,
-> Algoritmii pentru actualizare.
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Algoritmul pentru crearea unui arbore binar de cautare

Crearea unui arbore binar de cautare se face prin adaugarea fiecarui nod ca nod terminal, in
pozitia corespunzatoare, astfel incat arborele sa nu-gi piarda proprietatea din definitie.
Cautarea nodului la care se va adauga ca succesor nodul terminal si ce fel de succesor va fi
(stang sau drept) se face cu ajutorul unui pointer care va indica nodul curent care se
analizeaza. Nodul de la care se porneste este radacina arborelui. Cu ajutorul acestui pointer
se avanseaza pe nivelurile arborelui prin succesorul stang sau succesorul drept al nodului
curent, in functie de rezultatul comparatiei dintre valoarea citita pentru cheie si valoarea cheii
din nodul curent. Avansarea continua pana cand succesorul nodului curent la care a ajuns
pointerul este arborele vid. Algoritmul pentru crearea arborelui binar de cautare este:

PASL. Se initializeaza arborele cu arborele vid, atribuind radacinii adresa NULL.

PAS2. Se citeste informatia utila, cu valoarea v pentru cheie.

PAS3. Cat timp exista informatie utild executa:

PAS4. Se initializeaza nodul curent cu nodul radacina.

PAS5. Daca nodul curent nu este un arbore vid, atunci se trece la Pasul 9.

PAS6. Se creeaza un nod prin alocarea unei zone de memorie.

PAS7. Se atribuie, campului cu informatie din nod, informatia citita.

PASS. Se atribuie, succesorilor nodului, arborele vid. Se trece la Pasul 11.

PAS9. Daca v (cheia din informatie), este mai mica decét cheia nodului curent,
atunci nodul curent devine succesorul stang si se revine la Pasul 5.

PAS10.Daca v (cheia din informatie) este mai mare decét cheia nodului curent,
atunci nodul curent devine succesorul drept si se revine la Pasul 5;
altfel, se afiseaza mesajul "Cheia exista deja”.

PAS11. Se citeste informatia utila cu valoarea v pentru cheie.

Implementarea subprogramului prin care se adauga un nod la arbore s-a facut recursiv.

Observatie. Daca se prelucreazad o multime de valori numerice care nu sunt diferite intre
ele, se poate folosi arborele binar de cautare, adaugand la structura nodului un cadmp in
care se numara frecventa de aparitie a numarului in girul de valori (frecv):
struct nod {int nr,frecv;
nod *s,*d;};

in acest mod, este respectatad conditia de cheie unica impusa de definitia arborelui binar de
cautare, Tn nodurile lui fiind memorate numai valorile unice ale cheii. Programul de creare a
unui arbore binar de cautare, in cele doua variante, este:

Valoarea pentru cheie este unica Valoarea pentru cheie nu este unica
void creare(nod *&r, int n) void creare(nod *&r, int n)
{if (r'=NULL) {if (r!'=NULL)

iT (n<r->nr) creare(r->s,n); it (n<r->nr) creare(r->s,n);
else it (n>r->nr) creare(r->d,n); else it (n>r->nr) creare(r—>d,n);
else else r->frecv++;
cout<<Numarul exista''<<endl; else {r = new nod;
else {r = new nod; r->nr=n;
r->nr=n; r->frecv=1;
r->s=NULL; r->s=NULL;
r->d=NULL;}} r->d=NULL;}}
void main() void main()
{int n; r=NULL; {int n; r=NULL;

cout<<"Numar: "; cin>>n; cout<<"Numar: ''; cin>>n;
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while (n!=0) while (n!=0)

{creare(r,n); {creare(r,n);
cout<<"Numar: '"; cin>>n;} cout<<"Numar: '; cin>>n;}
---} .

Observatie. Indltimea arborelui binar de cautare depinde de ordinea in care se
introduc valorile cheii.

1. Pentru fiecare dintre arborii binari de cautare desenati la tema anteri-
oara, precizati in ce ordine au fost citite cheile, la crearea arborelui.
2. Desenati arborii binari de cautare care se creeaza atunci cand
introduceti pentru cheie, in ordine, urmatoarele valori:
a. 3,6,2,7,8,1,5,4,0;
b. 7,3,1,2,8,5,4,6,0;
c. 1,2,8,4,56,7,8,0.

Algoritmi pentru parcurgerea unui arbore binar de cautare

Pentru parcurgerea arborilor binari de cautare se folosesc algoritmii de parcurgere a unui
arbore binar.

Observatii

1. Prin parcurgerea arborelui cu algoritmul SRD cheile sunt afigate Tn ordine crescatoare.

2. Prin parcurgerea arborelui cu algoritmul DRS cheile sunt afigate Tn ordine descrescatoare.

3. Cheia cu valoarea maxima se gaseste in nodul cel mai din stanga, iar cautarea sa se
face parcurgand arborele numai pe legatura cu succesorul stang, pornind din radacina.

4. Cheia cu valoarea minima se gaseste in nodul cel mai din dreapta, iar cautarea sa se
face parcurgand arborele numai pe legatura cu succesorul drept, pornind din radacina.

Valoarea minima Valoarea maxima
Implementare recursiva
int min(nod *r) int max(nod *r)
{if (r->s!I=NULL) {if (r->dI=NULL)
return min(r->s); return max(r->d);
else return r->nr;} else return r->nr;}
void main() void main()

cout<<endl<<"Minim: "'<<min(r); ...} cout<<endl<<"Maxim: "'<<max(r); ...}
Implementare iterativa

int min(hod *r) int max(nod *r)
{while (r->s!=NULL) {while (r->d!)
r=r->s; r=r->d;
return r->nr;} return r->nr;}
void main() void main()

cout<<endl<<"Minim: "'<<min(r); ...}  cout<<endl<<"Maxim: "'<<max(r); ...}

5. Deoarece intre nodurile arborelui binar de cautare este stabilitd o relatie de ordine,
cautarea unei anumite chei se face rapid prin mecanismul cautarii binare (se cauta in
una din cele doua submultimi de valori — subarborele stang sau subarborele drept).
Cautarea nodului se face cu ajutorul unui pointer, care porneste din nodul radacina si
care va indica nodul curent care se analizeaza. Pointerul va avansa prin succesorul
stang sau succesorul drept al nodului curent, in functie de rezultatul comparatiei dintre



318 Implementarea structurilor de date

valoarea cititd pentru cheie si valoarea cheii
din nodul curent. Avansarea continua pana
cand se gaseste un nod care contine cheia
cautatd sau pana se ajunge la un arbore vid
(cazul In care nu exista cheia cautata in
arbore) — figura 80.

PAS1. Se citeste cheia k care se cauta.

PAS2. Se initializeaza pointerul cu adresa rada-
cini.

PAS3. Céat timp nu s-a gasit cheia cautata si nu s-a ajuns la arbore vid executa:

PAS4. Daca nodul curent are cheia mai mica decat k, atunci pointerul avanseaza
la subarborele stang; altfel, pointerul avanseaza la subarborele drept.

Implementare recursiva Implementare iterativa

nod *cauta(nod *r,int k) nod *cauta(nod *r,int k)

{if (r=NULL || r—>nr==k) return r; {while (r!'=NULL && r->nr!=k)
else if(r->nr>k) r=r->s;
if(r->nr>k) return cauta(r->s,k); else r=r->d;

else return cauta(r->d,k);} return r;}
void main() void main(Q)
{int k; ... {int k; ...
cout<<"Cheila cautata: ''; cin>>k; cout<<'Cheila cautata: '; cin>>k;
if (cauta(r,k)!=NULL) if (cauta(r,k)!=NULL)
cout<<'S-a gasit'’; cout<<''S-a gasit'’;
else cout<<'Nu s-a gasit”; ...} else cout<<'Nu s-a gasit’; ...}

Algoritmi pentru actualizarea unui arbore binar de cautare

in arborii binari de cautare se pot executa urmatoarele operatii de actualizare:
- inserarea unui nod;
- stergerea unui nod.

; In urma acestor operatii de actualizare, arborele trebuie sa-si
Atentie y i ’ . <
’ pastreze calitatea de arbore binar de cautare.

Algoritmul pentru inserarea unui nod

Cautarea pozitiei in care se insereaza nodul se face cu ajutorul unui pointer, care porneste
din nodul radacina si care va indica nodul curent care se analizeaza. Pointerul va avansa
prin succesorul stang sau succesorul drept al nodului curent, in functie de rezultatul
comparatiei dintre valoarea cititd pentru cheia care se insereaza si valoarea cheii din nodul
curent. Avansarea continud pana cand se gaseste un nod care contine o cheie egala cu
cheia care se insereaza (cazul in care nodul nu se poate insera, deoarece mai exista o
cheie cu aceeasi valoare in arbore) sau pana cénd, in nodul curent, succesorul pe care
avanseaza pointerul este un arbore vid. Daca s-a ajuns la arborele vid, inseamna ca
valoarea cheii care se insereaza nu mai exista in arbore — si cheia se adauga ca succesor
al nodului curent, drept sau stang, in functie de valoarea cheii care se insereaza si de
valoarea cheii din nodul curent. Variabila r este pointerul catre nodul care se insereaza. In
varianta iterativa, variabila c este pointerul catre nodul curent, iar variabila logica x se
foloseste pentru a sti dacé Tn arbore s-a gasit cheia care se insereaza (este initializata cu
valoarea 1, presupunandu-se ca nu mai exista cheia in arbore).
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PAS1. Se citeste cheia k a nodului care se insereaza.
PAS2. Se initializeazéa pointerul r cu adresa radacinii.
PAS3. Céattimp nu s-a ajuns la arbore vid si nu s-a gasit cheia care se insereaza executa:

si se revine la Pasul 3.

PAS6. Daca nu s-a gasit in arbore cheia care se insereaza (x<>0), atunci:

succesorul stang.
Valoarea pentru cheie este unica

void inserare(nod *&r,int k)
{if (r'=NULL)
if (r->nr==k)
cout<<"Cheia exista''<<endl;
else It (r->nr>k)
inserare(r->s,k);
else inserare(r->d,k);
else {r=new nod; r->nr=k;
r->s=NULL; r—>d=NULL;}}
void main()
{int k; ...
cout<<''Cheia care se insereaza: '';
cin>>k; inserare(r,k); ...}

PAS7. Se creeaza un nod prin alocarea unei zone de memorie.
PASS. Se atribuie, campului cu informatie din nod, informatia care se insereaza.
PAS9. Se atribuie, succesorilor nodului, arborele vid.
PAS10. Daca nodul curent c are cheia mai mica decét k, atunci nodul care se in-

sereaza este succesorul drept; altfel, nodul care se insereaza este

PAS4. Daca nodul curent are cheia egala cu k, atunci se afiseaza mesajul “Cheia
exista”, se atribuie lui X valoarea 0 si se trece la Pasul 6.
PASS5. Daca nodul curent are cheia mai mica decét k, atunci pointerul avansea-
za la subarborele stang; altfel, pointerul avanseaza la subarborele drept

Valoarea pentru cheie nu este unica
Implementare recursiva

void inserare(nod *&r,int k)
{if (ri=NULL)
iT (r—>nr=k)r->frecv++;
else it (r->nr>k)
inserare(r->s,k);

else inserare(r->d,k);

else {r=new nod; r->nr=k;
r->s=NULL; r->d=NULL;}}
void main()
{int k; ...

cout<<''Chela care se insereaza:

cin>>k; inserare(r,k); ...}

Implementare iterativa

void inserare(nod *r,int k)
{int x=1; nod *c;
while (r!=NULL && %)
if (r->nr==k)
{cout<<"Cheila exista'<<endl;
x=0;}
else
if (r->nr>k) {c=r; r=r->s;}
else {c=r; r=r->d;}
it )
{r=new nod; r->nr=k;
r->s=NULL; r->d=NULL;
if (c->nr>k) c->s=r;
else c->d=r;}}
void main()
{int k; ...
cout<<''Cheila care se iInsereaza: "';
cin>>k; inserare(r,k); ...}

void inserare(nod *r,int k)
{int x=1; nod *c;
while (rI=NULL && Xx)
it (r->nr==k)
{r->frecv++; x=0;}
else

if (r->nr>k) {c=r; r=r->s;}
else {c=r; r=r->d;}

it )

{r=new nod; r->nr=k;
r->s=NULL; r->d=NULL;
if (p->nr>k) c->s=r;

else c->d=r;}}

void main()
{int k; ...

cout<<''Cheila care se insereaza: '';

cin>>k; inserare(r,k); ...}
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Algoritmul pentru stergerea unui nod
La stergerea unui nod din arborele binar pot sa apara trei cazuri:

1.

Nodul care se sterge nu are fii. In nodul parinte, adresa lui este inlocuitd cu adresa
arborelui vid — figura 81.

Stergere nod terminal: k=1. @ Stergere nod terminal: k=7.
p->s=NULL; — p->d=NULL;
delete qi; P 9 @ delete g2;
Q1—’ <—Q2
Fig. 81

Nodul care se gterge are un fiu. In nodul parinte, adresa lui este inlocuitd cu adresa
fiului (se stabileste o legatura ntre parintele lui si fiul lui) — figura 82.

Fig. 82 AT g,

Stergere nod cu fiu stang: k=5.
p->S=p->sS->S;
delete ql;

Stergere nod cu fiu drept: k=11.
p->d=p->d->d;
delete g2

3.

Nodul care se sterge are doi fii. Se cauta, in subarborele drept al nodului care trebuie
sters, primul nod care nu are succesor drept. Acest nod are cea mai mare cheie din
subarborele drept gi, implicit, cea mai mare cheie din subarborii subordonati nodului
care se sterge. Informatia utila din acest nod este copiatd in nodul care trebuie sters,
dupa care este sters nodul gasit ca nod cu un singur fiu — succesorul stang (cazul 2).
Prin copierea informatiei din nodul cu cheia cea mai mare, arborele Tsi pastreaza
proprietatea de arbore binar de cautare — figura 83.

Stergere nod cu doi fii: k=7.
g->info=r->info;
p->s=p->s->d;

delete r;

Fig. 83

PAS1. Se citeste cheia k a nodului care se sterge.
PAS2. Se initializeaza pointerul r cu adresa radacinii.
PAS3. Cat timp nu s-a sters nodul si nu s-a ajuns la arborele vid executa:

PAS4. Daca nodul curent are cheia egala cu k, atunci se trece la Pasul 5, pentru
a se analiza ce tip de nod este; altfel, se trece la Pasul 9.

PASS5. Daca nodul curent este nod terminal, atunci, in nodul parinte, adresa lui
este inlocuita cu arborele vid, se elibereaza zona de memorie ocupata de
nodul curent — si se revine la Pasul 3.

PAS6. Daca nodul curent are numai succesor drept, atunci, Tn nodul parinte,
adresa lui este Tnlocuita cu adresa succesorului sau drept, se elibereaza
zona de memorie ocupata de nodul curent — si se revine la Pasul 3.
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PAS7. Daca nodul curent are numai succesor stang, atunci, in nodul parinte,
adresa lui este Tnlocuitd cu adresa succesorului sdu stang, se elibereaza
zona de memorie ocupata de nodul curent — si se revine la Pasul 3.

PAS8. Se cautd, n subarborele drept al nodului curent, primul nod care nu are
succesor drept, se copiaza informatia utila din acest nod in nodul curent, se
elibereaza zona de memorie ocupata de nodul gasit — si se revine la Pasul 3.

PAS9. Daca nodul curent are cheia mai mica decéat k, atunci se cautd nodul
care trebuie sters Tn succesorul drept; altfel, se cauta nodul care trebuie
sters n succesorul stdng. Se revine la Pasul 3.

PAS10. Daca s-a ajuns la arborele vid, atunci se afiseazé mesajul “Cheia nu exista”,

Observatie. Transmiterea adresei de la nodul curent (care se sterge) la parintele sau, se
face prin transmiterea prin referinta a parametrului cu adresa nodului.

void sterge nod(nod *&r, nod *&c)
/*se cauti Tn subarborele drept al nodului curent (r) primul nod care
nu are succesor drept (c) */
{nod *p;
if (c->d!'=NULL) sterge nod(r,c->d);
else {r->nr=c->nrj; //se copiazid informatia utila din nodul
//gssit Tn nodul curent
p=c->s; delete c; c=p; }}
//se sterge nodul gisit ca nod care are numai succesor drept
void stergere(nod *&r,int k)
{nod *c;
it (r!=NULL)
iT (r—>nr==k) //daci s-a gasit nodul care trebuile sters
ifT (r—->s==NULL && r->s==NULL) //daca este nod terminal
{delete r; r=NULL;}
else
if (r->s==NULL) //daci este nod care are numai succesor drept
{c=r->d; delete r; r=c;}
else if (r->d=NULL) //daci este nod care are numal succesor stang
{c=r->s; delete r; r=c;}
else sterge nod(r,r->s); //daci are ambii succesori
else //daci nu s-a gasit nodul care trebuile sters
if (r->nr<k) stergere(r->d,k); //cauti Tnh succesorul drept
ellse stergere(r->s,k); //cauta Tn succesorul stang
else cout<<"Cheia nu exista";}
void main()
{int k; ... cout<<''Chela care se sterge: "'; cin>>k; stergere(r,k); ...}

Complexitatea algoritmilor de prelucrare a arborilor binari de cautare

Cautarea unei informatii identificata printr-o cheie cu valoarea k Tncepe de la nodul
radacina si se termina, in cel mai rau caz, intr-unul dintre nodurile terminale ale arborelui.
Gasirea nodului presupune executarea operatiei de comparare dintre cheia cu valoarea K si
cheia nodului curent. Timpul mediu de executie al algoritmului se calculeaza la fel ca la
algoritmul de cautare secventiala intr-o structura liniara de n chei (reprezentate sub forma
de vector sau lista Tnlantuita), unde:

n+1

Trned =
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In cazul arborelui binar de cautare, dimensiunea datelor nu este n, ci numarul de niveluri
ale arborelui de cautare (sau inaltimea lui). Inaltimea fiind cu 1 mai mica decét numarul de
niveluri parcurse (se considera si nivelul radacinii), in cazul arborelui binar de cautare:

h+2

Toeg = ———0
med 2

Ordinul de complexitate al algoritmului este O(h). Rezultd ca timpul consumat pentru operatii-
le de prelucrare a arborilor binari de cautare este direct proportional cu inaltimea arborelui h.

Propozitia 20
Inaltimea unui arbore binar cu n noduri poate lua valori intre logz(n)-1 i n-1.
Demonstratie. Notdm cu h inaltimea arborelui binar cu n noduri. Arborele binar are cea mai mare

fnaltime (h_max) atunci cand este degenerat (nodurile sunt distribuite cate unul pe fiecare nivel —
cu exceptia nodului terminal, ordinul fiecarui nod este 1). Rezultd cd h_max=n-1 si h<n-1 Arborele

gasesc pe acelasi nivel — si ordinul fiecarui nod, cu exceptia nodurilor terminale, este 2). In acest caz,

) . . . Al P < . . h_min+1 . o _
pﬁ fle_ca{e nivel i vor fi 2" noduri, iar numarul n de noduri va fi egal cu 2 —1. Rezulta ca n+l =
2™ sih_min+1= logz(n+1). Din ultima egalitate rezulta ca h > log2(n)-1.

Eficienta algoritmului de prelucrare a arborilor binari depinde de modul in care a fost
creat arborele. Daca el are inaltimea maximéa (arborele binar degenerat, in care fiecare nod nu
are decét un succesor), ordinul de complexitate al algoritmului va fi O(n) si este egal cu cel al
algoritmului de cautare secventiald intr-o structura de date liniard. Daca el are inaltimea minima
(arborele complet sau aproape complet), ordinul de complexitate al algoritmului va fi O(logzon).

1. Comparati, din punct de vedere al eficientei, algoritmii recursivi gi

@g iterativi pentru determinarea minimului, respectiv a maximului, ntr-un

arbore binar de cautare. Care dintre variante este mai eficienta?

2. Pentru arborele binar Aj4 din figura 79, cate operatii de deplasare in structura de date
se executa pentru a determina minimul? Daca valorile din arbore ar fi fost memorate
intr-o structura liniard, cate operatii de deplasare s-ar fi executat pentru a determina
minimul? Care dintre structurile de date este mai eficienta?

3. Scrieti o functie care sa creeze un arbore binar de cautare perfect echilibrat.

4. Scrieti o functie care sa verifice daca un arbore binar este un arbore binar de cautare.

5. In nodurile unui arbore binar sunt memorate numaratorul si numitorul unor fractii
distincte. Sa se simplifice fractiile din arbore, iar daca in urma simplificarii rezulta un
numar intreg, sa se elimine din arbore.

6. 1n nodurile unui arbore binar sunt memorate numere intregi. Se citeste de la tastatura un
numar intreg X. Sa se caute in arbore nodul cheia x si daca se gaseste, sa se afigseze
fratele sau — precizandu-se daca este fratele stang sau fratele drept. Sa se afiseze un
mesaj de informare daca nu se gaseste cheia x in arbore sau daca nodul nu are frate.

2.8.5.3. Aplicatii practice

1. Un text contine cuvinte care se pot repeta. Textul este memorat intr-un figier text. Scrieti
un program care sa citeasca textul din fisier si care sa afiseze cuvintele din text,
ordonate alfabetic, si frecventa lor de aparitie in text.

2. Realizati o agenda de telefon cu ajutorul unui arbore binar de cautare. In fiecare nod se
vor pastra urmatoarele informatii: numele si prenumele persoanei, numarul (numerele
de telefon) si adresa de e-mail. Scrieti un program care sa permitd adaugarea de noi
persoane Th agenda, eliminarea unor persoane si cautarea unei persoane pentru a afla
numarul de telefon si adresa de e-mail.
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2.8.6. Ansamblul Heap

2.8.6.1. Definitia ansamblului Heap

Se numeste ansamblu Heap un arbore binar care indeplineste urmatoarele conditii:
(1) este un arbore aproape complet;
(2) in orice pereche de noduri tata-fiu cheile sunt intr-o relatie de ordine prestabilita.

Exemplu. In figura 84 este prezentat ansamblul Heap A;s in
nodurile caruia sunt memorate numere naturale, relatia de
ordine fiind: dacd in nodul tatd este un numar impar, n
nodul fiu nu poate fi decat tot un numar impar. Numerele
scrise Tn exteriorul nodurilor, reprezinta indici pentru nume-
rotarea nodurilor.

Terminologie:

-> Ansamblul Heap se mai numeste si arbore de selectie sau arbore partial ordonat.

- Un ansamblu Heap maxim este un ansamblu Heap n care
cheia parintelui este mai mare sau egald cu cheia fiului
(arborele binar Az din figura 85).

- Un ansamblu Heap minim este un ansamblu Heap in care
cheia parintelui este mai mica sau egald cu cheia fiului
(arborele binar A;7 din figura 86).

Caracteristici:
- Intr-un ansamblu Heap cu n noduri, in&ltimea arborelui h este egala cu [logzn]-1.

- Intr-un ansamblu Heap (de exemplu, intr-un ansamblu
Heap minim sau Heap maxim) pot exista chei cu
aceeasi valoare.

- Intr-un ansamblu Heap minim cheia din orice nod este
mai mica sau egala cu cheile tuturor nodurilor din cei doi
subarbori ai sai, iar in nodul radacina se gaseste cheia
cea mai mica din arbore.

- Intr-un ansamblu Heap maxim cheia din orice nod este mai mare sau egala cu cheile
tuturor nodurilor din cei doi subarbori ai sai, iar Tn nodul radacina se gaseste cheia cea
mai mare din arbore.

- Un ansamblu Heap poate fi folosit pentru a implementa o coada de prioritati (de aici fi
vine gi denumirea de arbore de selectie), deoarece — prin extragerea cheilor prin nodul
radacind — se extrag datele in conformitate cu relatia de ordine prestabilita. Pentru
ansamblul Heap Ajs din figura 85, ordinea de extragere a datelor este: mai inti
numerele pare si apoi numerele impare. in ansamblul Heap Ass din figura 86 extragerea
nodurilor se face n ordinea descrescatoare a etichetelor, iar in ansamblul Heap A;7 din
figura 86 extragerea nodurilor se face in ordinea crescatoare a etichetelor.

Proprietate: Ansamblul Heap are o proprietate foarte importanta (pe care o mosteneste de
la arborii binari completi): dacé nodurile arborelui se numeroteaza cu indici, in ordinea
parcurgerii in latime (ca in figura 84), intre indicii parintelui, al subarborelui stang si al
subarborelui drept — exista urmatoarele relatii:

- Parintele nodului cu indicele i are indicele[%] .

Ags
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- Fiul stang al parintelui cu indicele i are indicele 2xi.
- Fiul drept al parintelui cu indicele i are indicele 2xi+1.

Aceasta proprietate a arborilor completi si aproape completi ne permite sa implementam
static ansamblul Heap, cu ajutorul unui vector v.

- Radacina arborelui are eticheta v[1].

- Fiul stang al nodului cu eticheta Vv[i] este nodul cu eticheta v[2*i].

- Fiul drept al nodului cu eticheta v[i] este nodul cu eticheta v[2*i+1].

Indice | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

vectorul  Agg 2 10 18 20 3 5 9 11 15 25

\% A7 2 3 5 10 9 15 | 11 | 18 | 20 | 25
pentru  Ayg 25 20 18 11 15 9 10 5 3 2

Observatii:

1. Tntr-un vector care implementeaza un ansamblu Heap Maxim: V[il2v[2xi] si V[i]>V[2xi+1]
pentru Vie{l, 2, 3, ..., [n/2]} si daca 2xi<n, respectiv 2xi+1<n.

2. Intr-un vector care implementeaza un ansamblu Heap Minim: v[i]<v[2xi] si V[i] <v[2xi+1]
pentru Vie{l, 2, 3, ..., [n/2]} si daca 2xi<n, respectiv 2xi+1<n.

Invers, un vector v — poate fi reprezentat ca un arbore binar aproape
complet. Pentru un indice i€{1, 2, 3, ..., [n/2]}:

- daca 2xi>n, se poate construi un subansamblu Heap care este format numai
din nodul parinte VI[i] (figura 87);

- daca 2xi=n, se poate construi un subansamblu Heap care este format din
nodul parinte Vv[i] si fiul stang v[2xi] (figura 88);

- daca 2xi<n gi 2xi+1<n, se poate construi un subansamblu Heap care este
format din nodul parinte v[i], fiul stang v[2xi] si fiul drept v[2xi+1] (figura 89).

Pentru multimea de chei {2, 5, 7, 10, 12, 15, 23, 25, 28} vii

scrieti vectorul corespunzator ansamblului Heap maxim gi |V [2i]| |V 2+ 1]|
vectorul corespunzator ansamblului Heap minim. Dese-

nati ansamblurile Heap pornind de la vectori. Fig. 89

Fig. 87

Fig. 88

2.8.6.2. Algoritmi pentru prelucrarea unui ansamblu Heap

Pentru prelucrarea unui ansamblu Heap se pot folosi urmatorii algoritmi:
-> Algoritmul pentru crearea ansamblului Heap,
—> Algoritmul pentru inserarea unui nod,
- Algoritmul pentru extragerea unui nod.

Atentie In urma acestor operatii de prelucrare, arborele trebuie sa-si
é,_\w pastreze calitatea de ansamblu Heap.

In algoritmii pentru prelucrarea unui ansamblu Heap se va folosi implementarea statica a
ansamblului cu ajutorul vectorului. Daca lungimea fizica a vectorului este NMAX, numarul
de noduri n ale ansamblului Heap nu trebuie sa fie mai mare decat NMAX-1. Deoarece
vectorul Heap se construieste pe baza mecanismului de legatura parinte-fii intre indici,
etichetele ansamblului Heap se vor memora in vector incepand cu indicele 1.



Informatica 325

Algoritmul pentru crearea unui ansamblu Heap

Crearea unui ansamblu Heap presupune adaugarea elementelor in vector, pornind de la pri-
mul element, astfel incat aceasta reprezentare sa respecte proprietatile unui ansamblu Heap:

(1) Sa fie un arbore aproape complet. Deoarece in arbore nodul trebuie adaugat pe
ultimul nivel, imediat la dreapta nodului existent, inseamna ca in vector se va
adauga noua cheie imediat dupa ultimul element.

(2) Tn orice pereche de noduri tata-fiu, cheile trebuie sa fie in relatia de ordine presta-
bilita. Daca n arbore se adauga un nod n pozitia precizatd, este posibil ca el sa
nu fie cu parintele sau in relatia de ordine prestabiitd. Solutia este de a propaga
informatia din acest nod catre radacina, pana cand este indeplinitéd relatia de
ordine intre nodul in care a ajuns informatia gi parintele sau.

In algoritmul pentru crearea ansamblului Heap se foloseste variabila j pentru lungimea
logica a vectorului (reprezinta numarul de elemente care au fost adaugate in vector) si
variabila i pentru indicele nodului curent. Algoritmul urmator se poate folosi pentru crearea
unui Heap Maxim:

PAS1. Se citeste prima cheie si se memoreaza in radacina arborelui (elementul v[1]).
PAS2. Pentru nodul j de la al doilea nod, pana la ultimul nod din arbore, executa:
i PAS3. Se scrie cheia in elementul cu indicele j.
i PAS4.  Se initializeaza indicele elementului curent i cu lungimea logica a vectorului j.
i PASS. Cat timp nodul curent este diferit de nodul radacina executa:
i PAS6. Daca cheia memorata in nodul curent (elementul cu indicele i) este
i mai mare decat cheia memorata Tn nodul parinte al nodului curent
! (elementul cu indicele i/2), atunci se interschimba cheia din nodul
i curent cu cheia din nodul parinte, iar nodul parinte devine nod curent;
i altfel, radacina devine nod curent.
fstream f(heap.txt'”,ios::in); //cheile se citesc din fisier
int const NMAX=100;
int v[NMAX],n;
void creare _heap()
{int i,j,aux; f>>n;
if (n<=NMAX-1)
{f>>v[1];
for (J=2;j<=n;j++)
{r>>v[jl; 1=};
while (i>1)
if (v[il>=v[i/2]) {aux=v[i],v[i]=v[i/2]; v[i/2]=aux; 1=i/2;}
else i=1;}}
else cout<<'"Nu se poate crea - arborele are mai multe noduri
decat lungimea fizica a vectorului'<<endl;}
void afisare() {for (Iint I=1;i<=n;i++) cout<<v[i]<<" ";}
void main() {creare_heap()(); afisare();}

Algoritmul pentru inserarea unui nod in ansamblul Heap

Prin adaugarea unui nou nod, lungimea logica a vectorului creste cu 1 si trebuie sa se
verifice sa nu depaseasca lungimea fizica a vectorului. Prin inserarea unui nod, arborele
trebuie sa-si pastreze calitatea de ansamblu Heap, adica sa aiba proprietatile:
(1) S& fie un arbore aproape complet. n arbore, nodul se va adauga pe ultimul nivel,
imediat la dreapta nodului existent. Daca ultimul nivel este complet, nodul se va adauga
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pe urmatorul nivel, ca succesor stang al nodului din extremitatea stanga de pe nivelul
anterior. Inseamna cé n vector se va adduga noua cheie imediat dupa ultimul element.
(2) n orice pereche de noduri tata-fiu cheile trebuie s& fie in relatia de ordine presta-

bilita. Daca in arbore se adauga un nod in pozitia precizata, este posibil ca el sa nu fie
cu parintele sau in relatia de ordine prestabilitd — si informatia trebuie sa se propage
din acest nod cétre radacin, la fel ca la algoritmul de creare. Inseamna c4, in vector,
ultimul element va fi considerat element curent — si cheia memorata in ele se va
compara cu cheia memoratd in parinte. Daca nu respecta relatia de ordine, se in-
terschimba cheia nodului curent cu cheia parintelui, iar parintele devine nod curent.
Propagarea cheii continud pana cand intre elementul curent si parintele sau este
respectata relatia de ordine, sau pana cand radacina ajunge sa fie element curent.

void adauga() //pentru ansamblul Heap Maxim

{int x,1;

it (n==NMAX-1) cout<<"Nu se mai poate adauga nodul''<<endl;
else
{cout<<''cheila= "; cin>>Xx; n++; v[n]=x; i=n;
while (i>1)
it (v[il>=v[i/2]) {x=v[il; VvI[i]l=v[i/Z2]; v[i/2]=x; i=i/2;}
else i1=1;}}
void main() {creare(); ... adauga(Q); --. }

Algoritmul pentru extragerea unui nod din ansamblul Heap

Ansamblul Heap, fiind o coada de prioritati, prima informatie care se prelucreaza este cea
din nodul radacina. Extragerea unui nod din ansamblul Heap Tnseamna de fapt prelucrarea
informatiei din nodul radacina si eliminarea acestui nod din arbore. Pentru ca arborele sa-si
pastreze calitatea de ansamblu Heap, dupa eliminarea nodului radacina trebuie sa aiba
proprietatile:

(1) Sa fie un arbore aproape complet. Inseamné cé trebuie sa dispara din arbore
nodul cel mai din dreapta de pe ultimul nivel. Daca din arbore dispare nodul din
dreapta de pe ultimul nivel, nu trebuie sa dispara din arbore si informatia din acest
nod — din arbore trebuie sa dispara informatia din nodul radacina. De aceea, in
nodul r&dacind este adusa informatia din ultimul nod. in vector, cheia din ultimul
element va fi salvata in primul element, dupa care, este eliminat ultimul element
prin decrementarea lungimii logice a vectorului.

(2) Tn orice pereche de noduri tata-fiu cheile trebuie sa fie in relatia de ordine presta-
bilita. Daca n nodul radacina este adusa informatia din ultimul nod, este foarte pro-
babil sa nu mai fie respectata relatia de ordine intre nodul radacina si fiii sai. Solutia
este de a propaga informatia adusa Tn radacina, catre nivelurile inferioare, pana
cand este indeplinita relatia de ordine intre nodul in care a ajuns informatia si fiii sai.

In algoritmul pentru eliminarea nodului din ansamblul Heap se foloseste variabila i pentru
indicele nodului curent, iar variabila j — pentru indicele nodului fiu al nodului curent.

PAS1. Se prelucreaza cheia din radacina (elementul v[1]).

PAS2. Se copiaza in radacina cheia din ultimul nod (elementul v[n]) si se micsoreaza cu
1 lungimea logica a vectorului.

PAS3. Se initializeaza nodul curent cu nodul radacina (indicele i are valoarea 1).

PAS4. Cat timp nodul curent face parte din arbore (elementul cu indicele i face parte din
vector) executa:
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PASS5. Daca nodul curent are succesor stang, atunci fiul sau va fi succesorul stang
(indicele j este egal cu 2*i); altfel, nodul curent este scos n afara arborelui,
atribuind indicelui i o valoare mai mare decét lungimea logica a vectorului —
si se revine la Pasul 4.

PAS6. Daca nodul curent are si succesor drept, si cheia din succesorul stang este
mai mica decét cheia din succesorul drept, atunci fiul nodului curent va fi
succesorul drept (indicele j este egal cu 2*i+1).

PAS7. Daca cheia memorata in nodul curent (elementul cu indicele i) este mai mica
decét cheia memorata Tn nodul fiu al nodului curent (elementul cu indicele j),
atunci se interschimba cheia din nodul curent cu cheia din nodul fiu, iar
nodul fiu devine nod curent; altfel, nodul curent este scos in afara arborelui.
Se revine la Pasul 4.

int eliminaQ) //pentru ansamblul Heap Maxim
{int i,j,x=v[1],aux; v[1]=v[n]l; n--; i=1;
while (i<=n)
{if (2*i<=n)
{)=2*i;
if (J+l<=n && v[j+1]>=v[iD J++;
it (vIil<=v@iDA{aux=v[il; vLil=vlil; v@il=aux; i=j;}
else i=n+1;}
else i=n+l;}
return x;}
void main()
{creare();...cout<<"Cheila cea mai mare este "‘<<elimina()<<endl;...}

Observatie. Daca se extrag din arbore toate nodurile si se afiseaza cheile nodurilor
extrase, cheile vor fi afigsate in relatia de ordine prestabilitd pentru ansamblul Heap.

Complexitatea algoritmilor de prelucrare a ansamblurilor Heap

In algoritmul de creare a unui ansamblu Heap, se parcurge secvential vectorul pentru adau-
garea celor n elemente. Complexitatea parcurgerii secventiale este O(n). Pentru fiecare ele-
ment adaugat la vector, cheia nodului trebuie adusa in pozitia corespunzatoare din ansamblul
Heap. Cazul cel mai defavorabil este atunci cand cheia se propaga de pe nivelul pe care a
fost addugata, pana la nivelul radacinii, numarul de comparatii executate fiind egal cu
inaltimea h a arborelui la acel moment (care ia valori de la 0 pana la Igzn), iar complexitatea
algoritmului de propagare a unui nod de pe nivelul cu inaltimea h pana in radacina va fi
O(lg2n). Rezulta ca, in algoritmul de creare, complexitatea este O(n)x O(lgz2n) = O(nxlgzn).
Algoritmul de inserare a unui nod are complexitatea O(Igzn) — cazul cel mai defavorabil
fiind atunci c&nd cheia se propaga de pe ultimul nivel pana in radacina. Algoritmul de
adaugare a unui nod are complexitatea O(Igzn) — cazul cel mai defavorabil fiind atunci cand
cheia se propaga din radacina pana la ultimul nivel.

2.8.6.3. Algoritmul HeapSort

Daca un vector este organizat ca ansamblu Heap, nodurile vor fi extrase n ordinea preci-
zata prin relatia de ordine asociata arborelui. Aceasta caracteristica a ansamblurilor Heap,
sta la baza algoritmului de sortare HeapSort. Daca fiecare element eliminat este adus dupa
ultimul element din vectorul ramas dupa extragerea lui, in vectorul obtinut, cheile vor fi
ordonate invers decéat prin relatia de ordine prestabilitd in ansamblul Heap. Astfel:
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- Daca vectorul era organizat ca un ansamblu Heap Maxim, va fi ordonat descrescator.
- Daca vectorul era organizat ca un ansamblu Heap Minim, va fi ordonat crescator.

1 2 3 4 5 n-1 n
e 4
Cheia maxima din n noduri

1 2 3 4 n-2 n-1 n
—¢ X
Cheia maxima din n-1 noduri

1 2 3 4 n-2 n-1 n

® A

I —

Cheia maxima din 2 noduri

Algoritmul este:
PAS1. Se creeaza vectorul care urmeaza sa fie sortat ca un vector care implementeaza
un ansamblu Heap.
PAS2. Se salveaza lungimea logica a vectorului.
PAS3. Se initializeaza nodul curent cu ultimul nod (indicele i are valoarea n).
PAS4. Cat timp mai existd noduri de extras din ansamblul Heap executa
| PASS5. Se elimina nodul din arbore si se salveaz& in nodul curent.
PASG. Nodul curent devine ultimul nod din ansamblul ramas dupa eliminare (se
decrementeaza cu 1 indicele nodului curent) si se revine la Pasul 4.

...//datele si structurile de date declarate global
void creare heap() {---}

void afisare(Q{---}

int eliminaQ) {---}

void HeapSort()

{int i,j=n;
for (i=n;i>1;i--) v[i]=eliminaQ;
n=j;}

void main() {creare_heap(); HeapSort(); afisare(); cout<<endl;}

Complexitatea algoritmului de sortare

Tn algoritmul de sortare a unui ansamblu Heap se parcurge secvential vectorul pentru a elimi-
na cele n elemente. Complexitatea parcurgerii secventiale este O(n). Pentru fiecare nod se exe-
cuta algoritmul de eliminare — care are complexitatea O(lg2n). Rezulta ca, in algoritmul de sor-
tare a unui vector organizat ca ansamblu Heap, complexitatea este O(n)xO(lg2n) = O(nxIgzn).
Algoritmul de sortare a unui vector folosind metoda HeapSort presupune organizarea vecto-
rului ca un ansamblu Heap — complexitatea O(nxIgzn), urmata de sortarea ansamblului Heap —
complexitatea O(nxIgon). Rezulta ca n algoritmul de sortare prin metoda HeapSort, com-
plexitatea este O(nxlgon)+O(nxIgzn) = O(nxlgon+nxlgon) = O(2xnxlgzon)= O(nxlg2n).

Se citesc din figierul BAC.TXT mai multe siruri de numere naturale nenule,
sfarsitul fiecarui sir fiind marcat de o valoare 0 (care nu se considera ca
face parte din vreun sir). Stiind ca fiecare dintre siruri este un sir strict
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crescator si ca in total sunt cel mult 5000 de numere, scrieti un program care sa realizeze
afisarea tuturor numerelor nenule distincte din figier, in odinea crescatoare a valorilor lor.
a. Descrieti doud metode de rezolvare, una dintre metode fiind eficientd ca timp de

executare.

b. Scrieti un program corespunzator metodei eficiente descrise.

(Bacalaureat — Simulare 2004)

2.8.6.4. Aplicatii practice

1.

Mai multe vehicule parcurg acelasi traseu. Fiecare vehicul este caracterizat de un
identificator, timpul de pornire, timpul de sosire si timpul de parcurgere a traseului (care
se calculeaza din diferenta celor doi timpi). Scrieti un program care sa memoreze aceste
informatii intr-un ansamblu heap si care sa asigure urmatoarele functii: adaugarea unui
nod (un vehicul care a sosit) si afisarea informatiilor despre vehicule, in ordinea
crescatoare a timpului de parcurs.

Produsul realizat de o sectie a unei fabrici este cerut de mai multi clienti. Fiecare client
este caracterizat de nume, numar de telefon, data la care trebuie livrat produsul si
cantitatea comandata. Cererile sunt onorate in ordinea calendaristica a datelor de livrare
si in functie de cantitatea disponibild Tn stoc. Scrieti un program care sa permita intre-
tinerea zilnica a acestei structuri de date, prin urmatoarele operatii:

a. adaugarea de noi comenzi;

b. afisarea listei de comenzi care trebuie onorate in ziua respectiva si salvarea ei intr-un
fisier text (data calendaristica si stocul de produse la inceputul zilei se citesc de la
tastatura);

c. stocul la sfarsitul zilei, dupa ce au fost onorate comenzile.

| Evaluare

Adevarat sau Fals:

1.
2.

© N

10.

Arborele este un graf fara cicluri, minimal cu aceasta proprietate.

Arborele partial de cost minim determina drumurile de lungime minima dintre oricare
doua noduri dintr-un graf conex.

In algoritmul lui Kruskal pentru construirea APM, se porneste de la un arbore partial
care contine nodul radacina.

Intr-un arbore cu radacina, implementarea cu referinte ascendente foloseste doi
vectori: unul pentru a memora nodurile terminale si altul pentru a memora parintii
nodurilor terminale.

Algoritmul de parcurgere in latime a unui arbore cu radacina prelucreaza informatia
n functie de relatiile de subordonare dintre noduri.

Arborele binar este un arbore cu radacina, in care fiecare nod are cel mult doi
succesori.

Un arbore binar strict este un arbore echilibrat.

Un arbore vid este un arbore n care nodul radacina nu are succesori.

Intr-un arbore binar de cautare, cheia oricarui nod este mai mare decat cheile
succesorilor lui.

Pentru a sorta crescator un vector cu algoritmul HeapSort, vectorul trebuie sa imple-
menteze un arbore binar in care, pentru fiecare nod, cheia din succesorul stang este
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mai mica decét cheia din nod, iar cheia din succesorul drept este mai mare decét cheia
din nod.
11. intr-un ansamblu Heap, cheile nodurilor trebuie sé fie distincte.

Alegeti:

1. Orice graf neorientat cu n noduri si n-1 muchii:
a. este aciclic sineconex b. este conex daca si numai daca este aciclic
c. este un arbore d. este conex si contine un ciclu

(Bacalaureat — Simulare 2003)
2. Numarul de muchii ale unui arbore cu 9 noduri este:

a. 9 b. 7 c. 8 d. 10
3. Numarul maxim de noduri terminale ale unui arbore liber cu 15 noduri este:
a. 15 b. 14 c. 12 d. 10
4. Numarul maxim de noduri terminale ale unui arbore cu radacina cu 15 noduri este:
a. 15 b. 14 c. 12 d. 10
5. Numarul maxim de noduri terminale ale unui arbore binar cu 15 noduri este:
a. 6 b. 7 c. 5 d. 4

6. Se considera un arbore cu urmatoarele proprietati: radacina este nodul 1 (considerat
de nivel 1) si fiecare nod i (cu 1<i<3) aflat pe nivelul j are ca descendenti nodurile i+j
si i+2*j. Nodurile i (cu i>3) sunt noduri terminale (frunze). Stabiliti care dintre vectorii
urmatori este vectorul de tati (sau de predecesori) corespunzator arborelui:

a. 0122133 b. 0-11-1-111
c.0112323 d 0112233
(Bacalaureat — Simulare 2003)

7. Se considera arborele din figura alaturata. Care dintre noduri

trebuie ales ca radacina astfel incéat inaltimea arborelui sa fie o Q e 0

minima.

a. 7 b. 3 c. 5 d. 6 9 9 0
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)

8. Un arbore are 14 noduri. Atat radacina, céat si fiecare dintre nodurile neterminale au

cel mult 3 descendenti directi. Tnaltimea maxim& a arborelui (numarul maxim de

muchii ce leaga radacina de o frunza) este:

a. 4 b. 13 c. 5 d. 3
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)

9. Memorarea unui arbore cu ajutorul matricei de adiacenta a grafului este o metoda:

a. eficienta b. neeficienta c. incorecta d. recomandabila
(Bacalaureat — Sesiunea speciala 2003)

10.Se considera arborele din figura A28. Definim inaltimea arborelui ca fiind numarul

maxim de muchii care formeaza un lant care uneste radacina de e e

un nod terminal. Care este inaltimea maxima a arborelui cu

radacina ce se poate obtine alegand ca radacina unul dintre o 9
noduri?

a5 b. 3 c. 6 d. 7 (8)

(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)

11.Se considera un arbore cu radacina in care orice nod care nu este terminal are exact
3 descendenti directi. Atunci, numarul de noduri terminale (frunze) poate fi:
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a. 15 b. 24 c. 2 d 14
(Bacalaureat — Sesiunea iunie-iulie 2003)

12.Se considera un arbore in care radacina este considerata de nivelul 1 si orice nod de
pe nivelul i are exact i+1 descendenti directi, cu exceptia nodurilor de pe nivelul 4
care sunt noduri terminale. Numarul de noduri terminale (frunze) sunt:
a. 24 b. 120 c. 6 d. 30
(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)

13.Se considera un arbore. Despre un lant care uneste doud noduri distincte ny si na se
poate afirma:
a. este unic oricare ar fi ny si n b. este unic daca si numai daca n; sau n; este terminal
C. nu este unic oricare ar finy; sin, d. este unic daca si numai daca n; sau n, este radacina
(Bacalaureat — Sesiunea august 2003)

14.Stabiliti care dintre grafurile alaturate .\I/.
este arbore: _ a. b. C. d.
(Bacalaureat — Simulare 2004)
Urmatorii 4 itemi se refera la arborele cu I

radacina cu 8 noduri, cu muchiile [1,7],
[1,8], [3,1], [3.4], [3,5], [4,2], [4,6] si cu radacina in nodul cu eticheta 3.

15.Vectorul tata al arborelui este:

a. 34033412 b. 33043411 C. 34033411 d. 34334110
16.Numarul de noduri terminale ale arborelui este:

a. 6 b. 4 c. 5 d. 3
17.In&ltimea maxima pe care o poate avea, schimbandu-se nodul, radacina este:

a. 6 b. 5 c. 4 d. 3
18.Daca se ia ca radacina nodul cu eticheta 2, inaltimea arborelui este:

a. 5 b. 2 c. 4 d. 3

19.Numarul de componente conexe care se obtin daca se elimina muchiile care au o
extremitate in nodul cu eticheta 3 este:
a. 3 b. 4 c. 2 d. 1

Urmatorii 5 itemi se refera la arborele cu radacina cu 8 noduri care are vectorul tata: 2 0 2
11133.

20.Numarul de noduri terminale ale arborelui este:

a. 3 b. 4 Cc. 5 d. 2
21.Numarul de lanturi de lungime 3 este:

a. 3 b. 4 c. 5 d. 6
22.Numarul de lanturi de lungime 2 care pornesc din radacina este:

a. 2 b. 4 c. 3 d. 5
23.Numarul de nivele ale arborelui este:

a. 2 b. 3 C. 4 d. 5
24.Fiii nodului 3 sunt:

a. 4,5,6 b. 1,2 c. 7,8 d 2,7,8
25.Un arbore binar strict cu 4 noduri terminale are in total

a. 5 noduri b. 7 noduri C. 9 noduri d. 10 noduri

26.Un arbore binar strict are:
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a. un numar par de noduri b. un numér impar de noduri
C. un numar par de muchii d. un numar impar de muchii
27.Se considera arborele din figura alaturata. Stabiliti ce fel de @
arbore nu este:
a. arbore binar b. arbore de cautare @ @
C. ansamblu Heap d. arbore strict
28.Se considera arborele din figura de la problma anterioara. e @ @ @
Stabiliti ce fel de arbore nu este: e 0
a. arbore echilibrat b. arbore complet
C. arbore aproape complet d. arbore strict @
29.Un arbore binar strict cu 4 noduri terminale are n total:
a. 4 muchii  b. muchii c. 8 muchii d. 9 muchii @ @
Urmatorii 5 itemi se refera la arborele binar din figura alaturata; r @ @ @

este un pointer catre radacing, iar p si g, doi pointeri catre un
nod oarecare: @ @ @ @

30.Alegeti varianta corecta pentru a afisa cheia 15:

a. cout<<r->d->d>->info; b. cout<<r->s->s>->info;

C. p=r->s->d;cout<<p->d->info; d. p=r->s->d;cout<<p->info;
31.Daca se executa instructiunea: p=r->s->d->d; pointerul p va indica cheia:

a. 21 b. 20 c. 18 d. 25

32.Urmatoarea secventa de instructiuni:
p=r—>d->d; p=p->s; g=new nod; g->info=5; g->s=NULL; g->s=NULL; p->s=q;
realizeaza:

a. adauga nodul cu cheia 5 ca succesor stang al nodului cu cheia 30;

b. adauga nodul cu cheia 5 ca succesor drept al nodului cu cheia 30;

c. adauga nodul cu cheia 5 ca succesor stang al nodului cu cheia 19;

d. adauga nodul cu cheia 5 ca succesor drept al nodului cu cheia 19;

33.Urmatoarea secventa de instructiuni:

for (p=r;p->s!=NULL;p=p->S); g=new nod;

g—>info=20; g->s=NULL; g->s=NULL; p->s=q;

realizeaza:
a. adauga nodul cu cheia 20 ca succesor stang al nodului cu cheia 25;
b. adauga nodul cu cheia 20 ca succesor drept al nodului cu cheia 25;
c. adauga nodul cu cheia 20 ca succesor stang al nodului cu cheia 21;
d. adauga nodul cu cheia 20 ca succesor drept al nodului cu cheia 21;

34.Urmatoarea secventa de instructiuni:
for (p=r;p->d->d!=NULL;p=p—>d); g=p->d; p->d=NULL; dispose q;
realizeaza:

a. elimina nodul cu cheia 21; b. elimina nodul cu cheia 18;

c. elimina nodul cu cheia 25; d. elimina nodul cu cheia 30;

Miniproiecte:

1. Pentru evidenta elevilor din clasa, se pastreazd urmatoarele informatii: numarul de ordine
din catalog, numele si prenumele, mediile semestriale si media anuald la disciplina infor-
matica. Realizati o aplicatie care sa asigure urmatoarele functii:

a. adaugarea unui nou elev;
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eliminarea unui elev;

modificarea mediei unui elev;

afisarea elevilor cu mediile (semestriale, respectiv anuale), ih ordinea descrescatoare a
mediilor;

afisarea elevilor cu mediile (semestriale, respectiv anuale) cuprinse intre doua valori care
se citesc de la tastatura.

2. Intr-o biblioteca, pentru fiecare carte se pastreaza urmatoarele informatii: codul carii, titiul,
autorul, numarul total de exemplare si numarul de exemplare disponibile la un moment dat.
Realizati o aplicatie care sa asigure urmatoarele functii;

Pooow

f.

g.

regasirea unei carti, dupa autor, pentru a afisa numarul de exemplare disponibile;
adaugarea unui nou titlu;

adaugarea de noi exemplare, pentru titlurile existente;

modificarea numarului total de exemplare (in cazul distrugerii unora dintre ele);
modificarea numarului de exemplare disponibile, in cazul in care o carte este
Tmprumutata sau inapoiata:

afisarea cartilor pentru care nu mai exista exemplare disponibile;

afisarea 1n ordine alfabetica a autorilor.

3. Pentru fiecare articol dintr-o magazie, se pastreaza urmatoarele informatii: codul articolului
(este unic pentru fiecare articol), denumirea articolului, unitatea de masura si cantitatea din
stoc. Realizati o aplicatie pentru gestionarea magaziei — care sa asigure urmatoarele functii;

a
b.
C.

adaugarea unui nou articol;

stergerea unui articol;

introducerea de la tastatura a cantitatii intrate, dintr-un articol precizat prin cod, si
actualizarea stocului;

introducerea de la tasturd a cantitatii iesite, dintr-un articol precizat prin cod, si cu
actualizarea stocului;

afisarea articolelor care au stocul pe 0;

afisarea stocului unui articol al carui cod se introduce de la tastatura;

afisarea, in ordinea codurilor, a stocurilor din fiecare articol.
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