
1. Tehnici de programare 

1.1. Analiza algoritmilor 
Prin analiza unui algoritm se identifică resursele necesare pentru executarea 

algoritmului: timpul de execuţie şi memoria. 

Analiza algoritmilor este necesară atunci când există mai mulţi algoritmi pentru rezolvarea 
aceleiaşi probleme şi trebuie ales algoritmul cel mai eficient.  

Eficienţa unui algoritm este evaluată prin timpul necesar pentru executarea 
algoritmului. 

Pentru a compara – din punct de vedere al eficienţei – doi algoritmi care rezolvă aceeaşi 
problemă, se foloseşte aceeaşi dimensiune a datelor de intrare – n (acelaşi număr de 
valori pentru datele de intrare). 

Timpul de execuţie al algoritmului se exprimă prin numărul de operaţii de bază 
executate în funcţie de dimensiunea datelor de intrare: T(n).  

Pentru a compara doi algoritmi din punct de vedere al timpului de execuţie, trebuie să se stabi-
lească unitatea de măsură care se va folosi, adică operaţia de bază executată în cadrul algorit-
milor, după care, se numără de câte ori se execută operaţia de bază în cazul fiecărui algoritm.  

Operaţia de bază este o operaţie elementară – sau o succesiune de operaţii 
elementare, a căror execuţie nu depinde de valorile datelor de intrare. 

Există algoritmi la care timpul de execuţie depinde de distribuţia datelor de intrare. Să 
considerăm doi algoritmi de sortare a unui vector cu n elemente – algoritmul de sortare 
prin metoda selecţiei directe şi algoritmul de sortare prin metoda bulelor – şi ca operaţie 
de bază comparaţia. Dacă, în cazul primului algoritm, timpul de execuţie nu depinde de 
distribuţia datelor de intrare (modul în care sunt aranjate elementele vectorului înainte de 

sortarea lui), el fiind T(n) = 
2

)1n(n 
, în cazul celui de al doilea algoritm timpul de exe-

cuţie depinde de distribuţia datelor de intrare (numărul de execuţii ale structurii repetitive 
while depinde de modul în care sunt aranjate elementele vectorului înainte de sortare). În 
cazul în care numărul de execuţii ale operaţiilor elementare depinde de distribuţia datelor 
de intrare, pentru analiza algoritmului se folosesc: 
 timpul maxim de execuţie – timpul de execuţie pentru cazul cel mai nefavorabil de 

distribuţie a datelor de intrare; în cazul sortării prin metoda bulelor, cazul cel mai 
nefavorabil este atunci când elementele vectorului sunt aranjate în ordine inversă 
decât aceea cerută de criteriul de sortare; 

 timpul mediu de execuţie – media timpilor de execuţie pentru fiecare caz de 
distribuţie a datelor de intrare.    

Deoarece, în analiza eficienţei unui algoritm, se urmăreşte comportamentul lui pentru o 
dimensiune mare a datelor de intrare, pentru a compara doi algoritmi din punct de vedere 
al eficienţei, este suficient să se ia în considerare numai factorul care determină timpul de 
execuţie – şi care este denumit ordinul de complexitate. 
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4                                                                               Tehnici de programare 

Ordinul de complexitate al unui algoritm îl reprezintă timpul de execuţie – estimat 
prin ordinul de mărime al numărului de execuţii ale operaţiei de bază: O((f(n)), unde 

f(n) reprezintă termenul determinant al timpului de execuţie T(n). 

De exemplu, dacă – pentru algoritmul de sortare, prin metoda selecţiei directe – timpul de 

execuţie este T(n) = 
2

n

2

n

2

)1n(n 2




, ordinul de complexitate al algoritmului este 

O(n2), deoarece în calcularea lui se ia în considerare numai factorul determinant din 
timpul de execuţie. 

În funcţie de ordinul de complexitate, există următoarele tipuri de algoritmi: 

Ordin de 
complexitate 

Tipul algoritmului 

O(n) Algoritm liniar. 

O(nm) 
Algoritm polinomial. Dacă m=2, algoritmul este pătratic, iar dacă 
m=3, algoritmul este cubic. 

O(kn) 
Algoritm exponenţial. De exemplu: 2n, 3n etc. Algoritmul de tip O(n!) 
este tot de tip exponenţial, deoarece:  
1234...n > 222...2 = 2n-1. 

O(logn) Algoritm logaritmic. 
O(nlogn) Algoritm liniar logaritmic. 

De exemplu, algoritmul de sortare prin metoda selecţiei directe este un algoritm pătratic. 

Ordinul de complexitate este determinat de structurile repetitive care se execută cu mulţi-
mea de valori pentru datele de intrare. În cazul structurilor repetitive imbricate, ordinul de 
complexitate este dat de produsul dintre numărul de repetiţii ale fiecărei structuri repetitive. 

Structura repetitivă Numărul de execuţii ale 
corpului structurii 

Tipul 
algoritmului

for (i=1;i=n;i=i+k) {....} f(n)=n/k  O(n)=n Liniar 
for (i=1;i=n;i=i*k) {....} f(n)= logkn  O(n)= logn Logaritmic 
for (i=n;i=n;i=i/k) {....} f(n)= logkn  O(n)= logn Logaritmic 
for (i=n;i=n;i=i+p) {....} 
  for (j=n; j=n;j=j+q) {....}

f(n)=(n/p)*(n/q) = n2/(p*q)  
 O(n)= n2 

Polinomial 
pătratic 

for (i=n;i=n;i=i++) {....} 
  for (j=i; j=n;j=j++) {....}

f(n)=1+2+3+ ... +n =(n*(n+1))/2   
O(n)= n2 

Polinomial 
pătratic 

Determinaţi complexitatea următorilor algoritmi şi precizaţi tipul algoritmului. 
Pentru fiecare algoritm se va considera dimensiunea datelor de intrare – n. 
a. determinarea valorii minime dintr-un şir de numere; 

b. inserarea unui element într-un vector, după un element cu valoare precizată; 
c. ştergerea dintr-un vector a unui element cu valoare precizată, 
d. stabilirea dacă un şir de numere conţine numai numere distincte; 
e. sortarea unui vector folosind metoda bulelor; 
f. căutarea unui element cu valoare precizată, într-un vector nesortat; 
g. căutarea unui element cu valoare precizată, într-un vector sortat; 
h. determinarea tuturor permutărilor unei mulţimi de numere. 

 

Temă 
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Clase de probleme 

Probleme de enumerare 
prin care se găsesc toate 

soluţiile posibile 

Probleme de decizie 
prin care se precizează dacă 

există sau nu cel puţin o 
soluţie 

Probleme de optimizare
prin care se identifică soluţia 

optimă din mulţimea de soluţii 
posibile 

              Θ(1)  pentru n=0 
  T(n) = 
              Θ(1)+T(n-1) pentru n0 

1.2. Metode de construire a algoritmilor 
În funcţie de procesul de calcul necesar pentru rezolvarea unei probleme, există următoarele 
clase de probleme: 

Generarea tuturor permutărilor unei mulţimi de numere este o problemă de enumerare, căuta-
rea unei valori precizate într-un şir de numere este o problemă de decizie, iar găsirea modalităţii 
de plată a unei sume s cu un număr minim de bancnote de valori date este o problemă de 
optimizare.  

Pentru rezolvarea aceleiaşi probleme se pot folosi mai multe metode de construire a 
algoritmilor. Aţi învăţat deja că – pentru rezolvarea aceleiaşi probleme – puteţi folosi un:   

 algoritm iterativ; 
 algoritm recursiv. 

Soluţiile recursive sunt mult mai clare, mai scurte şi mai uşor de urmărit. Alegerea 
algoritmului recursiv în locul celui iterativ este mai avantajoasă în cazul în care soluţiile 
problemei sunt definite recursiv sau dacă cerinţele problemei sunt formulate recursiv. 

Timpul de execuţie a unui algoritm recursiv este dat de o 
formulă recursivă. De exemplu, pentru algoritmul de 
calculare a sumei primelor n numere naturale, funcţia 
pentru timpul de execuţie este prezentată alăturat, unde 
Θ(1) reprezintă timpul de execuţie a unei operaţii elementare de atribuire a unei valori 
sumei. Rezultă că T(n)=(n+1)Θ(1), iar ordinul de complexitate a algoritmului este O(n) la 
fel ca şi cel al algoritmului iterativ. În cazul implementării recursive, fiecare apel al unui 
subprogram recurent înseamnă încă o zonă de memorie rezervată pentru execuţia sub-
programului (variabilele locale şi instrucţiunile). Din această cauză, în alegerea între un 
algoritm iterativ şi un algoritm recursiv trebuie ţinut cont nu numai de ordinul de complexi-
tate, dar şi de faptul că, pentru o adâncime mare a recursivităţii, algoritmii recursivi nu 
mai sunt eficienţi, deoarece timpul de execuţie creşte, din cauza timpilor necesari pentru 
mecanismul de apel şi pentru administrarea stivei de sistem.   

Veţi învăţa noi metode de construire a algoritmilor – care vă oferă avantajul că prezintă 
fiecare o metodă generală de rezolvare care se poate aplica unei clase de probleme: 

 metoda backtracking; 
 metoda divide et impera; 
 metoda greedy; 
 metoda programării dinamice.   

Fiecare dintre aceste metode de construire a algoritmilor se poate folosi pentru anumite clase 
de probleme, iar în cazul în care – pentru aceeaşi clasă de probleme – se pot folosi mai multe 
metode de construire a algoritmilor, criteriul de alegere va fi eficienţa algoritmului. 
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1.3. Metoda backtracking 

1.3.1. Descrierea metodei backtracking 

Metoda backtracking se poate folosi pentru problemele în care trebuie să se genereze toate 
soluţiile, o soluţie a problemei putând fi dată de un vector: 

S = {x1, x2, …, xn}  
ale cărui elemente aparţin, fiecare, unor mulţimi finite Ai (xiAi), iar asupra elementelor 
unei soluţii există anumite restricţii specifice problemei care trebuie rezolvată, numite 
condiţii interne. Mulţimile Ai sunt mulţimi ale căror elemente sunt în relaţii bine stabilite. 
Mulţimile Ai pot să coincidă sau nu. Pentru a găsi toate soluţiile unei astfel de probleme 
folosind o metodă clasică de rezolvare, se execută următorul algoritm: 
PAS1. Se generează toate elementele produsului cartezian A1  A2  A3  …  An. 
PAS2. Se verifică fiecare element al produsului cartezian, dacă îndeplineşte condiţiile 

interne impuse ca să fie soluţie a problemei.  

Scop: identificarea problemelor pentru care trebuie enumerate toate soluţiile, fiecare 
soluţie fiind formată din n elemente xi, care aparţin fiecare unor mulţimi finite Ai şi care 
trebuie să respecte anumite condiţii interne.   

Enunţul problemei 1: Să se genereze toate permutările mulţimii {1, 2, 3}. 
Cerinţa este de a enumera toate posibilităţile de generare a 3 numere naturale din 
mulţimea {1, 2, 3}, astfel încât numerele generate să fie distincte (condiţia internă a solu-
ţiei). O soluţie a acestei probleme va fi un vector cu 3 elemente: S = {x1,x2,x3}, în care 
elementul xi reprezintă numărul care se va găsi, în permutare, pe poziţia i, iar mulţimea Ai 
reprezintă mulţimea numerelor din care se va alege un număr pentru poziţia i. În acest 
exemplu, mulţimile Ai coincid. Ele au aceleaşi 3 elemente, fiecare element reprezentând un 
număr.           Ai = {1, 2, 3} = A 

Dacă s-ar rezolva clasic această problemă, ar însemna să se genereze toate elementele 
produsului cartezian A1  A2  A3 = A  A  A = A3, adică mulţimea: 

{(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,1), …, (3,3,2), (3,3,3)} 
după care se va verifica fiecare element al mulţimii dacă este o soluţie a problemei, adică 
dacă cele trei numere dintr-o soluţie sunt distincte. Soluţiile obţinute sunt: 

{(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1)} 

Enunţul problemei 2: Să se genereze toate aranjamentele de 2 elemente ale mulţimii {1, 2, 3}.  
Cerinţa este de a enumera toate posibilităţile de generare a 2 numere naturale din 
mulţimea {1, 2, 3}, astfel încât numerele generate să fie distincte (condiţia internă a solu-
ţiei). O soluţie a acestei probleme va fi un vector cu 2 elemente: S = {x1,x2}, în care 
elementul xi reprezintă numărul care se va găsi în aranjament pe poziţia i, iar mulţimea Ai 
reprezintă mulţimea numerelor din care se va alege un număr pentru poziţia i. Şi în acest 
exemplu, mulţimile Ai coincid. Ele au aceleaşi 3 elemente, fiecare element reprezentând un 
număr.           Ai = {1, 2, 3} = A 

Dacă s-ar rezolva clasic această problemă, ar însemna să se genereze toate elementele 
produsului cartezian A1  A2 = A  A = A2, adică mulţimea: 

{(1,1), (1, 2), (1,3), (2,1), …, (3,2), (3,3)} 
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după care se va verifica fiecare element al mulţimii, dacă este o soluţie a problemei, 
adică dacă cele două numere dintr-o soluţie sunt distincte. Soluţiile obţinute sunt: 

{(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2)} 

Enunţul problemei 3: Să se genereze toate combinările de 2 elemente ale mulţimii {1, 2, 3}.  
Cerinţa este de a enumera toate posibilităţile de generare a 2 numere naturale din mulţi-
mea {1,2,3}, astfel încât numerele generate să fie distincte (condiţia internă a soluţiei), 
iar soluţiile obţinute să fie distincte. Două soluţii sunt considerate distincte dacă nu conţin 
aceleaşi numere. O soluţie a acestei probleme va fi un vector cu 2 elemente: S = {x1,x2},  
în care elementul xi reprezintă numărul care se va găsi în combinare pe poziţia i, iar mulţi-
mea Ai reprezintă mulţimea numerelor din care se va alege un număr pentru poziţia i. Şi în 
acest exemplu, mulţimile Ai coincid. Ele au aceleaşi 3 elemente, fiecare element repre-
zentând un număr.            Ai = {1, 2, 3} = A 

Dacă s-ar rezolva clasic această problemă, ar însemna să se genereze toate elementele 
produsului cartezian A1  A2 = A  A = A2, adică mulţimea: 

{(1,1), (1, 2), (1,3), (2,1), …, (3,2), (3,3)} 
după care se va verifica fiecare element al mulţimii dacă este o soluţie a problemei, adică 
dacă cele două numere dintr-o soluţie sunt distincte şi dacă soluţia obţinută este distinctă 
de soluţiile obţinute anterior. Soluţiile obţinute sunt:  {(1,2), (1,3), (2,3)} 

Enunţul problemei 4: Să se genereze toate permutările mulţimii {1,2,3,4} care îndeplinesc 
condiţia că 1 nu este vecin cu 3, şi 2 nu este vecin cu 4. 

Cerinţa este de a enumera toate posibilităţile de generare a 4 numere naturale din mulţimea 
{1, 2, 3, 4}, astfel încât numerele generate să fie distincte, iar 1 să nu se învecineze cu 3, şi 2 
să nu se învecineze cu 4 (condiţia internă a soluţiei). O soluţie a acestei probleme va fi un 
vector cu 4 elemente: S = {x1,x2,x3,x4}, în care elementul xi reprezintă numărul care se va 
găsi în permutare pe poziţia i, iar mulţimea Ai reprezintă mulţimea numerelor din care se va 
alege un număr pentru poziţia i. În acest exemplu, mulţimile Ai coincid. Ele au aceleaşi 4 
elemente, fiecare element reprezentând un număr. Ai = {1, 2, 3, 4} = A 

Dacă s-ar rezolva clasic această problemă, ar însemna să se genereze toate elementele 
produsului cartezian A1  A2  A3  A4 = A  A  A  A = A4, adică mulţimea: 

{(1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,1,3), (1,1,1,4), …,(4,4,4,3), (4,4,4,4)} 
după care se va verifica fiecare element al mulţimii dacă este o soluţie a problemei, adică 
dacă cele patru numere dintr-o soluţie sunt distincte şi dacă 1 nu se învecinează cu 3, iar 
2 cu 4. Soluţiile obţinute sunt: 

{(1,2,3,4), (1,4,3,2), (2,1,4,3), (2,3,4,1), (3,2,1,4), (3,4,1,2), (4,1,2,3), (4,3,2,1)} 

Enunţul problemei 5: Să se aranjeze pe tabla de şah opt dame care nu se atacă între 
ele (problema celor 8 dame).  
Cerinţa este de a enumera toate posibilităţile de aranjare a 8 dame pe o tablă de şah cu 
dimensiunea 8x8 (8 linii şi 8 coloane), astfel încât toate cele 8 dame să nu se atace între ele 
(condiţia internă a soluţiei). Deoarece nu se pot aranja două dame pe aceeaşi coloană (s-ar 
ataca între ele), înseamnă că pe fiecare coloană a tablei de şah se va pune o damă. O soluţie 
a acestei probleme va fi un vector cu 8 elemente, S = {x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8}, în care 
elementul xi reprezintă numărul liniei pe care se va pune dama în coloana i, iar mulţimea Ai 
reprezintă mulţimea liniilor pe care se poate aranja dama din coloana i. Şi în acest caz 
mulţimile Ai coincid. Ele au aceleaşi opt elemente, fiecare element reprezentând un număr de 
linie:           Ai = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} = A 
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Dacă s-ar rezolva clasic această problemă, ar însemna să se genereze toate elementele 
produsului cartezian A1  A2  A3  ...  A8 = A  A  A   …  A = A8, adică mulţimea: 
{(1,1,1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,1,1,2), (1,1,1,1,1,1,1,3), …, (8,8,8,8,8,8,8,7), (8,8,8,8,8,8,8,8)} 

după care se va verifica fiecare element al mulţimii, dacă este o soluţie a problemei, adică 
dacă cele opt numere dintr-o soluţie pot reprezenta coloanele pe care pot fi aranjate 
damele pe fiecare linie, astfel încât să nu se atace între ele. Soluţiile obţinute sunt:  

{(1,5,8,6,3,7,2,4), (1,6,8,3,7,4,2,5), (1,7,4,6,8,2,5,3), …, (8,3,1,6,2,5,7,4), 
(8,4,1,3,6,2,7,5)} 

Observaţie. Metoda clasică de rezolvare a acestui tip de probleme necesită foarte multe 
operaţii din partea calculatorului, pentru a verifica fiecare element al produsului cartezian. 
Presupunând (pentru simplificare) că fiecare mulţime Ai are m elemente, atunci algoritmul de 
generare a elementelor produsului cartezian are complexitatea O(card(A1)  card(A2)  …  
card(An)) = Q(m  m  m  …  m) = O(mn). Considerând că algoritmul prin care se verifică 
dacă un element al produsului cartezian este o soluţie a problemei (respectă condiţia internă 
a soluţiei) are complexitatea O(p), atunci complexitatea algoritmului de rezolvare a 
problemei va fi  O(pmn).  De exemplu, în algoritmul de generare a permutărilor, complexitatea 
algoritmului de verificare a condiţiei interne este dată de complexitatea algoritmului prin care se 
verifică dacă numerele dintr-un şir sunt distincte. În acest algoritm, se parcurge şirul de m 
numere – şi pentru fiecare număr din şir – se parcurge din nou şirul pentru a verifica 
dacă acel număr mai există în şir. Complexitatea algoritmului este dată de cele două 
structuri for imbricate: O(m2)  p = m2.   

Metoda recomandată pentru acest gen de probleme este metoda backtracking sau meto-
da căutării cu revenire – prin care se reduce volumul operaţiilor de găsire a tuturor soluţiilor.  

Metoda backtracking construieşte progresiv vectorul soluţiei, pornind de la 
primul element şi adăugând la vector următoarele elemente, cu revenire la 

elementul anterior din vector, în caz de insucces. Elementul care trebuie adăugat se 
caută în mulţime, printre elementele care respectă condiţiile interne. 

Prin metoda backtracking se obţin toate soluţiile problemei, dacă ele există. Pentru 
exemplificarea modului în care sunt construite soluţiile, considerăm problema generării 
permutărilor mulţimii {1, 2, 3, …, n} (A1=A2= … =An=A={1, 2, 3, …, n}). 
PAS1. Se alege primul element al soluţiei ca fiind primul element din mulţimea A. În 

exemplu, x1=1, adică primul număr din permutare este 1. 
PAS2. Se caută al doilea element al soluţiei (x2). Pentru a-l găsi, se parcurg pe rând ele-

mentele mulţimii A şi, pentru fiecare element i al mulţimii, se verifică dacă respectă 
condiţiile interne. Căutarea continuă până când se găseşte primul element din 
mulţimea A care îndeplineşte condiţia internă, după care se opreşte. În exemplu, se 
caută numărul de pe a doua poziţie a permutării, verificându-se dacă al doilea număr 
din permutare este diferit de primul număr. Se parcurg primele două elemente ale 
mulţimii A şi se găseşte elementul x2=2, după care procesul de căutare se opreşte. 

PAS3. Se caută al treilea element al soluţiei (x3). Căutarea va folosi acelaşi algoritm de 
la Pasul 2. În exemplu, se caută numărul din poziţia a treia din permutare. Se 
găseşte elementul x3=3. 

PAS4. Presupunând că s-au găsit primele k elemente ale soluţiei, x1, x2, x3, …, xk, se 
trece la căutarea celui de al k+1-lea element al soluţiei, xk+1. Căutarea se va face 
astfel: se atribuie pe rând lui xk+1 elementele mulţimii A, până se găseşte primul 
element i care îndeplineşte condiţia internă. În exemplu, condiţia internă este ca 
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numărul din poziţia k+1 a permutării să nu fie egal cu nici unul dintre numerele 
din poziţiile anterioare lui k+1. Pot să apară două situaţii: 
a. Există un element i în mulţimea A, astfel încât xk+1 = i să fie element al soluţiei  

problemei. În acest caz, se atribuie elementului xk+1 al soluţiei valoarea i, după 
care se verifică dacă s-a găsit soluţia problemei. În exemplu, presupunem că pe 
nivelul k+1 s-a găsit numărul 4. Se verifică dacă s-au generat toate cele n 
elemente ale mulţimii S, adică dacă s-au găsit numere pentru toate cele n poziţii 
din permutare (k=n). Dacă s-a găsit soluţia problemei, atunci se afişează soluţia; 
altfel, se caută următorul element al soluţiei, reluându-se operaţiile de la Pasul 4. 

b. S-au parcurs toate elementele mulţimii A şi nu s-a găsit nici un element i  care să fie 
elementul xk+1 al soluţiei problemei. Înseamnă că trebuie să revenim la elementul k 
al soluţiei – xk. Aşadar, se consideră generate primele k-1 elemente ale soluţiei: x1, 
x2, …, xk-1 şi, pentru elementul xk al soluţiei, se reia căutarea, cu următorul 
element din mulţimea A, adică se reiau operaţiile de la Pasul 4 pentru elementul 
xk al soluţiei, însă nu cu primul element din mulţimea A, ci cu elementul din mulţi-
mea A care se găseşte imediat după cel care a fost atribuit anterior pentru elemen-
tul xk al soluţiei. În exemplu, luând în considerare modul în care au fost generate 
primele k numere ale permutării, în poziţia k+1, orice număr s-ar alege, el mai 
există pe una dintre cele k poziţii anterioare, şi se revine la elementul k, care presu-
punem că are valoarea 3. Se generează în această poziţie următorul număr din 
mulţimea A (4) şi se verifică dacă el nu mai există pe primele k-1 poziţii ale permu-
tării, iar dacă există, se generează următorul element din mulţimea A (5) ş.a.m.d.   

PAS5. Algoritmul se încheie după ce au fost parcurse toate elementele mulţimii A pentru 
elementul x1 al soluţiei. În exemplu, algoritmul se încheie după ce s-au atribuit pe 
rând valorile 1, 2, …, n, elementului de pe prima poziţie a permutării. 

Generarea tuturor permutărilor mulţimii {1, 2, 3} 

   1 2 3 3     1 2 2 3        
 1 2 2  2  2 3 3  3  3     1 
1  1  1  1  1  1  1  1 2 2  

 
 1 2 3 3     1 1 2 3          
1  1  1 2 3 3  3  3     1   
2  2  2  2  2  2  2 3 3    

 
 1 2 2 3    1 1 2 3       
1  1  1  2 2  2  2 3    
3  3  3  3  3  3  3   

Au fost parcurse 
toate elementele 
mulţimii A pen- 

tru elementul x1 al soluţiei. 

Observaţie. În metoda backtracking, dacă s-a găsit elementul xk al soluţiei, elementului 
xk+1 al soluţiei i se atribuie o valoare numai dacă mai există o valoare care să îndeplineas-
că condiţia de continuare a construirii soluţiei – adică dacă, prin atribuirea acelei valori, se 
poate ajunge la o soluţie finală pentru care condiţiile interne sunt îndeplinite.  

Desenaţi diagramele pentru generarea prin metoda backtracking a: 
a. tuturor aranjamentelor de 2 elemente ale mulţimii {1, 2, 3}; 
b. tuturor combinărilor de 2 elemente ale mulţimii {1, 2, 3}; 

c. tuturor permutărilor mulţimii {1, 2, 3, 4} care îndeplinesc condiţia că 1 nu este vecin cu 3, şi 
2 nu este vecin cu 4. 

Temă 
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Algoritmul metodei backtracking poate fi generalizat pentru orice problemă care îndepli-
neşte următoarele condiţii: 
1. Soluţia problemei poate fi pusă sub forma unui vector S = {x1, x2, …, xn} ale cărui 

elemente xi aparţin – fiecare – unei mulţimi Ai, astfel: x1A1, x2A2, …, xnAn. 
2. Mulţimile Ai sunt finite, iar elementele lor sunt numere întregi şi se găsesc într-o 

ordine bine stabilită.  

Algoritmul backtracking este următorul: 
PAS1. Se alege primul element al soluţiei S: x1Ai. 
PAS2. Cât timp nu au fost parcurse toate elementele mulţimii A1 (nu au fost găsite toate 

soluţiile) execută: 
PAS3. Pentru fiecare element al soluţiei execută:  

PAS4. Se presupune că s-au găsit primele k elemente ale soluţiei (x1, x2, …, xk) 
aparţinând mulţimilor A1, A2, A3, …, Ak şi se trece la căutarea celui de al 
k+1-lea element al soluţiei, xk+1, printre elementele mulţimii Ak+1. Căutarea 
se va face astfel: se atribuie, pe rând, lui xk+1, elementele mulţimii Ak+1, 
până se găseşte primul element care îndeplineşte condiţia de continuare.  

PAS5. Dacă există un element ai în mulţimea Ak+1, astfel încât xk+1 = ai  să 
aparţină soluţiei problemei, atunci se atribuie elementului xk+1 valoa-
rea ai şi se trece la Pasul 7; altfel, se trece la Pasul 6.  

PAS6. Deoarece s-au parcurs toate elementele mulţimii Ak+1 şi nu s-a găsit 
nici un element ai care să îndeplinească condiţia de continuare, se 
revine la elementul xk şi se consideră generate primele k-1 elemente 
ale soluţiei: x1, x2, …, xk-1, şi pentru elementul xk  se reia căutarea cu 
următorul element din mulţimea Ak, adică se reiau operaţiile de la 
Pasul 4 pentru elementul xk al soluţiei, însă nu cu primul element din 
mulţimea Ak ci cu elementul din mulţimea Ak care se găseşte imediat 
după cel care a fost atribuit anterior elementului xk. 

PAS7. Se verifică dacă s-a găsit soluţia problemei, adică dacă s-au găsit 
toate elementele mulţimii S. Dacă s-a găsit soluţia problemei, atunci 
se afişează soluţia; altfel, se trece la căutarea următorului element al 
soluţiei, reluându-se operaţiile de la Pasul 4. 

1.3.2. Implementarea metodei backtracking 

Pentru implementarea metodei se folosesc următoarele structuri de date şi subprograme. 

Date şi structuri de date 

Pentru a memora elementele xk ale soluţiei se foloseşte o structură de date de tip stivă, care 
este implementată static printr-un vector – st. Pentru vârful stivei se foloseşte variabila k. 
Când s-a găsit elementul xk al soluţiei, se urcă în stivă, prin incrementarea vârfului cu 1 
(k++), pentru a căuta elementul xk+1 al soluţiei, iar pentru a reveni la elementul xk-1 al soluţiei 
se coboară în stivă prin decrementarea vârfului cu 1 (k--). Iniţial, stiva are dimensiunea 1 
(kmin=1), corespunzătoare poziţiei de pornire, şi conţine valoarea primului element al soluţiei. 
Pentru elementul din vârful stivei (care corespunde elementului xk al soluţiei) se va atribui o 
valoare din mulţimea Ak care poate fi un element al soluţiei: st[k]=a[i]. După parcurgerea 
completă a mulţimilor Ak, stiva va avea dimensiunea n (kmax=n) corespunzătoare numărului 
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de elemente ale soluţiei. Vârful stivei va fi iniţial 1, la găsirea unei soluţii va avea valoarea n, 
iar la terminarea algoritmului vârful stivei va avea valoarea 0. 

Se mai folosesc următoarele variabile de memorie: 
 as – pentru a şti dacă pentru elementul xk al soluţiei mai există un succesor, adică dacă 

mai există un element în mulţimea Ak care ar putea fi elementul xk al soluţiei (este o varia-
bilă logică ce are valoarea 1 – true, dacă există succesor; altfel, are valoarea 0 – false), 

 ev – pentru a şti dacă succesorul găsit respectă condiţia de continuare şi poate fi 
elementul xk al soluţiei (este o variabilă logică ce are valoarea 1 – true, dacă 
succesorul este element al soluţiei; altfel, are valoarea 0 – false) şi 

 n – pentru dimensiunea soluţiei (numărul de elemente ale soluţiei, în cazul 
problemelor în care toate soluţiile au acelaşi număr de elemente).    

typedef int stiva[100]; 
stiva st;      //st=stiva 
int n,k,ev,as; //k=vârful stivei 

În cazul problemelor prezentate în studiul de caz, un element xk al soluţiei este format 
dintr-o singură valoare: numărul din poziţia k (în cazul permutărilor, al aranjamentelor şi 
al combinărilor), respectiv numărul liniei pe care va fi pusă dama din coloana k. În proble-
mele în care trebuie găsit un traseu, un element xk al soluţiei este format din două valori 
care reprezintă coordonatele poziţiei în care se face următoarea deplasare. În acest caz, 
pentru memorarea elementelor xk ale soluţiei se va folosi o stivă dublă: 

typedef int stiva[100][3]; 
stiva st; 

sau o înregistrare în care cele două câmpuri reprezintă coordonatele deplasării: 

struct element{int x,y;}; 
typedef element stiva[100]; 
stiva st; 

Elementele mulţimii Ak vor fi perechi de valori (i,j) şi vor reprezenta coordonatele unei 
poziţii, iar pentru elementul din vârful stivei se va atribui o valoare, din mulţimea Ak, care 
poate fi un element al soluţiei, astfel: st[k][1]=i şi st[k][2]=j, respectiv 
st[k].x=i şi st[k].y=j. 

Pentru simplificarea implementării, toate aceste date şi structuri de date sunt declarate 
globale, deoarece valoarea pentru vârful stivei se va transmite mai uşor, între subpro-
grame – ca variabilă globală.   

Subprograme  
Algoritmul va fi implementat prin: 
 un subprogram – care va fi acelaşi pentru toţi algoritmii de rezolvare prin metoda 

backtracking (parte fixă) şi care descrie strategia generală backtracking şi 
 subprogramele care au aceeaşi semnificaţie pentru toţi algoritmii, dar al căror conţi-

nut diferă de la o problemă la alta, depinzând de condiţiile interne ale soluţiei. 

Semnificaţia subprogramelor folosite este (se va considera ca exemplu generarea 
permutărilor mulţimii {1, 2, 3, …, n}): 

 Subprogramul init (funcţie procedurală). Se iniţializează elementul din vârful stivei 
(elementul k). În acest element se va înregistra următorul element al soluţiei. Acest 
element se iniţializează cu o valoare care nu face parte din mulţimea Ak  considerată, 
urmând ca în următorii paşi ai algoritmului să se atribuie acestui element prima 
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valoare din  mulţimea Ak. În exemplu, nivelul k al stivei se va iniţializa cu valoarea 0 
(st[k]=0), urmând ca la pasul următor să i se atribuie ca valoare 1, adică primul 
număr din mulţimea {1, 2, 3, ..., n}.  

void init()  
{st[k]=0;} 

 Subprogramul succesor (funcţie operand). Verifică dacă mai există în mulţimea Ak 
un element pentru nivelul k al soluţiei (un succesor). Dacă mai există un succesor, se 
trece la următorul element din mulţimea Ak, iar funcţia va returna valoarea 1 (true). 
Dacă nu mai există un succesor, funcţia va returna valoarea 0 (false). Valoarea 
returnată de funcţie se va atribui variabilei as. Iniţial, valoarea variabilei de memorie 
as este 1 (true) – se presupune că mai există un succesor. În exemplu, subprogramul 
succesor va verifica dacă pentru poziţia k din permutare mai există un număr. Dacă 
numărul i de pe nivelul k este mai mic decât n, poziţiei k i se va atribui numărul 
următor, i+1, şi funcţia va returna valoarea 1 (true), iar dacă numărul de pe nivelul k 
este n, înseamnă că pe această poziţie din permutare nu mai poate fi pus nici un 
număr – şi funcţia va returna valoarea 0 (false).   

int succesor()  
{if (st[k]<n) {st[k]++; return 1;} 
                else return 0;} 

 Subprogramul valid (funcţie operand). Verifică dacă valoarea atribuită elementului 
xk al soluţiei îndeplineşte condiţia de continuare, adică poate fi considerată că face 
parte din soluţia problemei (dacă succesorul găsit este element al soluţiei). Dacă este 
îndeplinită condiţia (se evaluează expresia prin care este descrisă condiţia), funcţia va 
returna valoarea 1 (true); altfel, va returna valoarea 0 (false). Valoarea returnată de 
funcţie se va atribui variabilei ev. Iniţial, valoarea variabilei ev este 0 (false) – se 
presupune că succesorul găsit nu este elementul k al soluţiei. În exemplu, subpro-
gramul valid va verifica dacă numărul din poziţia k nu mai există în cele k-1 poziţii 
anterioare. Dacă numărul nu îndeplineşte această condiţie, funcţia va returna valoarea 
0 (false). 

int valid()  
{for (int i=1;i<k;i++) 
   if (st[i]==st[k]) return 0; 
 return 1;} 

 Subprogramul solutie (funcţie operand). Verifică dacă s-au obţinut toate elementele 
soluţiei. În exemplu, subprogramul solutie va verifica dacă au fost găsite toate cele 
n elemente ale soluţiei, adică dacă s-au găsit soluţii de aranjare în permutare pentru 
toate cele n numere. Dacă s-a găsit soluţia, subprogramul întoarce valoarea 1 (true); 
altfel, întoarce valoarea 0 (false). 

int solutie()  
{return k==n;} 

 Subprogramul tipar (funcţie procedurală). Afişează elementele soluţiei. De obicei, 
afişarea soluţiei constă în afişarea valorilor din stivă. 

void tipar()  
{for (int i=1;i<=n;i++) cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
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Numărul de ordine al 
elementelor soluţiei 

Elementele soluţiei 
 

n an1 an2 … anj … anm  xn  

…..                  Parcurgerea elementelor se face cu   ….  

….. subprogramul succesor  ….  

i ai1 ai2 … aij … aim  xi  

….. ……………………………………… k=k+1 …. k=k-1 

2 a21 a22 … a2j … a2m  x2  

1 a11 a12 … a1j … a1m  x1  

 1 2 … j …. m    

     Numărul de ordine al elementelor din mulţimea Ak Stiva – st[k] 

    Subprogramul valid verifică dacă este element al soluţiei  

Subprogramul fix poate fi implementat iterativ sau recursiv. 

Implementarea iterativă 

void bt()  //partea fixă a algoritmului 
{k=1;    //se iniţializează vârful stivei 
 init(); //se iniţializează stiva pentru primul element al soluţiei 
 while (k>0)    //cât timp stiva nu s-a golit 
  {as=1; ev=0; 
   while(as && !ev)  // cât timp are succesor şi nu s-a găsit  
                     // elementul k al soluţiei 
    {as=succesor();  // se caută succesor 
     if(as)       // dacă are succesor, atunci 
        ev=valid();}   // se verifică dacă este element al soluţiei 
   // se iese din structura repetitivă while dacă nu mai există 
   // succesor sau dacă s-a găsit elementul soluţiei   
   if(as) // dacă are succesor, atunci 
      if (solutie())  //dacă s-au obţinut toate elementele soluţiei, 
            tipar();  // atunci se afişează elementele soluţiei; _  
         else {k++;  // altfel, se urcă în stivă pentru a înregistra 
                       // următorul element al soluţiei  
               init();} // şi se iniţializează stiva pentru 
                        // următorul element al soluţiei; 
     else k--;} // altfel, se coboară în stivă pentru a reveni  
 }              // la elementul anterior al soluţiei 
void main() { ... bt(); ... } 
Implementarea recursivă – Prelucrările care se fac pentru elementul k al soluţiei se fac 
şi pentru elementul k+1 al soluţiei şi aceste prelucrări pot fi apelate pentru elementul k+1 
al soluţiei, iar trecerea de la elementul k al soluţiei la elementul k+1 al soluţiei se face prin 
apelul recursiv al acestor prelucrări. În algoritmul backtracking implementat iterativ, reve-
nirea la nivelul k-1 trebuie să se facă atunci când pe nivelul k nu se găseşte o valoare 
care să îndeplinească condiţiile interne. În cazul implementării recursive, condiţia de 
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bază este ca pe nivelul k să nu se găsească o valoare care să îndeplinească condiţiile 
interne. Când se ajunge la condiţia de bază, încetează apelul recursiv şi se revine la 
subprogramul apelant, adică la subprogramul în care se prelucrează elementul k-1 al 
soluţiei, iar în stivă se vor regăsi valorile prelucrate anterior în acest subprogram. 
Deoarece apelul recursiv se face în funcţie de valoarea vârfului stivei (k), această valoare 
se va transmite, între subprograme, prin intermediul  parametrilor de comunicaţie.   

void bt(int k)  //partea fixă a algoritmului 
{init(k); //se iniţializează stiva pentru elementul k al soluţiei 
 while(succesor(k))  
  //cât timp se găseşte succesor pentru elementul k al soluţiei 
   if(valid(k)) dacă succesorul este element al soluţiei 
     if(solutie(k)) //dacă s-au obţinut toate elementele soluţiei, 
         tipar(k); // atunci se afişează elementele soluţiei;_ 
 else bt(k+1); //altfel, se apelează subprogramul pentru a găsi  
}                 //elementul k+1 al soluţiei 
void main() { ... bt(1); ... } 
Complexitatea algoritmului metodei backtracking 

Dacă fiecare soluţie are n elemente şi fiecare mulţime Ai din care se alege un element al 
soluţiei are m elemente, atunci complexitatea algoritmului metodei backtracking este 
O(card(A1)  card(A2)  …  card(An)) = Q(m  m  m  …  m) = O(mn). Dacă numărul de 
elemente ale mulţimilor Ai este diferit şi notăm cu:  

mmin= min(card(A1), card(A2), …, card(An)) 
mmax= max(card(A1), card(A2), …, card(An)) 

atunci complexitatea algoritmului va fi cuprinsă între o complexitate minimă O(mmin
n) şi o 

complexitate maximă O(mmax
n). Rezultă că algoritmul metodei backtracking este un 

algoritm exponenţial. Având o complexitate exponenţială, metoda backtracking se reco-
mandă numai dacă nu se cunoaşte un algoritm mai eficient. 

1.3.3. Probleme rezolvabile prin metoda backtracking 

Metoda backtracking este recomandată în cazul problemelor care au următoarele 
caracteristici: 
 se cere găsirea tuturor soluţiilor posibile; 
 nu se cunoaşte un algoritm mai eficient.  

Alte exemple de probleme clasice care se pot rezolva folosind metoda backtracking: 
 generarea tuturor elementelor unui produs cartezian; 
 generarea tuturor partiţiilor unui număr natural; 
 generarea tuturor partiţiilor unei mulţimi; 
 generarea tuturor funcţiilor surjective; 
 generarea tuturor funcţiilor injective; 
 generarea tuturor posibilităţilor de plată a unei sume cu bancnote de valori date; 
 generarea tuturor posibilităţilor de acoperire a tablei de şah prin săritura calului (parcur-

gerea tablei de şah prin săritura calului, fără a se trece de două ori prin aceeaşi poziţie). 
 generarea tuturor posibilităţilor de ieşire dintr-un labirint; 
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1.3.3.1. Generarea permutărilor  

Prin asamblarea subprogramelor definite anterior, programul pentru generarea tuturor 
permutărilor muţimii {1, 2, 3, …, n} va fi: 

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() 
{st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid() 
{for(int i=1;i<k;i++) 
  if (st[k]==st[i]) return 0; 
return 1;} 
int solutie() 
{return k==n;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=n;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt() 
{k=1; 
 init(); 
 while (k>0) 
 {as=1; ev=0; 
  while(as && !ev) 
    {as=succesor(); 
     if(as) ev=valid();} 
  if(as) 
    if (solutie()) tipar(); 
             else {k++; init();} 
    else k--;}} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n;  
 bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n; 
stiva st; 
void init(int k) 
{st[k]=0;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<n) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid(int k) 
{for(int i=1;i<k;i++) 
  if (st[k]==st[i]) return 0; 
return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==n;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=n;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt(int k) 
{init(k); 
 while(succesor(k)) 
    if(valid(k)) 
      if(solutie(k)) tipar(); 
      else bt(k+1);} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 bt(1);} 

Algoritmul de generare a permutărilor poate fi folosit şi în alte probleme. De exemplu, să se 
genereze toate permutările mulţimii {1, 2, 3, …, n} în care nu apar numere consecutive. 
Această problemă face parte din categoria de probleme de generare a permutărilor cu 
condiţie – soluţia conţine o condiţie internă suplimentară faţă de cea impusă de permutare. 
În acest exemplu, condiţia suplimentară de continuare a construirii soluţiei este ca numărul ales 
pentru nivelul k al soluţiei să nu difere printr-o unitate de numărul care se găseşte pe nivelul k-1 
al soluţiei. Modificarea apare în subprogramul valid(): 
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int valid()  
{if (k>1 && abs(st[k]-st[k-1])==1) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++)if (st[i]==st[k]) return 0; 
 return 1;} 

Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea tuturor permutărilor. 
1. Să se genereze toate permutările unei mulţimi de numere oarecare. 

Numerele se memorează într-un vector. (Indicaţie. Se permută indicii elementelor din 
vectorul v, şi în subprogramul tipar() se afişează elementele v[st[i]]). 

2. Să se afişeze toate anagramele unui cuvând citit de la tastatură. 
3. Să se genereze toate matricele binare pătrate, de dimensiune n, care au un singur 

element de 1 pe linie şi un singur element de 1 pe coloană. O matrice binară este o 
matrice ale cărei elemente au valoarea 0 sau 1. Indicaţie. Soluţia are n elemente.  
Elementul soluţiei xk reprezintă numărul coloanei de pe linia k pe care se găseşte 
elementul cu valoarea 1.   

4. Să se genereze toate funcţiile bijective f : AB, unde card(A)=card(B)=n. 
5. Să se genereze toate posibilităţile de aranjare pe o tablă de şah, cu dimensiunea nn, a 

n ture care să nu se atace între ele. Deoarece tura se poate deplasa numai pe linia sau 
pe coloana pe care a fost plasată, turele se pot ataca între ele pe linie şi pe coloană. 
Indicaţie. Se observă că fiecare tură trebuie să fie plasată singură pe o coloană, ca 
să nu se atace între ele. Soluţia problemei este dată de mulţimea cu n elemente {x1, 
x2, …, xn} care se memorează în stivă. Elementul soluţiei xk reprezintă numărul liniei 
în care se aşază tura din coloana k – şi se memorează pe nivelul k al stivei st. 
Deoarece două ture nu pot fi aşezate pe aceeaşi linie, stiva trebuie să conţină ele-
mente distincte. Problema se reduce la generarea permutărilor mulţimii {1, 2, 3, …, n}. 
Interpretarea soluţiei este: fiecare tură se plasează în coloana k, pe linia st[k]. 

6. Să se genereze toate permutările mulţimii {1, 2, 3, …, n} în care două numere vecine nu 
trebuie să fie ambele pare sau ambele impare. Indicaţie. În subprogramul valid() se 
mai verifică şi condiţia suplimentară de vecinătate. 

int valid()  
{if (k>1 && (st[k-1]%2==0 && st[k]%2==0)|| 
             (st[k-1]%2==1 && st[k]%2==1)) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[i]==st[k]) return 0; 
 return 1;} 

7. Să se genereze toate permutările mulţimii {1, 3, 5, …, 2n+1}. Indicaţie. Soluţia are n 
elemente. În subprogramul init() elementul din vârful stivei se iniţializează cu valoa-
rea -1, iar în subprogramul succesor() se modifică modul de determinare a succe-
sorului. 

int succesor()  
{if (st[k]<2*n+1) {st[k]= st[k]+2; return 1;} 
            else return 0;} 

8. Să se genereze toate permutările unei mulţimi de numere oarecare, astfel încât cea mai 
mică şi cea mai mare valoare să-şi păstreze poziţiile iniţiale. 

9. Într-un şir sunt aranjate n persoane. Să se genereze toate posibilităţile de rearanjare în 
şir a acestor persoane, astfel încât fiecare persoană din şir: 
a. să nu aibă în faţa sa aceeaşi persoană pe care a avut-o în şirul iniţial; 
b. să nu aibă aceiaşi vecini ca în şirul iniţial; 
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c. să nu aibă în faţa sa persoanele pe care le-a avut în şirul iniţial; 
d. să fie despărţită – de vecinii pe care i-a avut în şirul iniţial – de una sau cel mult p 

persoane; valoarea pentru p se citeşte de la tastatură. 

1.3.3.2. Generarea produsului cartezian  

Se generează toate elementele produsului cartezian A1  A2  A3  …  An, unde Ai={1, 
2, …, ni}. 

O soluţie a problemei va fi un element al produsului cartezian şi va fi formată din n ele-
mente. Un element xk al soluţiei poate fi orice element din mulţimea Ak (nu există 
condiţii interne). Numărul de elemente ale fiecărei mulţimi Ai va fi memorat într-un 
vector m cu lungimea logică n, unde m[i]=ni. Faţă de algoritmul pentru generarea per-
mutărilor, apar următoarele diferenţe: 
 Deoarece fiecare mulţime Ak are un număr diferit de elemente, elementul de pe nive-

lul k are succesor dacă numărul i de pe acest nivel este mai mic decât m[k]. 
 Deoarece nu există condiţii interne, nu există restricţii nici pentru condiţia de conti-

nuare, şi subprogramul valid() va furniza valoarea 1. 

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[10]; 
int n,k,ev,as,m[10]; 
stiva st; 
void init() 
{st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<m[k]) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid() 
{return 1;} 
int solutie() 
{return k==n;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=n;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt() 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 for(int i=1;i<=n;i++)  
  {cout<<"Nr. de elemente multimea " 
         <<i<<" "; 
   cin>>m[i];}  
 bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[10]; 
int n; 
stiva st; 
void init(int k) 
{st[k]=0;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<m[k]) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid(int k) 
{return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==n;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=n;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 for(int i=1;i<=n;i++)  
  {cout<<"Nr. de elemente multimea " 
         <<i<<" "; 
   cin>>m[i];}  
 bt(1);} 

Algoritmul de generare a produsului cartezian poate fi folosit şi în alte probleme. De exemplu, 
pentru generarea tuturor submulţimilor unei mulţimi.  
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Submulţimile Stiva 
{}= 
{3} 
{2} 

{2, 3} 
{1} 

{1,3} 
{1,2} 

{1,2,3} 

0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

O submulţime este formată din elemente ale mulţimii A. Pentru simplificarea algoritmului, 
vom considera mulţimea A={1,2,3,…,n}. Considerăm mulţimea B={0,1}. Pentru construirea 
submulţimilor, pentru fiecare submulţime se defineşte funcţia  
f:AB, astfel: dacă elementul i din mulţimea A aparţine sub-
mulţimii, atunci f(i)=1; altfel, f(i)=0. Problema se reduce la 
generarea produsului cartezian Bn. Soluţia va fi memorată în 
stivă şi va avea n elemente, fiecare element k al soluţiei având 
valoarea 0 sau 1, cu semnificaţia că elementul k din mulţimea 
A aparţine, respectiv nu aparţine submulţimii. Alăturat, sunt 
prezentate toate submulţimile mulţimii {1,2,3} şi conţinutul 
stivei pentru fiecare dintre ele. 

Faţă de programul anterior, apar următoarele modificări:     
 Deoarece mulţimile produsului cartezian sunt identice (B={0,1}), s-au modificat: sub-

programul init() –  iniţializarea nivelului k al stivei se face cu valoarea -1 , cu 1 mai 
mic decât 0 – şi subprogramul succesor() –  elementul are succesor numai dacă 
este mai mic decât ultimul element din mulţime, 1. 

 În subprogramul de afişare a soluţiei, va fi afişat numărul nivelului i pentru care, în 
stivă, se memorează valoarea 1.     

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() 
{st[k]=-1;} 
int succesor() 
{if (st[k]<1) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid() 
{return 1;} 
int solutie() 
{return k==n;} 
void tipar () 
{int i,x=0; cout<<"{"; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   if (st[i]==1)  
     {cout<<i<<","; x=1;} 
 if (x) cout<<'\b'; 
 cout<<"}"<<endl;} 
void bt() 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n; 
stiva st; 
void init (int k) 
{st[k]=0;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<st[k-1]+1) 
       {st[k]=st[k]+1;return 1;}
  else return 0;} 
int valid() {return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==n;} 
void tipar() 
{int i,x=0; cout<<"{"; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   if (st[i]==1)  
     {cout<<i<<","; x=1;} 
 if (x) cout<<'\b'; 
 cout<<"}"<<endl;} 
cout<<endl;} 
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; bt(1);}  
Observaţie. Caracterul escape 
'\b' este caracterul Backspace 
(şterge ultimul caracter din şir) 
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Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea produsului cartezian. 
1. Se consideră n mulţimi de cuvinte Ai, fiecare mulţime având ni 

cuvinte. Să se genereze toate textele de n cuvinte care se pot forma cu cuvintele din aceste 
mulţimi, cuvântul i din text aparţinând mulţimii Ai. 

2. Într-un restaurant, un meniu este format din trei feluri de mâncare. Există patru 
preparate culinare pentru felul unu, cinci preparate culinare pentru felul doi şi trei prepa-
rate culinare pentru felul 3. Să se genereze toate meniurile care se pot forma cu aceste 
preparate culinare.   

3. Într-un restaurant, un meniu este format din trei feluri de mâncare. Există patru preparate 
culinare pentru felul unu, cinci preparate culinare pentru felul doi şi trei preparate culinare 
pentru felul 3. Fiecare preparat culinar are un preţ şi un număr de calorii. Să se genereze 
toate meniurile pe care le poate comanda o persoană, care să nu depăşească suma s şi 
numărul de calorii c. Datele se citesc dintr-un fişier text, astfel: de pe primul rând suma s şi 
numărul de calorii, de pe rândul următor, în ordine, preţul fiecărui preparat culinar, şi de pe 
ultimul rând, în aceeaşi ordine, caloriile fiecărui preparat culinar.    

4. Pentru o mulţime oarecare A, cu n elemente, să se genereze toate submulţimile care au 
suma elementelor egală cu s. Numărul de elemente ale mulţimii, elementele mulţimii A 
şi valoarea pentru suma s se citesc de la tastatură. 

5. Să se afişeze toate numerele cu n cifre (1n10) care au proprietatea că sunt formate 
numai din cifre pare, în ordine descrescătoare.  

6. Să se afişeze toate numerele formate din cifre distincte cu proprietatea că suma 
cifrelor este S. Valoarea variabilei S se citeşte de la tastatură.  

7. Să se afişeze toate secvenţele de n litere (n număr natural par, citit de la tastatură) 
din mulţimea {A,B,C,D}, secvenţe care se construiesc astfel: nu se aşază două litere 
identice una lângă alta şi trebuie să se folosească exact n/2 litere A. 

8. Se citesc de la tastatură un număr natural n (0<n10) şi apoi n numere naturale a1, 
a2, a3, ..., an. Să se afişeze pe ecran toate posibilităţile de a intercala între toate cele n 
numere operatorii + şi - astfel încât, evaluând expresia obţinută, de la stânga la 
dreapta, la fiecare pas, rezultatul obţinut să fie strict pozitiv. 

9. Să se rezolve – în mulţimea numerelor naturale – ecuaţia 4x+3y+2xy=48. Indicaţie. 
Soluţia are 2 elemente: x şi y. Ele pot lua valori în intervalul [0,16]. Limita inferioară a 
intervalului este 0, pentru că numerele sunt naturale. Limita superioară s-a determinat 
considerând, pe rând, situaţiile limită x=0 şi y=0. Considerăm mulţimea A={0,2,3,…,16}. 
Problema se reduce la generarea produsului cartezian cu condiţie AA – soluţia conţine 
o condiţie internă suplimentară: elementele ei trebuie să verifice ecuaţia. 

10. Se citesc n cifre distincte şi un număr natural x. Să se genereze toate numerele care se 
pot forma cu aceste cifre şi sunt mai mici decât numărul x. De exemplu, pentru cifrele 0, 
1 şi 3 şi numărul x=157, se generează 1, 3, 10, 11, 13, 30, 31, 33, 100, 101, 103,  110, 
111, 113, 130, 131, 133. Indicaţie. Se calculează numărul de cifre m ale numărului x. 
Pentru mulţimea A formată din cele n cifre, se generează produsele carteziene Ap, cu 
1pm. Elementele produsului cartezian sunt cifrele numărului care se formează. 
Pentru ca un element al produsului cartezian să fie soluţie, trebuie ca primul element să 
fie diferit de 0 (cifra cea mai semnificativă din număr nu trebuie să fie 0), iar numărul 
format cu m cifre să fie mai mic decât numărul x. 

11. Să se genereze toate numerele naturale, cu cel mult n cifre (n10), care sunt formate 
numai din cifre pare, în ordine strict crescătoare. 

Temă 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



20                                                                               Tehnici de programare 

12. Să se genereze toate numerele naturale, cu n cifre, care conţin p cifre k. Valorile pentru 
n, p şi k se citesc de la tastatură. 

13. Se citeşte un număr natural n. Să se genereze toate numerele naturale care, reprezen-
tate în baza 2, au acelaşi număr de cifre de 0 şi acelaşi număr de cifre de 1 ca şi 
reprezentarea în baza 2 a numărului n. 

14. Pe un bilet există 12 poziţii care pot fi perforate, aranjate pe 4 linii şi 3 coloane. Să se 
genereze toate posibilităţile de perforare a celor 12 poziţii, astfel încât să nu existe două 
poziţii alăturate neperforate. Indicaţie. Considerăm mulţimea A, formată din 12 elemente, 
fiecare element reprezentând o poziţie care poate fi perforată, şi mulţimea B={0,1}. Se 
defineşte funcţia f:AB astfel: dacă poziţia i este perforată, atunci f(i)=1; altfel, f(i)=0. 
Problema se reduce la generarea produsului cartezian B12 – soluţia conţine o condiţie 
internă suplimentară: poziţia k care se adaugă, nu trebuie să fie neperforată (nu trebuie 
să aibă valoarea 0) dacă poziţia k-1 sau poziţia k-3 este neperforată (are valoarea 0).    

1.3.3.3. Generarea aranjamentelor  

Se generează toate aranjamentele de m elemente ale mulţimii {1, 2, 3, …, n}. 

O soluţie a problemei va fi un aranjament – şi va avea m elemente. Faţă de algoritmul 
pentru  generarea permutărilor, se modifică doar condiţia prin care se verifică dacă s-au 
obţinut toate elementele soluţiei.  

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() 
{st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid() 
{for(int i=1;i<k;i++) 
  if (st[k]==st[i]) return 0; 
return 1;} 
int solutie() 
{return k==m;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=m;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt() 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 cout<<"m= ";  cin>>m; bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m; 
stiva st; 
void init(int k) 
{st[k]=0;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<n) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid(int k) 
{for(int i=1;i<k;i++) 
  if (st[k]==st[i]) return 0; 
return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==m;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=m;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 cout<<"m= ";  cin>>m; bt(1);} 
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Soluţia Afişarea 
1 2 x 1 2 

 f(x) 1 2 
   

1 3 x 1 2 
 f(x) 1 3 
   

2 1 x 1 2 
 f(x) 2 1 
   

2 3 x 1 2 
 f(x) 2 3 
   

3 1 x 1 2 
 f(x) 3 1 
   

3 2 x 1 2 
 f(x) 3 2 

Algoritmul de generare a aranjamentelor poate fi folosit şi în alte 
probleme. De exemplu, pentru generarea tuturor funcţiilor injective. 

Se generează toate funcţiile injective f:AB, unde card(A)=m şi 
card(B)=n. Pentru simplificarea algoritmului vom considera mulţi-
mile A={1,2,3,…,m} şi B={1,2,3,…,n}. O soluţie este formată din m 
elemente. Elementul k al soluţiei reprezintă valoarea funcţiei f(k). 
Deoarece valoarea funcţiei f(k) aparţine mulţimii B, în stivă se vor 
genera numere din mulţimea {1,2,3,…,n}. Din definiţia funcţiei 
injective, f(i)f(j), pentru orice ij. Rezultă că, pentru ca funcţia să 
fie injectivă, trebuie ca mn. Problema se reduce la generarea în 
stivă a tuturor aranjamentelor de n elemente luate câte m. Soluţiile 
vor fi afişate sub forma tabelului de variaţie al funcţiei. De 
exemplu, dacă A={1,2} şi B={1,2,3}, soluţiile şi modul în care vor fi 
afişate sunt prezentate alăturat.  

Faţă de programul anterior, nu se va modifica decât subprogramul 
de afişare a soluţiilor tipar().  

void tipar() 
{int i; cout<<" x  | "; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<i<<" "; cout<<endl; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<"-----"; cout<<endl<<"f(x)| "; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<endl<<endl;} ... 
void main() 
{cout<<"numarul de elemente ale multimii A= ";  cin>>m; 
 cout<<"numarul de elemente ale multimii B= ";  cin>>n; bt();} 

Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea tuturor aranjamentelor. 
1. Să se genereze toate posibilităţile de aranjare pe m scaune a n per-

soane (mn). Valorile pentru n şi m şi numele persoanelor se citesc dintr-un fişier text. 
2. Se citesc de la tastatură n cifre distincte. Să se genereze toate numerele de m cifre 

(mn) care se pot forma  cu aceste cifre – şi care conţin toate cele n cifre. 
3. Să se genereze toate anagramele unui cuvânt, din care se elimină p litere oarecare. 

Valoarea minimă a numărului p este 1, iar valoarea maximă este cu 1 mai mică decât 
lungimea cuvântului. Se citesc de la tastatură cuvântul şi valoarea numărului p.  

4. Se citesc de la tastatură n caractere distincte. Să se genereze toate cuvintele de m carac-
tere (mn) care se pot forma cu aceste caractere şi care conţin toate cele n caractere. 

5. Se citeşte un număr n care are m cifre. Să se genereze toate numerele, cu cel mult m 
cifre, care se pot forma cu cifrele numărului iniţial. 

6. Dintr-o mulţime de n persoane, aranjate într-un şir, se elimină p persoane. Să se genereze 
toate posibilităţile de aranjare într-un şir a persoanelor rămase, astfel încât fiecare persoană 
să nu aibă aceiaşi vecini ca în şirul iniţial. Valorile pentru n şi p se citesc de la tastatură. 

7. Să se genereze toate aranjamentele, de m numere, ale unei mulţimi de n numere oarecare 
astfel încât suma elementelor generate să fie egală cu s. Numărul de elemente ale mulţimii, 
n, elementele mulţimii, valoarile pentru m şi pentru suma s, se citesc de la tastatură.   

8. Să se genereze toate drapelele cu trei culori care se pot forma cu şase culori: alb, gal-
ben, roşu, verde, albastru şi negru, care au în mijloc culoarea alb, verde sau roşu.  
Indicaţie. Soluţia are 3 elemente, un element al soluţiei fiind indicele din vector al unei 
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culori. Se generează aranjamente cu condiţie de 6 obiecte luate câte 3 – soluţia conţine o 
condiţie internă suplimentară faţă de cea impusă de aranjamente: elementul 2 al soluţiei 
trebuie să fie indicele culorii alb, verde sau roşu. 

9. Se consideră n cuburi. Fiecare cub i are latura Li şi culoarea ci. Să se construiască toate 
turnurile stabile, formate cu m cuburi, astfel încât două cuburi vecine în turn să nu aibă 
aceeaşi culoare. Valorile pentru n şi m şi atributele celor n cuburi se citesc de la tastatură. 
Indicaţie. Informaţiile despre cuburi se memorează într-un vector de înregistrări cu n ele-
mente. Soluţia are m elemente. Un element al soluţiei este indicele din vector al unui cub. 
Se generează aranjamente cu condiţie de n obiecte luate câte m – soluţia conţine o 
condiţie internă suplimentară faţă de cea impusă de aranjamente: cubul k care se adaugă 
la turn trebuie să aibă latura mai mică decât a cubului k-1 şi culoarea diferită de acesta. 

1.3.3.4. Generarea combinărilor  

Se generează toate combinările de m elemente ale mulţimii {1, 2, 3, …, n}. 

O soluţie a problemei va fi o combinare şi va avea m elemente. Faţă de algoritmul pentru  
generarea aranjamentelor, apare o condiţie suplimentară: aceea ca soluţiile obţinute să fie 
distincte, adică două soluţii să nu conţină aceleaşi numere. Pentru aceasta, se va adăuga o 
condiţie de continuare suplimentară: valoarea de pe nivelul k trebuie să fie strict mai 
mare decât oricare dintre valorile de pe nivelele inferioare. Altfel spus, elementele soluţiei 
trebuie să fie ordonate: st[1]<st[2]< ... <st[k-1]<st[k]. Condiţia de continuare este îndeplini-
tă dacă elementul de pe nivelul k va avea o valoare strict mai mare decât valoarea elemen-
tului de pe nivelul k-1 (se iniţializează cu o valoare egală cu cea a elementului de pe nivelul 
k-1) şi o valoare mai mică decât n-m+k (se caută succesorul până la valoarea n-m+k).   

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() 
{if (k==1) st[k]=0; 
      else st[k]=st[k-1];} 
int succesor() 
{if (st[k]<n-m+k) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid() {return 1;} 
int solutie() 
{return k==m;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=m;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt() 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 cout<<"m= ";  cin>>m;  bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m; 
stiva st; 
void init(int k) 
{ if (k==1) st[k]=0; 
      else st[k]=st[k-1];} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<n-m+k) 
    {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
               else return 0;} 
int valid() {return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==m;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=m;i++)  
         cout<<st[i]<<"  "; 
 cout<<endl;} 
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; 
 cout<<"m= ";  cin>>m; bt(1);} 
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Algoritmul de generare a combinărilor poate fi folosit în problemele de generare a 
tuturor posibilităţilor de a forma din n obiecte grupuri de m obiecte care să aibă 
anumite proprietăţi. De exemplu, din n obiecte trebuie să se distribuie unei persoane m 
obiecte, care să conţină obligatoriu obiectul p şi să nu conţină obiectul q. Să se genereze 
toate posibilităţile de a forma grupuri de m astfel de obiecte. Pentru simplificare vom 
considera mulţimea obiectelor ca fiind {1, 2, 3, …, n}. Valorile pentru numărul de obiecte 
n, numărul de obiecte din grup, m, şi indicii obiectelor p şi q – se citesc de la tastatură. 

Deoarece obiectul p face parte obligatoriu din grupul de obiecte, el va fi memorat ca prim 
element al soluţiei (st[1]=p), iar subprogramul bt() va genera numai următoarele m-1 
elemente ale soluţiei. Se modifică şi condiţia de continuare a construirii soluţiei (subpro-
gramul valid()), deoarece obiectele p şi q nu pot fi elemente ale soluţiei. 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m,p,q,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() {if (k==2) st[k]=0; else st[k]=st[k-1];} 
int succesor() {//la fel ca în exemplul anterior} 
int valid() 
{return st[k]!=p && st[k]!=q;} 
int solutie() {//la fel ca în exemplul anterior} 
void tipar() {//la fel ca în exemplul anterior} 
void bt() 
{k=2;init(); 
 while (k>1) 
//la fel ca în exemplul anterior} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n; cout<<"m= ";  cin>>m; 
 cout<<"p= ";  cin>>p; cout<<"q= ";  cin>>q; 
 st[1]=p; bt();} 

Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea tuturor combinărilor. 
1. Să se genereze toate grupurile de p persoane care se pot forma din n 

persoane. Informaţiile se citesc dintr-un fişier text unde, pe primul rând, sunt scrise 
valorile pentru p şi n, despărţite printr-un spaţiu, iar pe următoarele rânduri numele 
persoanelor, câte un nume pe un rând.   

2. Două persoane îşi împart n obiecte astfel: prima persoană ia m obiecte, iar cealaltă 
persoană – restul obiectelor. Să se genereze toate posibilităţile de distribuire a celor n 
obiecte între cele două persoane. 

3. Două persoane îşi împart n obiecte. Fiecare obiect are o valoare vi. Să se genereze 
toate posibilităţile de distribuire a celor n obiecte, între cele două persoane, astfel încât 
fiecare persoană să primească obiecte, care să aibă aceeaşi valoare totală. 

4. Două persoane îşi împart n obiecte astfel: prima persoană ia m obiecte, iar cealaltă 
persoană, restul obiectelor. Fiecare obiect are o valoare vi. Să se genereze toate 
posibilităţile de distribuire a celor n obiecte, între cele două persoane, astfel încât fiecare 
persoană să primească obiecte care să aibă aceeaşi valoare totală. 
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4=1+1+1+1 (m=4)
4=1+1+2 (m=3) 
4=1+3 (m=2) 
4=2+2 (m=2) 
4=4 (m=1) 

5. Să se genereze toate numerele binare de n cifre care au m cifre de 0. Indicaţie. O 
soluţie este formată din m elemente, un element fiind poziţia din număr în care se poate 
găsi cifra 0 – exceptând prima poziţie. 

6. Din n obiecte date, să se genereze toate grupurile de m obiecte care îndeplinesc 
următoarele condiţii: 
a. conţin exact p obiecte precizate; 
b. nu conţin nici unul din p obiecte precizate; 
c. conţin numai un obiect din p obiecte precizate; 
d. conţin cel puţin un obiect din p obiecte precizate; 
e. conţin exact q obiecte din p obiecte precizate; 
f. conţin exact q obiecte din p obiecte precizate şi nu conţin r obiecte precizate; 
g. conţin exact q obiecte din p obiecte precizate şi nu conţin s obiecte din r obiecte 

precizate. 

1.3.3.5. Generarea tuturor partiţiilor unui număr natural  

O partiţie a unui număr natural nenul n este o descompunere a nu-
mărului n în sumă de m numere naturale nenule. Soluţiile care nu 
diferă decât prin ordinea termenilor nu sunt considerate distincte. 
Alăturat sunt prezentate toate partiţiile numărului 4. 

O soluţie a problemei va fi formată din m elemente a căror sumă este 
egală cu numărul n. Elementele soluţiei reprezintă termenii unei descompuneri. Numărul de 
elemente ale unei soluţii (m) este egal cu valoarea vârfului stivei k atunci când s-a obţinut 
soluţia. Soluţia se obţine atunci când suma elementelor din stivă este egală cu n. Altfel 
spus, soluţia se obţine atunci când suma s=st[1]+st[2]+ ... +st[k-1]+st[k] are valoarea n. 
Pentru a evita repetarea aceleiaşi descompuneri, valoarea de pe nivelul k trebuie să fie mai 
mare sau egală cu oricare dintre valorile de pe nivelele inferioare. Altfel spus, elementele 
soluţiei trebuie să fie ordonate: st[1]st[2] ... st[k-1]st[k]. Această condiţie este 
îndeplinită dacă elementul de pe nivelul k va avea o valoare mai mare sau egală cu 
valoarea elementului de pe nivelul k-1 (se iniţializează cu o valoare mai mică cu 1 decât 
cea a elementului de pe nivelul k-1) şi o valoare mai mică decât diferenţa dintre numărul n 
şi suma termenilor descompunerii găsiţi până la nivelul k, s=st[1]+st[2]+ ... +st[k-1].    

Condiţia de continuare este ca suma termenilor generaţi, s, să fie mai mică sau egală 
cu n (sn), o soluţie completă obţinându-se atunci când s=n. Iniţial, suma s are valoarea 
0 şi ea trebuie actualizată în permanenţă. Există două cazuri de actualizare: 
 Atunci când se adaugă în stivă un nou termen, acesta se adaugă şi la sumă. Altfel 

spus, dacă succesorul găsit poate fi element al soluţiei (prin adăugarea lui la sumă 
aceasta nu va depăşi valoarea numărului n), atunci el se adaugă la sumă. Actuali-
zarea sumei se va face în subprogramul valid() (termenul se adaugă la sumă 
numai dacă face parte din descompunere): s+=st[k]. 

 Atunci când se coboară în stivă, trebuie scăzute din sumă două valori: valoarea 
elementului din vârful stivei (k) şi valoarea elementului de pe nivelul precedent (k-1). 
Deoarece în stivă se coboară întotdeauna după ce s-a obţinut o soluţie completă şi nu 
se mai poate găsi un element pentru nivelul k cu care să se continue dezvoltarea 
soluţiei, scăderea din sumă a termenului curent se va face după ce se afişează o 
soluţie completă în subprogramul tipar(): s-=st[k], iar scăderea din sumă a 
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25 = 5+5+5+5+5 (m=5) 
25 = 5+5+5+10 (m=4) 
25 = 5+10+10 (m=3) 

termenului precedent se face în subprogramul succesor(), atunci când nu se 
găseşte succesor pentru elementul din vârful stivei: – s-=st[k-1].   

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,s=0,k,ev,as; 
stiva st; 
void init () 
{if (k==1) st[k]=0; 
      else st[k]=st[k-1]-1;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n-s) 
     {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
   else {s-=st[k-1]; return 0;}} 
int valid() 
{if (s+st[k]<=n)  
         {s+=st[k]; return 1;} 
    else return 0;} 
int solutie() 
{return s==n;} 
void tipar() 
{for(int i=1;<k;i++) 
  cout<<st[i]<<"+ "; 
 cout<<st[k]<<endl; 
 s-=st[k];} 
void bt() 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n;  bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,s=0; 
stiva st; 
void init (int k) 
{if (k==1) st[k]=0; 
      else st[k]=st[k-1]-1;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<n-s) 
     {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
   else {s-=st[k-1]; return 0;}}
int valid(int k) 
{if (s+st[k]<=n)  
         {s+=st[k]; return 1;} 
    else return 0;} 
int solutie(int k) 
{return s==n;} 
void tipar(int k) 
{for(int i=1;<k;i++) 
  cout<<st[i]<<"+ "; 
 cout<<st[k]<<endl; 
 s-=st[k];} 
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n;  bt(1);} 

Algoritmul de generare a tuturor partiţiilor unui număr natural poate fi folosit şi în alte 
probleme. De exemplu, generarea tuturor posibilităţilor de plată a unei sume cu 
bancnote de valori date. 

Problema se reduce la generarea tuturor partiţiilor unui nu-
măr natural nenul suma, o partiţie fiind o descompunere a 
numărului suma în sumă de m numere naturale, nenule, cu 
valori aparţinând mulţimii A={a1,a2, …, an}. Alăturat, sunt 
prezentate toate partiţiile sumei 25 pentru bancnote cu valori aparţinând mulţimii A={5,10}. 

Faţă de problema anterioară, apar următoarele modificări: 
 Deoarece suma suma se descompune în valori precizate, aparţinând mulţimii A, 

aceste valori se memorează în vectorul a, care are lungimea logică n (numărul de 
valori ale bancnotelor). 

 Un element al soluţiei este indicele valorii bancnotei din vectorul a, adică un element 
din mulţimea {1,2, …, n}. 

 O soluţie a problemei va fi formată din m elemente, alese astfel încât suma valorilor 
bancnotelor corespunzătoare lor să fie egală cu numărul suma. Altfel spus, soluţia se 
obţine atunci când suma s=a[st[1]]+a[st[2]]+ ... + a[st[k-1]]+ a[st[k]] are valoarea suma. 
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 Condiţia de continuare este ca suma valorilor termenilor generaţi, s, să fie mai mică 
sau egală cu suma (ssuma), o soluţie completă obţinându-se atunci când s=suma. 
Atunci când se urcă în stivă, se adună la sumă valoarea bancnotei cu indicele k: 
s+=a[st[k]], iar când se coboară în stivă, se scade din sumă valoarea bancnotei 
cu indicele k: s-=a[st[k]] şi valoarea bancnotei cu indicele k-1: s+=a[st[k-1]]. 

 Deoarece este posibil ca – pentru anumite valori ale sumei suma şi ale valorilor 
bancnotelor – să nu existe nici o soluţie, se foloseşte variabila de tip logic este, care 
are valoarea 1 (true), dacă există cel puţin o soluţie, şi 0 (false), în caz contrar. 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,k,ev,as,s=0,suma,este=0,a[10]; 
stiva st; 
void init () 
{if (k==1) st[k]=0; 
      else st[k]=st[k-1]-1;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n)  {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
          else {s-=a[st[k-1]]; return 0;}} 
int valid() 
{if (s+a[st[k]]<=suma) {s+=a[st[k]]; return 1;} 
                  else return 0;} 
int solutie() 
{return s==suma;} 
void tipar() 
{int i,j,p,este=1; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   {for(j=1,p=0;j<=k;j++) if (i==st[j]) p++; 
    if (p!=0) cout<<p<<"*"<<a[i]<<" + ";} 
 cout<<'\b'<<'\b'<<" "<<endl; s-=a[st[k]];} 
void bt() {//partea fixă a algoritmului } 
void main() 
{cout<<"n= "; cin>>n; 
 for (int i=1;i<=n;i++) 
   {cout<<"Valoare bancnota "<<i<<": "; cin>>a[i];} 
 cout<<"suma= ";  cin>>suma; bt(); 
 if (!este) cout<<"Imposibil"; } 

Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea tuturor partiţiior unui număr natural. 
1. Să se genereze toate descompunerile unui număr natural n în 

numere naturale distincte. 
2. Să se genereze toate descompunerile unui număr natural n în numere prime. 
3. Să se genereze toate descompunerile unui număr natural n în sumă de 3 şi 5. 
4. O bară are lungimea L. Se consideră n repere de lungimi diferite. Să se genereze toate 

posibilităţile de a tăia bara după reperele existente, fără să rămână rest la tăiere, un 
reper putând fi folosit de mai multe ori. Se poate ca unele repere să nu fie folosite Se 
citesc dintr-un fişier text, de pe primul rând, lungimea barei – L şi numărul de repere – n, 
iar de pe următorul rând, reperele. Numerele de pe un rând sunt separate prin spaţiu. 
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Partiţiile Stiva 
{1, 2, 3} 
{1, 2} {3} 
{1, 3} {2 } 
{1} {2, 3 } 
{1} {2} {3 } 

1 1 1 
1 1 2 
1 2 1 
1 2 2 
1 2 3 

5. Pentru realizarea unui chestionar există n întrebări, fiecare întrebare având un punctaj. 
Numărul de întrebări şi punctajul fiecărei întrebări se citesc dintr-un fişier text. Să se 
genereze toate chestionarele care au între a şi b întrebări distincte şi un punctaj total 
între p şi q puncte. Valorile pentru a, b, p şi q se citesc de la tastatură.  

6. Să se găsească modalitatea de plată a unei sume cu un număr minim de bancnote cu valori 
date. 

1.3.3.6. Generarea tuturor partiţiilor unei mulţimi  

O partiţie a unei mulţimi A este formată din mulţimile nevide disjuncte Ai a căror reuniune 

este mulţimea A: 
m

1i
i AA


  şi  ji AA  pentru orice i,j = 1m.      

Pentru simplificarea algoritmului vom considera mulţimea A={1,2,3, …,n}. O partiţie va fi 
formată din m mulţimi, cu 1mn. Soluţia va fi memorată în stivă şi va avea n elemente, 
fiecare element k al soluţiei reprezentând mulţimea i (1in) căreia îi aparţine elementul k din 
mulţimea care se partiţionează: st[k]=i înseamnă că elementul k din mulţimea A face parte 
din mulţimea i a partiţiei. În cadrul unei partiţii nu interesează ordinea în care apar elementele 
mulţimii A. Cel mai mare număr care va fi generat în stivă reprezintă numărul de mulţimi m în 
care a fost descompusă mulţimea A. În plus, numerele generate în stivă trebuie să aparţină 
unei mulţimi de numere consecutive care începe cu 1, deoarece 
partiţia nu conţine mulţimi vide. Alăturat, sunt prezentate toate 
partiţiile mulţimii {1,2,3} şi conţinutul stivei pentru fiecare dintre ele. În 
exemplu, nu există soluţia 1 3 3 deoarece aceste valori nu aparţin 
unei mulţimi de numere consecutive (nu se poate ca un element din 
mulţimea A să aparţină mulţimii A1, şi alte două elemente mulţimii 
A3, deoarece ar însemna că mulţimea A2 este vidă). 

Condiţia de continuare este asigurată prin modul în care este ales succesorul st[k]k, 
ceea ce înseamnă că elementul k din mulţimea A nu poate aparţine decât unei partiţii al cărei 
număr este mai mic sau cel mult egal cu numărul de ordine al elementului. Altfel spus, dacă 
până la nivelul k numărul maxim atribuit pentru o partiţie este i, acest număr reprezentând 
numărul de mulţimi ale partiţiei care există în soluţia parţială, pe nivelul k+1 elementul poate 
avea una dintre următoarele valori:     
 Orice valoare de la 1 la i, ceea ce înseamnă că elementul k+1 din mulţimea A se 

adaugă la una dintre mulţimile care există deja. 
 Valoarea i+1, ceea ce înseamnă că elementul k+1 din mulţimea A va genera o nouă 

mulţime în partiţie.     

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<st[k-1]+1) 
      {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
 else return 0;} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n; 
stiva st; 
void init (int k) {st[k]=0;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<st[k-1]+1) 
       {st[k]=st[k]+1;return 1;}
  else return 0;} 
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Soluţia Afişarea 
1 1 2 x 1 2 3

 f(x) 1 1 2
   

1 2 1 x 1 2 3
 f(x) 1 2 1
   

1 2 2 x 1 2 3
 f(x) 1 2 2
   

2 1 1 x 1 2 3
 f(x) 2 1 1
   

2 2 1 x 1 2 3
 f(x) 2 2 1
   

2 1 2 x 1 2 3
 f(x) 2 1 2
   

2 2 1 x 1 2 3
 f(x) 2 2 1

int valid() {return 1;} 
int solutie() 
{return k==n;} 
void tipar() 
{int i,j,max=st[1]; 
 for(i=2;i<=n;i++) 
  if (st[i]>max) max=st[i]; 
 for (i=1;i<=max;i++) 
  {cout<<"{"; 
   for (j=1;j<=n;j++) 
     if (st[j]==i) cout<<j<<","; 
   cout<<'\b'<<"}  ";}           
cout<<endl;} 
void bt()   
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n;  bt();} 

int valid() {return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==n;} 
void tipar() 
{int i,j,max=st[1]; 
 for(i=2;i<=n;i++) 
  if (st[i]>max) max=st[i]; 
 for (i=1;i<=max;i++) 
  {cout<<"{"; 
   for (j=1;j<=n;j++) 
     if (st[j]==i) cout<<j<<",";
   cout<<'\b'<<"}  ";}           
cout<<endl;} 
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"n= ";  cin>>n;  bt(1);} 

Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea tuturor partiţiilor unei mulţimi. Se consideră mulţimea A, cu n 
numere întregi. Valorile pentru n şi m şi pentru elementele mulţimii A se 

citesc de la tastatură. 
1. Să se genereze toate partiţiile mulţimii A formate din două submulţimi care au suma 

elementelor egale. 
2. Să se genereze toate partiţiile mulţimii A formate din m submulţimi.   
3. Să se genereze toate partiţiile mulţimii A formate din submulţimi care au acelaşi număr 

de elemente. 

 1.3.3.7. Generarea tuturor funcţiilor surjective  

Se generează toate funcţiile surjective f:AB unde card(A)=m şi 
card(B)=n. Pentru simplificarea algoritmului vom considera mulţi-
mile A={1,2,3,…,m} şi B={1,2,3,…,n}. O soluţie este formată din m 
elemente. Elementul k al soluţiei reprezintă valoarea funcţiei: f(k). 
Deoarece valoarea funcţiei f(k) aparţine mulţimii B, în stivă se vor 
genera numere din mulţimea {1,2,3,…,n}. Din definiţia funcţiei 
surjective, trebuie ca, pentru orice jB, să existe iA, astfel încât 
f(i)=j. Rezultă că – pentru ca funcţia să fie surjectivă – trebuie ca 
nm. Problema se reduce la generarea în stivă a tuturor elemen-
telor produsului cartezian Bm din care vor fi considerate soluţii 
numai cele care conţin toate elementele din mulţimea B. Soluţiile 
vor fi afişate sub forma tabelului de variaţie a funcţiei. De 
exemplu, dacă A={1,2,3} şi B={1,2}, soluţiile şi modul în care vor fi 
afişate sunt prezentate alăturat.  

Condiţia de continuare este asigurată prin modul în care este ales 
succesorul ca element din mulţimea B, singurul caz special fiind al 
elementului care se adaugă pe ultimul nivel din stivă (m). Prin adău-
garea acestui element, trebuie ca în stivă să existe toate elementele 

Temă 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                           29 

 

mulţimii B. Această condiţie este verificată prin funcţia surjectiva() care furnizează un 
rezultat logic: 1 (true), dacă în stivă există toate cele n elemente ale mulţimii B, şi 0 (false), în 
caz contrar.       

Implementarea iterativă Implementarea recursivă 
#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m,k,ev,as; 
stiva st; 
int surjectiva() 
{int i,j,x; 
 for (j=1;j<=n;j++) 
  {for (i=1,x=0;i<=m && !x;i++) 
        if (st[i]==j) x=1; 
   if (!x) return 0;} 
return 1;} 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<st[k-1]+1) 
      {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
 else return 0;} 
int valid() 
{if (k==m) 
   if (!surjectiva()) return 0; 
return 1;} 
int solutie() 
{return k==m;} 
void tipar() 
{int i; cout<<" x  | "; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<i<<" "; 
 cout<<endl; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<"-----"; 
 cout<<endl<<"f(x)| "; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<st[i]<<" "; 
 cout<<endl<<endl;}  
void bt()   
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"elemente  multimea A= ";  
 cin>>m; 
 cout<<"elemente multimea B= ";  
 cin>>n; bt();} 

#include<iostream.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,m; 
stiva st; 
int surjectiva() 
{int i,j,x; 
 for (j=1;j<=n;j++) 
  {for (i=1,x=0;i<=m && !x;i++) 
        if (st[i]==j) x=1; 
   if (!x) return 0;} 
return 1;} 
void init (int k) {st[k]=0;} 
int succesor(int k) 
{if (st[k]<st[k-1]+1) 
       {st[k]=st[k]+1;return 1;}
  else return 0;} 
int valid(int k) 
{if (k==m) 
   if (!surjectiva()) return 0; 
return 1;} 
int solutie(int k) 
{return k==n;} 
void tipar() 
{int i; cout<<" x  | "; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<i<<" "; 
 cout<<endl; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<"-----"; 
 cout<<endl<<"f(x)| "; 
 for (i=1;i<=m;i++) cout<<st[i]<<" "; 
 cout<<endl<<endl;}  
void bt(int k) 
{//partea fixă a algoritmului} 
void main() 
{cout<<"elemente  multimea A= ";
 cin>>m; 
 cout<<"elemente multimea B= ";  
 cin>>n; bt(1);} 

Scrieţi următoarele programe, în care să folosiţi metoda backtracking pentru 
generarea tuturor funcţiilor surjective. 
1. Se citesc de la tastatură  n cifre distincte. Să se genereze toate nu-

merele de m cifre (nm) care se pot forma cu aceste cifre şi care conţin toate cele n cifre. 
2. Se citesc de la tastatură n caractere distincte. Să se genereze toate cuvintele de m carac-

tere (nm) care se pot forma cu aceste caractere şi care conţin toate cele n caractere. 
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 C 

i+p, k 
 

  
 

   

      A 
i,j 

   B 
i,k 

 

  
 

   

    
i-p, k 

 

     

8         
7         
6         
5         
4         
3         
2         
1         

1 2 3 4 5 6 7 8 

3. Profesorul de informatică a pregătit m teme, pentru proiecte pe care trebuie să le repar-
tizeze celor n elevi din clasă (mn), astfel încât nici o temă de proiect să nu rămână 
nerepartizată. Să se genereze toate soluţiile de repartizare a temelor pentru proiect.  

4. O bară are lungimea L. Se consideră n repere de lungimi diferite. Să se genereze toate 
posibilităţile de a tăia bara după reperele existente, fără să rămână rest la tăiere, fiecare 
reper fiind folosit cel puţin o dată. Se citesc dintr-un fişier text, de pe primul rând, 
lungimea barei – L şi numărul de repere – n, iar de pe următorul rând, reperele. 
Numerele de pe un rând sunt separate prin spaţiu. 

5. Să se genereze toate construcţiile corecte de paranteze ( şi ); n este număr par şi se 
citeşte de la tastatură. De exemplu, pentru n=6, construcţiile (())() şi ()(()) sunt corecte, 
iar construcţia ())(() nu este corectă. Indicaţie. Se generează funcţiile surjective f:AB 
unde A = {1,2,3,…,n} = mulţimea poziţiilor ocupate de paranteze, şi B = {0,1} = mulţimea 
parantezelor – (=0 şi )=1 – care îndeplinesc următoarele condiţii: 
 f(1)=0 şi f(n)=1 (expresia începe cu paranteză deschisă şi se termină cu o paranteză 

închisă). 
 Numărul de valori 0 ale funcţiei şi numărul de valori 1 ale funcţiei sunt egale cu n/2 

(numărul de paranteze deschise este egal cu numărul de paranteze închise). 
 În timpul construirii soluţiei, nu trebuie ca numărul de valori 1 ale funcţiei să fie mai mare 

decât numărul de valori 0 generate până la acel moment (numărul de paranteze închise 
este întotdeauna cel mult egal cu numărul de paranteze deschise).    

1.3.3.8. Problema celor n dame  

Se generează toate posibilităţile de aranjare, pe o tablă de şah, cu dimensiunea nn, a n 
dame care să nu se atace între ele. Damele se pot ataca între ele pe linie, pe coloană şi 
pe diagonală.   

Se observă că fiecare damă trebuie să fie plasată singură 
pe o coloană, ca să nu se atace între ele. Soluţia proble-
mei este dată de mulţimea cu n elemente {x1, x2, …, xn} 
care se memorează în stivă. Elementul soluţiei xk 
reprezintă numărul liniei în care se aşază dama din 
coloana k, şi se memorează pe nivelul k al stivei st. De 
exemplu, pentru n=8, o soluţie este S={4,8,1,5,7,2,6,3} şi 
damele sunt aranjate pe tabla de şah ca în figura 
alăturată.  

Date fiind coordonatele i,j, de pe tabla de 
şah ale poziţiei unei dame care a fost 
aşezată anterior (linia i este memorată pe 
nivelul j în stivă – i=st[j]), ca ea să nu atace 
dama care urmează să fie pusă în coloana k 
– trebuie să fie îndeplinite următoarele 
condiţii interne: 
 Dama din coloana k nu trebuie să se 

găsească pe linia i. 
 Dama din coloana k nu trebuie să se gă-

sească pe diagonala cu dama din coloa-
na j, adică triunghiul ABC nu trebuie să 
fie isoscel. Pentru ca triunghiul ABC să 
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nu fie isoscel, condiţia pe care trebuie să o îndeplinească dama din coloana k se 
poate exprima astfel: oricare ar fi j<k, xj  xk şi |xk – xj|  k–j. 

Aceste condiţii interne ale soluţiei trebuie să se regăsească în condiţia de continuare a 
soluţiei – care se verifică în subprogramul valid(): st[j]st[k] şi abs(st[k]–st[j])k–j, 
pentru orice jk. 
#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
typedef int stiva[100]; 
int n,k,ev,as; 
stiva st; 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} 
          else return 0;} 
int valid() 
{for(int i=1;i<k;i++) 
   if (st[k]==st[i] || abs(st[k]-st[i])==k-i) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() {return k==n;} 
void tipar() 
{for(int i=1;i<=n;i++) cout<<st[i]<<"  "; cout<<endl;} 
void bt()  {//partea fixa a algoritmului }  
void main() {cout<<"n= "; cin>>n; bt();} 

Să se genereze toate posibilităţile de aranjare, pe o tablă de şah, cu 
dimensiunea nn, a n nebuni, care să nu se atace între ei. Nebunul se 
poate deplasa numai pe diagonală.  

1.3.3.9. Parcurgerea tablei de şah cu un cal   

Se caută toate posibilităţile de parcurgere a tablei de şah prin săritura calului, fără a trece 
de două ori prin aceeaşi poziţie. Tabla de şah are dimensiunea nn, iar poziţia iniţială a 
calului este dată de i – numărul liniei şi j – numărul coloanei. Se citesc de la tastatură 
valorile pentru n, i şi j. 

Soluţia problemei este dată de mulţimea cu nn elemente {x1, x2, …, xnn} care se 
memorează în stivă. Elementul soluţiei xk reprezintă coordonatele i şi j ale pătratului în 
care se deplasează calul la mutarea k – şi se memorează pe nivelul k al stivei st. Pentru 
a înregistra traseul străbătut de cal, elementele stivei vor fi de tip înregistrare cu două 
câmpuri, x şi y, corespunzătoare celor două coordonate ale pătratului. 

struct element{int x,y;}; 
typedef element stiva[100]; 
stiva st; 

Stiva va avea dimensiunea nn, corespunzătoare parcurgerii întregii table de şah 
(kmax=nn), şi va conţine, în ordine, coordonatele tuturor pătratelor de pe traseul de 
parcurgere: st[1].x şi st[1].y corespund primei poziţii de pe tablă, st[2].x şi 
st[2].y corespund celei de a doua poziţii de pe tablă, …, st[n*n].x şi st[n*n].y 
corespund ultimei poziţii de pe tablă. 
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  4 

i+2, j-1
 3 

i+2, j+1 
  

 5 
i+1, j-2

   2 
i+1, j+2 

 

   i,j 
 

   

 6 
i-1, j-2 

   1 
i-1, j+2 

 

  7 
i-2, j-1 

 8 
i-2, j+1 

  

Variantă Coordonate  Variantă Coordonate 
1 i-1, j+2 5 i+1, j-2 
2 i+1, j+2 6 i-1, j-2 
3 i+2, j+1 7 i-2, j-1 
4 i+2, j-1 8 i-2, j+1 

De exemplu, pentru n=5 – şi ca poziţie de pornire pătratul de pe linia 1 şi coloana 1 – o 
soluţie va avea 25 de elemente. Prima dintre soluţiile obţinute este prezentată mai jos: 

Dată fiind o poziţie curentă i,j a 
traseului, variantele posibile 
pentru următoarea poziţie a 
calului pe tabla de şah sunt 
prezentate alăturat. 

Se observă că există 8 variante 
posibile pentru continuarea dru-
mului. Coordonatele următoru-
lui pătrat de pe tabla de şah în 
care poate sări calul, pentru 
fiecare dintre cele 8 variante, 
sunt prezentate în tabel.  

În vectorul p, de dimensiune nn 
se păstrează varianta care s-a ales 
pentru continuarea drumului. Ele-
mentele sale sunt de tip întreg. 
Elementul k din vector arată care 
dintre cele 8 variante s-a ales 

pentru a ajunge de la poziţia k-1 la poziţia k Orice element k al vectorului trebuie să 
îndeplinească următoarea condiţie: 1 p [k]  8. 

Fiecare dintre cele 8 variante de deplasare din pătratul k-1 în pătratul k înseamnă 
adăugarea unei constante de deplasare la coordonata x, respectiv y, a pătratului k-1. 
Aceste constante sunt memorate în vectorul d (pentru varianta 0, care nu există, depla-
sarea este 0): 
element d[9]={{0,0},{-1,2},{1,2},{2,1},{2,-1},{1,-2},{-1,-2},{-2,-1},{-2,1}}; 
Variabila logică este se foloseşte pentru a şti dacă s-a găsit cel puţin o soluţie (de 
exemplu, pentru n=4 problema nu are soluţii). Este iniţializată cu valoarea 0 (nu s-a găsit 
încă nici o soluţie). Va lua valoarea 1 (s-a găsit o soluţie) în subprogramul tipar() care 
se execută numai dacă s-a găsit o soluţie a problemei. 

Subprogramele 
 Subprogramul init(). Se iniţializează varianta cu care se trece din pătratul k-1 în 

pătratul k, adică elementul k din vectorul p: p[k]=0. 

Soluţia 
1,1 3,2 5,1 4,3 5,5 
3,4 4,2 5,4 3,5 1,4 
2,2 4,1 5,3 4,5 2,4 
1,2 3,1 5,2 3,3 2,1 
1,3 2,5 4,4 2,3 1,5 

Ordinea de ocupare a tablei de şah 

1 1 16 21 10 25 

2 20 11 24 15 22 

3 17 2 19 6  9  

4 12 7 4 23 14 

5 3 18 13 8 5 

1 2 3 4 5 
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 Subprogramul succesor(). Se consideră că mai există o posibilitate de continuare a 
construirii soluţiei pe nivelul k dacă mai există o variantă de mutare din pătratul k-1 în 
pătratul k, adică dacă p[k]<8. Dacă mai există o variantă de mutare, pe nivelul k din 
stivă, se trece la această variantă (p[k]=p[k]+1) şi se înregistrează coordonatele 
pătratului k, care se vor obţine prin adăugarea, la coordonatele pătratului k-1, a 
deplasărilor corespunzătoare acestei variante (st[k].x=st[k-1].x+d[p[k]].x şi 
st[k].y=st[k-1].y+d[p[k]].y). 

 Subprogramul valid(). Se consideră că pătratul k în care s-a ajuns poate fi conside-
rat că este bun pentru a continua construirea soluţiei, dacă coordonatele sale nu sunt 
în afara tablei de şah (coordonatele st[k].x şi st[k].y iau valori în intervalul [1,n]) 
şi prin pătratul k nu s-a mai trecut (se verifică dacă în stivă, pe nivelurile anterioare, nu 
mai există un pătrat cu coordonatele pătratului k).   

 Subprogramul soluţie(). Se verifică dacă a fost parcursă toată tabla de şah, adică 
dacă vârful stivei k are valoarea n*n. 

 Subprogramul bt(). Deoarece coordonatele primului pătrat nu trebuie modificate, 
primului element al soluţiei (k=1) i se atribuie coordonatele în subprogramul main(), 
iar în subprogram se va începe cu iniţializarea nivelului 2 din stivă (k=2); căutarea 
tuturor soluţiilor se va face până când vârful stivei coboară până la primul element al 
soluţiei: while (k>1).   

#include<iostream.h> 
struct element{int x,y;}; 
element d[9]={{0,0},{-1,2},{1,2},{2,1},{2,-1},{1,-2},{-1,-2},{-2,-1},{-2,1}}; 
int n,k,ev,as,p[100],este=0; 
typedef element stiva[100]; 
stiva st; 
void init() {p[k]=0;} 
int succesor() 
{if (p[k]<8)  
   {p[k]=p[k]+1; st[k].x=st[k-1].x+d[p[k]].x;  
    st[k].y=st[k-1].y+d[p[k]].y; return 1;} 
   else return 0;} 
int valid() 
{if (st[k].x<1 || st[k].y<1 || st[k].x>n || st[k].y>n) return 0; 
  for (int i=1;i<k;i++) 
   if (st[k].x==st[i].x && st[k].y==st[i].y) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() {return k==n*n;} 
void tipar() 
{int i; este=1; 
 for (i=1;i<=n*n;i++) cout<<st[i].x<<","<<st[i].y<<"  "; 
  cout<<endl;} 
void bt()   
{k=2; init(); 
 while (k>1) 
  {as=1; ev=0; 
   while(as && !ev) 
    {as=succesor(); 
     if(as) ev=valid();} 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



34                                                                               Tehnici de programare 

     
  1 

i-1, j 
 

Nord  

Vest  
4 

i, j-1 

 
i,j 
 

 
2 

i, j+1 

Est 

   
3 

i+1, j 

 
 
Sud 

 

     

   if(as) 
      if(solutie()) tipar(); 
       else {k++; init();} 
    else k--;}} 
void main() 
{int i,j;  cout<<"n= ";  cin>>n; 
 cout<<"linia de pornire "; cin>>i; st[1].x=i; 
 cout<<"coloana de pornire "; cin>>j; st[1].y=j; bt(); 
 if (!este) cout<<"Nu exista solutii";} 
Observaţie. Dacă se doreşte numai afişarea primei soluţii, căutarea soluţiei se face 
până când variabila este trece de la valoarea 0 (nu s-a găsit soluţie) la valoarea 1 (s-a 
găsit soluţie), modificându-se în subprogramul bt() condiţia de terminare a căutării tuturor 
soluţiilor (în loc de while (k>1) se va scrie while (k>1 && !este)) . 

Să se genereze toate posibilităţile de aranjare pe o tablă de şah, cu 
dimensiunea nn, a n cai care să nu se atace între ei. 

1.3.3.10. Generarea tuturor soluţiilor de ieşire din labirint   

Se caută toate posibilităţile unui traseu printr-un labirint, între două poziţii, iniţială şi finală, 
fără a se trece de două ori prin aceeaşi poziţie. Labirintul are dimeniunea nm. Poziţia 
iniţială este dată de x1 – numărul liniei – şi y1 – numărul 
coloanei – care se comunică de la tastatură. Poziţia finală 
corespunzătoare ieşirii din labirint  este dată de x2 – numărul 
liniei – şi y2 – numărul coloanei – care vor fi determinate în 
urma găsirii traseului. Deplasarea în labirint se poate face 
numai ortogonal (pe verticală şi orizontală), nu şi pe diagonală. 

Soluţia problemei este dată de mulţimea cu t elemente {x1, x2, 
…, xt} care se memorează în stivă. Numărul de elemente ale 
soluţiei depinde de soluţia găsită. Elementul soluţiei xk repre-
zintă coordonatele i şi j ale pătratului în care se deplasează o 
persoană în labirint şi se memorează pe nivelul k al stivei st. 
Pentru a înregistra traseul străbătut, elementele stivei vor fi de 
tip înregistrare cu două câmpuri, x şi y, corespunzătoare celor două coordonate ale 
pătratului. Stiva va avea dimensiunea t 
corespunzătoare parcurgerii întregului traseu, 
de la pătratul de plecare până la pătratul de 
sosire, şi va conţine, în ordine, coordonatele 
tuturor pătratelor de pe traseul de parcurgere: 
st[1].x şi st[1].y corespund pătratului de 
plecare, st[2].x şi st[2].y corespund celui 
de al doilea pătrat în care se trece, …, 
st[t].x şi st[t].y corespund pătratului de 
sosire, prin care se iese din labirint. 

Dată fiind o poziţie curentă i,j a traseului, 
variantele posibile pentru următoarea poziţie 
sunt prezentate alăturat. 

       

        

        

        

        

        

        

Plecare 

Sosire 

Temă 
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Variantă Coordonate  
1 i+1, j 
2 i, j+1 
3 i+1, j 
4 i, j-1 

Elementul matricei corespunzător pătratului 
1 0 1 0 

 
prima cifră   a patra cifră 

            a doua cifră      a treia cifră 

Se observă că există 4 variante posibile pentru continuarea drumului. Coordonatele 
următorului pătrat de pe traseu în care poate să treacă persoana, pentru fiecare dintre 
cele 8 variante, sunt prezentate în tabel.  

În vectorul p, de dimensiune nm, se păstrează varianta 
care s-a ales pentru continuarea drumului. Elementele sale 
sunt de tip întreg. Elementul k din vector arată care dintre 
cele 4 variante s-a ales pentru a ajunge de la poziţia k-1 la 
poziţia k Orice element k al vectorului trebuie să înde-
plinească următoarea condiţie: 1 p [k]  4. 

Fiecare dintre cele 4 variante de deplasare din pătratul k-1 în pătratul k înseamnă 
adăugarea unei constante de deplasare la coordonata x, repsectiv y, a pătratului k-1. 
Aceste constante sunt memorate în vectorul d (pentru varianta 0, care nu există, 
deplasarea este 0): 
element d[5]={{0,0},{-1,0},{0,1},{1,0},{0,-1}}; 
Deoarece din pătratul k-1 se poate trece în pătratul k, găsit pe una dintre cele patru 
direcţii de deplasare numai dacă cele două pătrate comunică (există un culoar între ele) 
trebuie găsită o metodă de descriere a labirintului printr-o matrice L cu dimensiunea nm. 
Vor fi prezentate două metode de reprezentare a labirintului. 

Varianta 1 

Fiecare element al matricei L corespunde 
unui pătrat din labirint şi memorează infor-
maţii despre mişcările care pot fi executate 
în pătrat. Fiecărui pătrat i se atribuie un şir 
de patru cifre binare, care va fi construit 
după următoarele reguli: 
 prima cifră: are valoarea 1, dacă se 

poate executa un pas spre Vest;  
 a doua cifră: are valoarea 1, dacă se 

poate executa un pas spre Sud; 
 a treia cifră: are valoarea 1, dacă se 

poate executa un pas spre Est; 
 a patra cifră: are valoarea 1, dacă se poate executa un pas spre Nord.  

Pentru pătratul din exemplu este 
prezentată alăturat valoarea ele-
mentului care i se asociază în ma-
tricea L. Şirul de patru cifre binare 
formează un număr binar, care va fi 
transformat într-un număr zecimal. 

0011 1110 1010 1010 1010 1010 1100 0100
0100 0101 0010 1010 1010 1100 0111 1001
0101 0111 1010 1010 1100 0101 0011 1100
0111 1001 0010 1100 0101 0011 1110 1001
0111 1110 1000 0101 0111 1100 0011 1000
0111 1001 0010 1101 0111 1011 1010 1000
0011 1000 0010 1011 1011 1010 1010 1100

3 14 10 10 10 10 12 4
4 5 2 10 10 12 7 9
5 7 10 10 12 5 3 12
7 9 2 12 5 3 14 9
7 14 8 5 7 10 3 8
7 9 2 13 7 11 10 8
3 8 2 11 11 10 10 12

Nord: cale blocată; 
a patra cifră: 0 

Est:  
cale liberă; 

a treia cifră: 1 

Vest:  
cale liberă; 

prima cifră: 1 
 

Sud: cale blocată; 
a doua cifră: 0 
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1 1 2       

2  3       

3  4 5 6 7    

4     8    

5     9    

6     10    

7     11 12 13 14

 1 2 3 4 5 6 7 8 

Soluţia 
1,1 1,2 2,2 3,2 3,3 
3,4 3,5 4,5 5,5 6,5 
7,5 7,6 7,7 7,8

Pentru a simplifica verificarea condiţiei de ieşire din labirint, matricea L este bordată cu o 
valoare pe care nu o poate lua nici unul dintre elementele ei (de exemplu, valoarea 16). 
Matricea L are 7 linii şi 8 coloane. 

Soluţia obţinută va afişa coordonatele pătratelor 
prin care se trece: 

 

Subprogramele 
 Subprogramul init(). Se iniţializează varianta 

cu care se trece din pătratul k-1 în pătratul k, adică elementul k din vectorul p: p[k]=0. 
 Subprogramul succesor(). Se consideră că mai există o posibilitate de continuare a 

construirii soluţiei pe nivelul k dacă mai există o variantă de deplasare din pătratul k-1 
în pătratul k, adică dacă p[k]<4. Dacă mai există o variantă de deplasare, pe nivelul 
k din stivă, se trece la această variantă (p[k]=p[k]+1) şi se înregistrează coordo-
natele pătratului k, care se vor obţine prin adăugarea, la coordonatele pătratului k-1, a 
deplasărilor corespunzătoare acestei variante (st[k].x=st[k-1].x+d[p[k]].x şi 
st[k].y=st[k-1].y+d[p[k]].y). 

 Subprogramul valid(). Se consideră că pătratul k, în care s-a ajuns, poate fi 
considerat că este bun, pentru a continua construirea soluţiei, numai dacă există culoar 
de trecere între pătratul k-1 şi pătratul k – pe direcţia de deplasare aleasă (dacă în 
matricea L, în elementul asociat pătratului k-1, bitul corespunzător direcţiei de deplasare 
are valoarea 1) – şi dacă prin pătratul k nu s-a mai trecut (se verifică dacă în stivă, pe 
nivelurile anterioare, nu mai există un pătrat cu coordonatele pătratului k).   

 Subprogramul soluţie(). Se verifică dacă pătratul în care s-a ajuns se află în afara 
matricei (elementul asociat lui în matricea L are valoarea cu care a fost bordată 
matricea: L[st[k].x][st[k].y]==16). Pentru a evita soluţia prin care se iese din 
labirint prin pătratul prin care s-a intrat, în stivă trebuie să existe cel puţin două elemente 
(k>2). Deoarece ultimul pătrat din stivă nu face parte din soluţia problemei (este ca un 
terminator al soluţiei), coordonatele lui nu vor fi afişate în subprogramul tipar().  

 Subprogramul bt(). Deoarece coordonatele primului pătrat nu trebuie modificate, primu-
lui element al soluţiei (k=1) i se atribuie coordonatele în subprogramul main(), iar în sub-
program se va începe cu iniţializarea nivelului 2 din stivă (k=2); căutarea tuturor soluţiilor se 
va face până când vârful stivei coboară până la primul element al soluţiei: while (k>1).   

#include<fstream.h> 
struct element{int x,y;}; 
element d[5]={{0,0},{-1,0},{0,1},{1,0},{0,-1}}; 
int n,m,k,ev,as,p[100],este=0,L[10][10]; 
typedef element stiva[100]; 
stiva st; 
fstream f("labirint1.txt",ios::in); 
void init() {p[k]=0;} 
int succesor() 
{if (p[k]<4) {p[k]=p[k]+1;st[k].x=st[k-1].x+d[p[k]].x; 
              st[k].y=st[k-1].y+d[p[k]].y; return 1;} 
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   else return 0;} 
int valid() 
{int x=st[k-1].x,y=st[k-1].y; 
 for (int i=1;i<k;i++) 
   if (st[k].x==st[i].x && st[k].y==st[i].y) return 0; 
 switch (p[k]) 
      {case 1: if (L[x][y] & 1) return 1; break; //spre N 
       case 2: if (L[x][y] & 2) return 1; break; //spre E 
       case 3: if (L[x][y] & 4) return 1; break; //spre S 
       case 4: if (L[x][y] & 8) return 1;}       //spre V 
 return 0;} 
int solutie() {return k>2 && L[st[k].x][st[k].y]==16;} 
void tipar() 
{int i; este=1; 
 for (i=1;i<k;i++) cout<<st[i].x<<","<<st[i].y<<"  "; 
  cout<<endl;} 
void bt(){//partea fixă a algoritmului ca in exemplul anterior} 
void main() 
{int i,j; f>>n>>m; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<=m;j++) f>>L[i][j]; 
 cout<<"Intrarea in labirint: "<<endl; 
 cout<<"x= "; cin>>i; st[1].x=i; cout<<"y= "; cin>>j; st[1].y=j; 
 for (i=1;i<=n;i++) {L[i][0]=16; L[i][m+1]=16;} 
 for (i=1;i<=m;i++) {L[0][i]=16; L[n+1][i]=16;} 
 bt(); if (!este) cout<<"Nu exista solutii";} 
 Varianta 2 

Fiecare element al matricei L corespunde unei poziţii din labirint: 






zid) este – j)(i, poziţia prin trece poate se nu dacă 0,

culoar este – j)(i, poziţia prin trece poate se dacă 1,
)j,i(L  

Matricea L are 15 linii şi 17 coloane. Punctul de intrare în labirint se găseşte pe linia 1 şi 
în coloana 2. 

            
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 
0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 
0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
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Soluţia 
1,2 2,2 2,3 2,4 3,4 
4,4 5,4 6,4 6,5 6,6 
6,7 6,8 6,9 6,10 7,10 

8,10 9,10 10,10 10,11 11,11 
12,11 12,10 13,10 14,10 14,11 
14,12 14,13 14,14 14,15 14,16 
15,16    

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 
0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 
0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 
0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 
0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 
0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

Soluţia obţinută va afişa coordonatele punctelor prin care se trece: 

Subprogramele (sunt prezentate numai 
modificările faţă de varianta anterioară): 
 Subprogramul valid(). Se consideră că 

poziţia k, în care s-a ajuns, poate fi consi-
derată că este bună, pentru a continua 
construirea soluţiei, numai dacă ea este culoar de trecere (L[st[k].x][st[k].y]==1) 
şi dacă prin poziţia k nu s-a mai trecut (se verifică dacă în stivă, pe nivelurile anterioare, 
nu mai există o poziţie cu coordonatele poziţiei k).   

 Subprogramul soluţie(). Se verifică dacă poziţia în care s-a ajuns nu se află la ieşi-
rea din labirint, adică se găseşte pe marginea matricei (st[k].x==1 sau 
st[k].x==n sau st[k].y==1 sau st[k].y==m).  

#include<fstream.h> 
struct element{int x,y;}; 
element d[5]={{0,0},{-1,0},{0,1},{1,0},{0,-1}}; 
int n,m,k,ev,as,p[100],este=0,L[10][10]; 
typedef element stiva[100]; 
stiva st; 
fstream f("labirint1.txt",ios::in); 
void init() {p[k]=0;} 
int succesor() 
{if (p[k]<4) {p[k]=p[k]+1;st[k].x=st[k-1].x+d[p[k]].x; 
              st[k].y=st[k-1].y+d[p[k]].y; return 1;} 
   else return 0;} 
int valid () 
{if (L[st[k].x][st[k].y]==0) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) 
   if (st[k].x==st[i].x && st[k].y==st[i].y) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() 
{return st[k].x==1 || st[k].x==n || st[k].y==1 || st[k].y==m;} 
void tipar() 
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i].x<<","<<st[i].y<<"  "; 
  cout<<endl;} 
void bt(){//partea fixă a algoritmului ca in exemplul anterior}   
void main() 
{int i,j; f>>n>>m; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<=m;j++) f>>L[i][j]; 
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 cout<<"Intrarea in labirint: "<<endl; 
 cout<<"x= "; cin>>i; st[1].x=i; cout<<"y= "; cin>>j; st[1].y=j; 
 bt(); if (!este) cout<<"Nu exista solutii";} 
Observaţie. Algoritmul folosit pentru generarea tuturor traseelor de ieşire dintr-un labirint poate 
fi folosit în orice problemă de găsire a unui traseu pe o suprafaţă împărţită în pătrate şi pentru 
care există restricţii de deplasare de la un pătrat la altul. 

1. Problema bilei. Un teren este împărţit în mai multe zone, fiecare 
zonă având o înălţime h. Pentru simplificare, vom considera fiecare 
zonă ca fiind un pătrat cu aceeaşi dimensiune. Terenul poate fi 

reprezentat sub forma unei matrice cu n linii şi m coloane, fiecare element al matricei 
reprezentând înălţimea unei zone de teren. O bilă se găseşte într-o zonă cu coordo-
natele x (numărul liniei) şi y (numărul coloanei). Ea se poate rostogoli numai către o 
zonă care are înălţimea mai mică decât cea a zonei în care se găseşte. Să se genereze 
toate posibilităţile de rostogolire a bilei – până la marginea terenului. Indicaţie. Construi-
rea soluţiei traseului are următoarele caracteristici: 
 O soluţie este formată din coordonatele zonelor prin care se rostogoleşte bila. 
 Fiecare soluţie are un număr variabil de elemente. Primul element al soluţiei conţine 

coordonatele zonei de plecare a bilei, iar ultimul element al soluţiei conţine coordo-
natele unei zone de la marginea terenului.  

 Bila se poate rostogoli în 8 direcţii (corespunzătoare celor 8 pătrate adiacente pătra-
tului în care se găseşte), fiecare direcţie de deplasare corespunzând unei constante 
de deplasare care se adaugă la coordonata x, respectiv y, a pătratului în care se 
găseşte bila.  

 Condiţia de continuare a construirii soluţiei este ca pătratul în care a ajuns bila să 
aibă înălţimea mai mică decât a pătratului anterior.  

2. Problema capcanelor. Un teren este împărţit în mai multe zone. Pentru simplificare 
vom considera fiecare zonă ca fiind un pătrat cu aceeaşi dimensiune. Terenul poate fi 
reprezentat sub forma unei matrice cu n linii şi m coloane, fiecare element al matricei 
reprezentând un pătrat de teren. Anumite pătrate conţin diverse capcane ascunse. O 
persoană se găseşte în pătratul cu coordonatele x1 (numărul liniei) şi y1 (numărul 
coloanei) şi trebuie să ajungă în pătratul cu coordonatele x2 şi y2 deplasându-se orto-
gonal şi fără să calce în pătratele cu capcane. Datele se citesc dintr-un fişier text, astfel: 
de pe primul rând, n, m şi coordonatele pătratului de pornire şi ale pătratului destinaţie, 
iar de pe următoarele rânduri – perechile de coordonate ale pătratelor cu capcane. Să 
se găsească traseele pe care trebuie să le urmeze persoana respectivă. Indicaţie. 
Construirea soluţiei traseului are următoarele caracteristici: 
 O soluţie este formată din coordonatele zonelor prin care trece persoana. 
 Fiecare soluţie are un număr variabil de elemente. Primul element al soluţiei conţine 

coordonatele pătratului din care pleacă persoana, iar ultimul element al soluţiei 
conţine coordonatele pătratului în care trebuie să ajungă. 

 Persoana se poate deplasa în 4 direcţii (corespunzătoare celor 4 pătrate aflate pe 
diagonala pătratului în care se găseşte), fiecare direcţie de deplasare corespunzând 
unei constante de deplasare care se adaugă la coordonata x, respectiv y, a 
pătratului în care se găseşte persoana.  

 Condiţia de continuare a construirii soluţiei este ca pătratul în care a ajuns per-
soana să nu conţină capcane.  

Temă 
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1.4. Metoda „Divide et Impera“ 

1.4.1. Descrierea metodei „Divide et Impera“ 

Metoda divide et impera se poate folosi pentru problemele care pot fi descompuse în 
subprobleme similare cu problema iniţială (care se rezolvă prin aceeaşi metodă) şi care 
prelucrează mulţimi de date de dimensiuni mai mici, independente unele de altele (care 
folosesc mulţimi de date de intrare disjuncte). 

Scop: identificarea problemelor care pot fi descompuse în subprobleme similare care 
folosesc mulţimi de date de intrare disjuncte.   

Enunţul problemei 1: Să se calculeze suma elementelor dintr-un vector v care conţine 
numere întregi. 
Mulţimea datelor de intrare o reprezintă cele n elemente ale vectorului v. Ele pot fi divizate 
în câte două submulţimi disjuncte, prin divizarea mulţimii indicilor în două submulţimi. 
Mulţimea iniţială a indicilor este determinată de primul indice (s) şi de ultimul indice (d), iar 
intervalul indicilor care se divizează este [s,d]. El se divizează în două submulţimi disjuncte, 
[s,m] şi [m+1,d], unde m este indicele din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. Astfel, problema 
iniţială este descompusă în două subprobleme, fiecare dintre ele constând în calcularea 
sumei numerelor dintr-o submulţime de elemente (care corespunde unui subinterval al 
indicilor). Descompunerea continuă până când fiecare submulţime conţine un singur 
element – şi se poate calcula suma, obţinându-se soluţia subproblemei.   

Enunţul problemei 2: Să se calculeze suma 12+23+ ... +n(n+1). 
Mulţimea datelor de intrare o reprezintă primele n numere naturale. Mulţimea iniţială este 
determinată de primul număr (s=1) şi de ultimul număr (d=n), iar intervalul care se divi-
zează este [s,d]. El se divizează în două submulţimi disjuncte, [s,m] şi [m+1,d], unde m 
este numărul din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. Astfel, problema iniţială este descompusă 
în două subprobleme, fiecare dintre ele constând în calcularea sumei produselor dintre 
două numere consecutive dintr-o submulţime de elemente (care corespunde unui subinter-
val al numerelor). Descompunerea continuă până când fiecare submulţime conţine un 
singur element – şi se poate calcula produsul, care se va adăuga la sumă, pentru a obţine 
soluţia subproblemei.   

Enunţul problemei 3: Să se genereze termenul n al şirului lui Fibonacci. 
Şirul lui Fibonacci este definit recursiv: f1=1, f2=1 şi fn= fn-2+ fn-1, pentru n3. Problema 
determinării termenului n al şirului lui Fibonacci se poate descompune în două subpro-
bleme: determinarea termenului n-1 şi determinarea termenului n-2. Descompu-
nerea continuă până când trebuie determinaţi termenii f1 şi f2, a căror valoare este 
cunoscută. 

Metoda Divide et impera se bazează pe descompunerea unei probleme în 
subprobleme similare, prin intermediul unui proces recursiv. Procesul recursiv de 
descompunere a unei subprobleme în alte subprobleme continuă până se obţine 

o subproblemă cu rezolvarea imediată (cazul de bază), după care se compun 
soluţiile subproblemelor până se obţine soluţia problemei iniţiale. 
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Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se descompune problema în subprobleme similare problemei iniţiale, de dimen-

siuni mai mici, independente unele de altele (care folosesc mulţimi de date de 
intrare disjuncte – di). 

PAS2. Dacă subproblema permite rezolvarea imediată (corespunde cazului de bază), 
atunci se rezolvă obţinându-se soluţia s; altfel, se revine la Pas1. 

PAS3. Se combină soluţiile subproblemelor în care a fost descompusă (si) o subproble-
mă, până când se obţine soluţia problemei iniţiale.   

1.4.2. Implementarea metodei Divide et Impera 

Deoarece subproblemele în care se descompune problema sunt similare cu problema iniţi-
ală, algoritmul divide et impera  poate fi implementat recursiv. Subprogramul recursiv 
divide_et_impera(d,s), unde d reprezintă dimensiunea subproblemei (corespunde mulţimii 
datelor de intrare), iar s soluţia subproblemei,  poate fi descris în pseudocod astfel: 

divide_et_impera(d,s) 
început 
  dacă dimensiunea d corespunde unui caz de bază 
    atunci se determină soluţia s a problemei; 
    altfel  
       pentru i=1,n execută 
           se determină dimensiunea d i a subproblemei P i; 
           se determină soluţia s i a subproblemei P i prin  
           apelul divide_et_impera(d_i,s_i); 
       sfârşit_pentru; 
       se combină soluţiile s 1, s 2, s 3, ..., s n;   
     sfârşit_dacă; 
sfârşit; 
Implementarea acestui algoritm în limbajul C++ se face astfel: 
/*declaraţii globale pentru datele de intrare ce vor fi divizate în sub-
mulţimi disjuncte pentru subproblemele în care se descompune problema*/ 
void divizeaza(<parametri: submulţimile>) 
{//se divizează mulţimea de date de intrare în submulţimi disjuncte d i} 
void combina(<parametri: soluţiile s i care se combină>) 
{//se combină soluţiile obţinute s i} 
void dei(<parametri: mulţimea de date d şi soluţia s>) 
{//declaraţii de variabile locale 
 if (<este caz de bază>) {//se obţine soluţia corespunzătoare subproblemei} 
   else 
    {divizeaza(<parametri: k submulţimi>); 
     for (i=1;i=k;i++) 
      dei(<parametri: mulţimea de date d i şi soluţia s i>); 
     combina(<parametri: soluţiile s i>);}} 
void main() 
{//declaraţii de variabile locale 
 //se citesc datele de intrare ale problemei – mulţimea d 
  dei(<parametri: mulţimea de date d şi soluţia s>); 
 //se afişează soluţia problemei – s} 
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Exemplul 1. Să se calculeze suma elementelor pare dintr-un vector v care conţine nume-
re întregi. Numărul de elemente ale vectorului (n) şi elementele lui se citesc de la tastatură. 

Implementarea metodei divide et impera în acest exemplu se face astfel: 
 Subprogramul divizeaza()– Numărul de subprobleme în care se descompune problema 

este 2 (k=2). Mulţimea datelor de intrare este divizată în două submulţimi disjuncte, prin 
divizarea mulţimii indicilor în două submulţimi disjuncte de indici, adică mulţimea indicilor 
[s,d] (unde s este primul indice, iar d ultimul indice) este divizată în două submulţimi disjunc-
te [s,m] şi [m+1,d], unde m este indicele din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. În subpro-
gram, procesul de divizare constă în determinarea mijlocului intervalului – m.   

 Subprogramul combina()– Combinarea soluţiei înseamnă adunarea celor două sume 
obţinute prin rezolvarea celor două subprobleme. În subprogram sunt combinate cele 
două valori obţinute din prelucrarea celor două intervale, adică se adună cele două 
valori x şi y, obţinându-se soluţia z.    

 Subprogramul dei()– O subproblemă corespunde cazului de bază atunci când sub-
mulţimea conţine un singur element (se poate calcula suma, obţinându-se soluţia subpro-
blemei). Dacă s-a terminat procesul recursiv (prin procesul de divizare, cele două capete 
ale intervalului au ajuns să fie identice), atunci se prelucrează cazul de bază (se calcu-
lează suma în variabila z, corespunzătoare soluţiei, astfel: dacă numărul v[s] este par, 
atunci suma va fi chiar numărul; altfel, are valoarea 0); altfel, se apelează subproramul 
pentru divizarea intervalului, se apelează subprogramul dei() pentru primul interval, se 
apelează subprogramul dei() pentru al doilea interval şi se combină cele două rezultate. 

#include<iostream.h> 
int v[100],n; 
void divizeaza(int s,int d,int &m) {m=(s+d)/2;} 
void combina(int x,int y,int &z) {z=x+y;} 
void dei(int s,int d,int &z)  
{int m,x1,x2; 
 if (d==s)   

  s=1 1 2 3 4 5 d=5  
   5 10 15 20 25   
    m=(1+5)/2=3    
    
   

z=z12345= z123+ z45=10+20=30 
 

   1 2 3  4 5  
  s=1 5 10 15 d=3 s=4 20 25 d=5 
   m=(1+3)/2=2  m=(4+5)/2=4  
    
   

z123= z12+ 
z3=10+0=10  

z45= z4+ z5=20+0=20 

  1 2  3  4  5 
 s=1 5 10 d=2 15  20  25 
  m=(1+2)/2=1  s=d=3  s=d=4  s=d=5 
  z3=0  z4=20  z5=0 
 

z12= z1+ z2=0+10=10
      

 1  2       
s=d=1 5  10 s=d=2      

 z1=0  z2=10       
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   if (v[s]%2==0) z=v[s]; else z=0;     
  else 
   {divizeaza(s,d,m); dei(s,m,x1); dei(m+1,d,x2); combina(x1,x2,z);}}  
void main() 
{int i,z; cout<<"n= ";cin>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"v["<<i<<"]="; cin>>v[i];} 
 dei(1,n,z); cout<<"suma= "<<z;} 

Exemplul 2: Să se calculeze suma 12+23+ ... +n(n+1). 

Implementarea metodei divide et impera în acest exemplu se face astfel: 
 Subprogramul divizeaza()– Numărul de subprobleme în care se descompune pro-

blema este 2 (k=2). Mulţimea datelor de intrare este divizată în două submulţimi disjunc-
te, prin divizarea mulţimii primelor n numere naturale în două submulţimi disjuncte, adi-
că mulţimea [s,d] (unde s este primul număr din mulţime, iar d ultimul număr din 
mulţime) este divizată în două submulţimi disjuncte, [s,m] şi [m+1,d], unde m este nu-
mărul din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. În subprogram, procesul de divizare constă 
în determinarea mijlocului intervalului, m.   

 Subprogramul combina()– Combinarea soluţiei înseamnă adunarea celor două sume 
obţinute prin rezolvarea celor două subprobleme. În subprogram sunt combinate cele 
două valori obţinute din cele două intervale (se adună cele două valori, x şi y) obţinân-
du-se soluţia z.    

 Subprogramul dei()– O subproblemă corespunde cazului de bază atunci când sub-
mulţimea conţine un singur element (se poate calcula termenul sumei – produsul celor 
două numere consecutive – obţinându-se soluţia subproblemei). Dacă s-a terminat 
procesul recursiv (prin procesul de divizare, cele două capete ale intervalului au ajuns 
să fie identice), atunci se prelucrează cazul de bază (se calculează produsul în variabila 
z, corespunzătoare soluţiei); altfel, se apelează subprogramul pentru divizarea inter-
valului, se  apelează subprogramul dei() pentru primul interval, se apelează subpro-
gramul dei() pentru al doilea interval şi se combină cele două rezultate. 

#include<iostream.h> 
int n; 
void divizeaza(int s,int d,int &m) {m=(s+d)/2;} 
void combina(int x,int y,int &z) {z=x+y;} 

  s=1 1 2 3 4 5 d=5  
    m=(1+5)/2=3    
    
   

z=z12345= z123+ z45=20+50=70 
 

  s=1 1 2 3 d=3 s=4 4 5 d=5 
   m=(1+3)/2=2  m=(4+5)/2=4  
    
   

z123= z12+ z3=8+12=20 
 

z45= z4+ z5=20+30=50 

 s=1 1 2 d=2 3  4  5 
  m=(1+2)/2=1  s=d=3  s=d=4  s=d=5 
  z3=34=12  z4=45=20  z5=56=30
 

z12= z1+ z2=2+6=8 
      

s=d=1 1  2 s=d=2      
 z1=12=2  z2=23=6       
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void dei(int s,int d,int &z)   
{int m,x1,x2; 
 if (d==s) z=s*(s+1); 
  else {divizeaza(s,d,m); dei(s,m,x1); dei(m+1,d,x2); combina(x1,x2,z);}} 
void main() 
{int z; cout<<"n= ";cin>>n; dei(1,n,z); cout<<"suma ="<<z; } 
Exemplul 3: Să se calculeze termenul n al şirului lui Fibonacci. 

Implementarea metodei divide et impera în acest exemplu se face astfel: 
 Subprogramul divizeaza()– Numărul de subprobleme în care se descompune 

problema este 2 (k=2): determinarea termenului n-1 şi determinarea termenului n-2. 
Descompunerea se face implicit, prin parametrul cu care se apelează subprogramul 
dei(), şi subprogramul de divizare nu mai este necesar.   

 Subprogramul combina()– Combinarea soluţiei înseamnă adunarea celor doi termeni 
ai şirului (x1 şi x2), obţinându-se soluţia z.    

 Subprogramul dei()– O subproblemă corespunde cazului de bază atunci când s-a ajuns 
la un termen direct calculabil. Dacă s-a terminat procesul recursiv (prin procesul de divizare 
s-a ajuns la termenul f1 sau f2), atunci se prelucrează cazul de bază; altfel, se apelează 
subprogramul dei() pentru primul termen al descompunerii, se apelează subprogramul 
dei()pentru al doilea termen al descompunerii şi se combină cele două rezultate. 

#include<iostream.h> 
int n; 
void combina(int x1,int x2,int &z) {z=x1+x2;} 
void dei(int n,int &z) 
{int x1,x2; 
 if (n==1 || n==2) z=1; 
             else {dei(n-1,x1); dei(n-2,x2); combina(x1,x2,z);}} 
void main() 
{int z; cout<<"n= "; cin>>n; dei(n,z); cout<<z;} 

În acest exemplu, problema a fost descompusă în probleme care nu 
sunt independente unele de altele şi, în apelurile recursive, 
aceeaşi subproblemă este rezolvată de mai multe ori: f(4), f(3), f(2), 

f(1). Pentru acest tip de problemă nu se recomandă metoda divide et impera deoarece 
nu este eficientă. 

        f(2) =1 
      f(3)    
    f(4) z=1+1=2 f(1) =1 
  f(5) z=2+1=3 f(2) =1   
 z=3+2=5       
      f(2) =1   
    f(3)      
   z=1+1=2 f(1) =1   
          

f(6)      f(2) =1   
z=5+3=8   f(3)      

  f(4) z=1+1=2 f(1) =1   
 z=2+1=3 f(2) =1     

Atenţie 
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Exemplul 4: Să se determine simultan valoarea minimă şi valoarea maximă dintr-un 
vector v care conţine numere întregi. Numărul de elemente ale vectorului (n) şi elementele 
lui se citesc de la tastatură. 

Implementarea metodei divide et impera în acest exemplu se face astfel: 
 Subprogramul divizeaza()– Numărul de subprobleme în care se descompune pro-

blema este 2 (k=2). Divizarea mulţimii datelor de intrare se face la fel ca la exemplul 
pentru calcularea sumei elementelor unui vector şi subprogramele sunt identice.   

 Subprogramul combina()– Combinarea soluţiei înseamnă determinarea minimului (z1) 
şi a maximului (z2) dintre cele două valori minime (x1 şi y1), respectiv maxime (x2 şi y2), 
obţinute prin rezolvarea celor două subprobleme. În subprogram sunt combinate cele 
două  perechi de valori obţinute din cele două intervale. Dacă x1>y1, atunci  minimul (z1) 
este y1; altfel, este x1. Dacă x2>y2, atunci  maximul (z2) este x2; altfel, este y2.    

 Subprogramul dei()– O subproblemă corespunde cazului de bază atunci când 
submulţimea conţine un singur element (se pot calcula minimul şi maximul; atât minimul 
cât şi maximul vor avea valoarea elementului). Dacă s-a terminat procesul recursiv (prin 
procesul de divizare cele două capete ale intervalului au ajuns să fie identice), atunci se 
prelucrează cazul de bază (se calculează minimul şi maximul în variabilele z1 şi z2  
corespunzătoare soluţiei); altfel, se apelează subprogramul pentru divizarea interva-
lului, se  apelează subprogramul dei() pentru primul interval, se apelează subpro-
gramul dei() pentru al doilea interval şi se combină cele două rezultate. 

#include<iostream.h> 
int v[100],n; 
void divizeaza(int s,int d,int &m){m=(s+d)/2;} 
void combina(int x1,int y1,int &z1,int x2,int y2,int &z2) 
{if (x1>y1) z1=y1; else z1=x1; 
 if (x2>y2) z2=x2; else z2=y2;} 
void dei(int s,int d,int &z1, int &z2)   //z1 – minim, z2 – maxim 
{int m,x1,x2,y1,y2; 
 if (d==s) z1=z2=v[s]; 
   else {divizeaza(s,d,m); 
         dei(s,m,x1,x2);   //x1 – minim, x2 – maxim 
         dei(m+1,d,y1,y2);  //y1 – minim, y2 – maxim 
         combina(x1,y1,z1,x2,y2,z2);}} 
void main() 
{int i,z1,z2; cout<<"n= ";cin>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"v["<<i<<"]="; cin>>v[i];} 
 dei(1,n,z1,z2); 
 cout<<"minimul ="<<z1<<endl<<"maximul ="<<z2<<endl;} 
Exemplul 5: Să se calculeze  suma a două polinoame. Gradele celor două polinoame, n 
şi m, şi coeficienţii celor două polinoame se citesc de la tastatură. Coeficienţii celor două 
polinoame se memorează în vectorii p şi q, iar coeficienţii polinomului sumă se memorează 
în vectorul r. 

Implementarea metodei divide et impera în acest exemplu se face astfel: 
 Subprogramul divizeaza()– Numărul de subprobleme în care se descompune pro-

blema este 2 (k=2). Deoarece există două mulţimi de date de intrare (vectorii p şi q care 
memorează coeficienţii celor două polinoame), se va lua ca reper mulţimea cu cele mai 
multe elemente. Mulţimea datelor de intrare este divizată în două submulţimi disjuncte, 
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prin divizarea mulţimii indicilor în două submulţimi disjuncte de indici, adică mulţimea 
indicilor [s,d] (unde s este primul indice, iar d este ultimul indice – d=maxim(n,m)+1) 
este divizată în două submulţimi disjuncte [s,mijl] şi [mijl+1,d], unde mijl este indicele 
din mijlocul intervalului: mijl=(s+d)/2. Procesul de divizare este identic cu cel de la 
exemplele anterioare.   

 Subprogramul combina()– Deoarece în cazul de bază se determină unul dintre coe-
ficienţii polinomului sumă care se scrie direct în vectorul r, acest subprogram nu mai 
este necesar.    

 Subprogramul dei()– O subproblemă corespunde cazului de bază atunci când submul-
ţimea conţine un singur element (se poate calcula coeficientul polinomului sumă). Dacă  
s-a terminat procesul recursiv (prin procesul de divizare, cele două capete ale intervalului 
au ajuns să fie identice), atunci se prelucrează cazul de bază, prin care se calculează 
coeficientul polinomului sumă pentru acel indice (dacă termenul care se calculează are 
indicele mai mic decât gradul minim al polinoamelor, atunci el este egal cu suma coefi-
cienţilor celor două polinoame; altfel, dacă polinomul p are gradul mai mic decât al polino-
mului q, atunci el este egal cu coeficientul polinomului q; altfel, el este egal cu coeficientul 
polinomului p); altfel, se apelează subprogramul pentru divizarea intervalului, se  apelea-
ză subprogramul dei() pentru primul interval şi apoi pentru al doilea interval. 

#include<iostream.h> 
int p[10],q[10],r[10],n,m; 
int maxim(int x,int y) {if (x>y) return x; else return y;} 
int minim(int x,int y) {if (x>y) return y; else return x;} 
void divizeaza(int s,int d,int &mijl) {mijl=(s+d)/2;} 
void dei(int s,int d)   
{int mijl; 
 if (d==s) 
    if (d<=minim(n,m)) r[d]=p[d]+q[d]; 
          else if(n<m) r[d]=q[d]; 
             else r[d]=p[d]; 
   else {divizeaza(s,d,mijl); dei(s,mijl); dei(mijl+1,d);}} 
void main() 
{int i; cout<<"n= ";cin>>n; cout<<"m= ";cin>>m; 
 for(i=1;i<=n+1;i++) {cout<<"p("<<i-1<<")= "; cin>>p[i];} 
 for(i=1;i<=m+1;i++) {cout<<"q("<<i-1<<")= "; cin>>q[i];} 
 dei(1,maxim(n,m)+1); 
 for(i=maxim(n,m)+1;i>=1;i--) 
   if (r[i]!=0) 
      {if (r[i]!=1) {cout<<r[i]; if (i!=1) cout<<"*";} 
       if (i>2) cout<<"x^"<<i-1; else if (i==2) cout<<"x"; 
       if (i!=1) cout<<" + ";}} 

1. Programul următor afişează, în ordine inversă, elementele unui 
vector. Explicaţi cum a fost folosită metoda divide et impera pentru a 
rezolva problema. 

#include<iostream.h> 
int v[100],n; 
void divizeaza(int s,int d,int &m)  
{m=(s+d)/2;} 

Temă 
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void dei(int s,int d) 
{int m; 
 if (d==s) cout<<v[s]<<"  "; 
   else {divizeaza(s,d,m); dei(m+1,d); dei(s,m);}} 
void main() 
{int i; cout<<"n= ";cin>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++)  {cout<<"a("<<i<<")= "; cin>>v[i];} 
 dei(1,n);} 
2. Determinaţi ce calculează programul următor. Explicaţi cum a fost folosită metoda 

divide et impera pentru a rezolva problema. 
#include<iostream.h> 
int n; 
void divizeaza(int s,int d,int &m) {m=(s+d)/2;} 
void combina(int x,int y,int &z) {z=x+y;} 
void dei(int s,int d,int &z) 
{int m,x1,x2; 
 if (d==s) {if(s%2==0) z=-s*5;else z=s*5;} 
  else 
   {divizeaza(s,d,m); dei(s,m,x1); dei(m+1,d,x2); combina(x1,x2,z);}} 
void main() 
{int z; dei(1,20,z); cout<<"suma = "<<z;} 

Scrieţi următoarele programe, în care folosiţi metoda divide et impera. 
Valorile pentru datele de intrare se citesc de la tastatură.   
1. Să se calculeze n!. 

2. Să se calculeze simultan produsul şi suma a n numere memorate într-un vector.  
3. Să se calculeze suma 1+12+123+...+123...n. 
4. Să se numere elementele pare dintr-un vector. 
5. Să se verifice dacă un vector conţine numai numere pozitive sau numai numere negative. 
6. Să se calculeze c.m.m.d.c. a n numere memorate într-un vector. 
7. Să se determine numărul de apariţii ale unei valori x într-un vector. 
8. Să se calculeze valoarea unui polinom P(x) într-un punct x precizat. 
9. Într-o matrice cu n linii şi m coloane, să se interschimbe coloana p cu coloana q.  
10. Într-o matrice pătrată cu dimensiunea n să se interschimbe linia p cu coloana q. 
11. Într-o matrice pătrată cu dimensiunea n să se interschimbe diagonala principală cu 

diagonala secundară. 
12. Să se determine simultan valoarea minimă şi valoarea maximă, dintr-o matrice cu n linii 

şi m coloane. 

Complexitatea algoritmului divide et impera 

Metoda divide et impera se bazează pe rezolvarea recursivă a subproblemelor în care 
este divizată problema iniţială.  

Atunci când un algoritm conţine un apel recursiv, timpul său de execuţie este dat de o formulă 
recursivă care calculează timpul de execuţie al algoritmului pentru o dimensiune n a datelor 
de intrare, cu ajutorul timpilor de execuţie pentru dimensiuni mai mici. Timpul de execuţie al 
unui algoritm care foloseşte metoda divide et impera se bazează pe calculul timpilor de exe-
cuţie ai celor trei etape de rezolvare a problemei. Dacă: 

Temă 
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               Θ(1)  pentru cazul de bază 
 T(n) = 
               aT(n/b)+D(n)+C(n) în caz contrar

 problema iniţială se divizează în a subprobleme, pentru care dimensiunea datelor de 
intrare reprezintă 1/b din dimensiunea problemei iniţiale;  

 timpul de execuţie a problemei iniţiale este T(n); 
 timpul necesar pentru a divide problema în subprobleme este D(n); 
 timpul necesar pentru combinarea soluţiilor subproblemelor, pentru a obţine soluţia 

problemei, este C(n); 
 timpul necesar pentru rezolvarea cazului 

de bază este Θ(1); 
atunci se obţine funcţia pentru timpul de exe-
cuţie care este prezentată alăturat. 

De exemplu, pentru a calcula suma elementelor unui vector cu n elemente, problema se 
descompune în două subprobleme (a=2) şi dimensiunea datelor de intrare pentru o subpro-
blemă reprezintă jumătate din dimensiunea datelor iniţiale (b=2). Pentru divizarea problemei 
în subprobleme, se calculează mijlocul intervalului de indici şi O(D(n))=Θ(1)). Pentru combi-
narea celor două soluţii ale fiecărei subprobleme, se adună cele două valori, şi O(C(n))=Θ(1).  
Considerăm că n=2k. Rezultă că: 

T(n)=T(2k)+2Θ(1) = 2(T(2k-1)+2Θ(1))+2Θ(1 )= 2(T(2k-1)+22Θ(1) = 
 2(2T(2k-2)+2Θ(1))+22Θ(1)=22T(2k-2)+23Θ(1) = ... = 
2kT(20)+2k+1Θ(1) = 2kΘ(1)+2k+1Θ(1) = 2k3 = n3. 

Ordinul de complexitate al algoritmului este O(n). Algoritmul iterativ pentru rezolvarea 
acestei probleme are ordinul de complexitate O(n).    

Observaţie. Pentru acest gen de probleme, metoda iterativă este mai eficientă. Rezolvarea 
acestui tip de probleme cu ajutorul metodei divide et impera a avut numai un rol scolastic, 
pentru înţelegerea metodei şi a implementării ei.   

Metoda divide et impera se recomandă în următoarele cazuri: 
 algoritmul obţinut este mai eficient decât algoritmul clasic (iterativ) – de exemplu, algo-

ritmul de căutare într-un vector sortat şi algoritmii pentru sortarea unui vector; 
 rezolvarea problemei prin divizarea ei în subprobleme este mai simplă decât rezol-

varea clasică (iterativă) – de exemplu, problema turnurilor din Hanoi şi generarea unor 
modele fractale. 

1.4.3. Căutarea binară 

Să se caute, într-un şir de numere întregi ordonate strict crescător (sau varianta strict des-
crescător), poziţia în care se găseşte în şir o valoare x citită de la tastatură. Dacă valoarea 
nu se găseşte în şir, să se afişeze un mesaj de informare.   

Algoritmul de căutare secvenţială într-un vector are ordinul de complexitate O(n). Pornind 
de la faptul că vectorul este un vector particular (este ordonat strict crescător sau strict 
descrescător), se poate folosi metoda divide et impera. Pentru un vector ordonat strict 
crescător, paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se divizează vectorul v în doi subvectori, prin divizarea mulţimii indicilor [s,d] (unde 

s este indicele primului element, iar d indicele ultimului element) în două submulţimi 
disjuncte, [s,m] şi [m+1,d], unde m este indicele din mijlocul intervalului: m=(s+d)/2. 

PAS2. Dacă elementul situat pe poziţia din mijloc (v[m]) are valoarea x, atunci proble-
ma este rezolvată şi poziţia este m; altfel, dacă elementul din mijlocul vectorului 
este mai mic decât valoarea x, atunci căutarea se face printre elementele cu 
indicii în mulţimea [s,m]; altfel, căutarea se face printre elementele cu indicii din 
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mulţimea [m+1,d]. Pasul 2 se execută până când se găseşte elementul sau până 
când vectorul nu mai poate fi împărţit în subvectori. 

#include<iostream.h> 
int v[100],n,x; 
void divizeaza(int s,int d,int &m) {m=(s+d)/2;} 
void cauta(int s,int d,int &z) 
{int m; 
 if (d>s){divizeaza(s,d,m); 
          if (v[m]==x) z=m; 
             else if (x>v[m]) cauta(m+1,d,z); 
                         else cauta(s,m,z);}} 
void main() 
{int i,z=0; cout<<"n= ";cin>>n; cout<<"x= ";cin>>x; 
 for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"v["<<i<<"]="; cin>>v[i];} 
 cauta(1,n,z); 
 if(z==0) cout<<"nu exista elementul "<<x<<" in vector"; 
     else cout<<"exista pe pozitia "<<z;} 
Complexitatea algoritmului de căutare binară. Pentru divizarea problemei în subpro-
bleme, se calculează mijlocul intervalului de indici şi O(D(n))=Θ(1). Deoarece căutarea se 
face numai într-unul dintre cei doi subvectori (problema iniţială se rezolvă prin rezolvarea 
uneia dintre cele două subprobleme) şi a=1, formula recurentă a timpului de execuţie 
este T(n)= T(n/2)+Θ(1). Considerăm că n=2k (k=log2n).  Rezultă că: 

T(n)=T(2k)+Θ(1) = (T(2k-1) +Θ(1)) +Θ(1)= T(2k-1)+2Θ(1)) = ... = 
T(20)+(k+1)Θ(1) = Θ(1)+ (k+1)Θ(1) = (k+2)Θ(1)= log2n  Θ(1). 

Ordinul de complexitate al algoritmului este O(log2n).   

Aplicarea algoritmului de căutare binară  

Exemplu. Să se determine, cu o precizie de 4 zecimale, rădăcina reală, din intervalul [0,1], a 
ecuaţiei x3+x-1=0.  

S-a identificat pentru această ecuaţie o rădăcină în intervalul [0,1] şi ne propunem să locali-
zăm această rădăcină, în limitele unei precizii de 4 zecimale, printr-o valoare x. Pentru căuta-
rea valorii x se va folosi metoda bisecţiei – care constă în reducerea intervalului de căutare 
prin înjumătăţirea repetată şi selectarea subintervalului în care se găseşte rădăcina. Intervalul 
[s,d] este împărţit în două subintervale, [s,m] şi [m,d], unde m=(s+d)/2. Căutarea rădăcinii 
se va face în subintervalul în care funcţia f(x)=x3+x-1 îşi schimbă semnul, astfel: dacă 
f(s)*f(m)<0, atunci căutarea continuă în intervalul [s,m]; altfel, căutarea continuă în subinter-
valul [m,d]. Procesul recursiv este întrerupt când se ajunge la intervalul [s,d] pentru care 
d-s<r, unde r este eroarea acceptată pentru o precizie de 4 zecimale şi are valoarea 0,0001. 

#include<iostream.h> 
#include<iosmanip.h> 
const float r=0.0001; 
float f(float x) {return x*x*x+x-1;} 
void divizeaza(float s,float d,float &m) {m=(s+d)/2;} 
void radacina(float s,float d,float &z) 
{float m; 
 if (d-s<r) z=(s+d)/2; 
  else 
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   {divizeaza(s,d,m); 
    if (f(s)*f(m)<0) radacina(s,m,z); 
                else radacina(m,d,z);}} 
void main() 
{float z=0; radacina(0,1,z); cout<<"radacina= "<<z<<endl; 
 cout<<"f(x)= "<<setiosflags(ios::fixed)<<f(z); } 

1. Să se caute, într-un şir de numere întregi, în care mai întâi se găsesc 
numerele pare şi apoi numerele impare, poziţia în care se găseşte, în 
şir, o valoare x citită de la tastatură.  

2. Să se calculeze radicalul de ordinul 2 din numărul a, cu o aproximaţie de 4 zecimale, 
fără a folosi funcţia matematică de sistem sqrt(). Să se compare rezultatul obţinut cu 
rezultatul furnizat de funcţia matematică de sistem. Indicaţie. Pornind de la ecuaţia 
x2-a=0, se va identifica intervalul în care se găseşte soluţia şi apoi se va localiza, cu o 
precizie de 4 zecimale, rădăcina reală din acest interval. 

3. Să se calculeze partea întreagă a radicalului de ordinul 3 din numărul a fără a folosi 
funcţia matematică de sistem.  

4. Să se calculeze radicalul de ordinul 3 din numărul a, cu o aproximaţie de 4 zecimale. 

1.4.4. Sortarea rapidă (QuickSort) 

Prin această metodă de sortare se execută următoarele operaţii prin care sunt rearanjate 
elementele din cadrul vectorului:  

 Primul element din vector, numit pivot, este mutat în cadrul vectorului pe poziţia pe 
care trebuie să se găsească în vectorul sortat. 

 Toate elementele mai mici decât el vor fi mutate în vector în faţa sa. 
 Toate elementele mai mari decât el vor fi mutate în vector după el. 

De exemplu, dacă vectorul conţine elementele {3, 4, 1, 5, 2}, după executarea operaţiilor 
precizate vectorul va fi {2, 1, 3, 5, 4}. 

Folosind metoda divide et impera problema iniţială va fi descompusă în subprobleme, astfel:  
PAS1. Se rearanjează vectorul, determinându-se poziţia în care va fi mutat pivotul (m).  
PAS2. Problema iniţială (sortarea vectorului iniţial) se descompune în două subprobleme, 

prin descompunerea vectorului în doi subvectori: vectorul din stânga pivotului şi 
vectorul din dreapta pivotului, care vor fi sortaţi prin aceeaşi metodă. Aceşti sub-
vectori, la rândul lor, vor fi şi ei rearanjaţi şi împărţiţi de pivot în doi subvectori etc. 

Temă 

Xs Xs+1 Xs+2  Xm-1 Xm Xm+1  Xd-1 Xd 
 
    Subvectorul din stânga pivotului                                 Subvectorul din dreapta pivotului 
      (elemente mai mici decât pivotul)              Pivotul     (elemente mai mari decât pivotul) 

X1 X2 X3  Xi-1 Xi Xi+1  Xn-1 Xn 
 
 
   Pivotul                                       Vectorul iniţial 
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PAS3. Procesul de descompunere în subprobleme va continua până când, prin descom-
punerea vectorului în subvectori, se vor obţine vectori care conţin un singur element.  

Subprogramele specifice algoritmului divide et impera vor avea următoarea semnificaţie:  
 În subprogramul divizeaza() se va rearanja vectorul şi se va determina poziţia pivotului 

xm, care va fi folosită pentru divizarea vectorului în doi subvectori: [xs, xm-1] şi [xm+1, xd].  
 Subprogramul combina() nu mai este necesar, deoarece combinarea soluţiilor se 

face prin rearanjarea elementelor în vector.   

În subprogramul divizeaza() vectorul se parcurge de la ambele capete către poziţia în 
care trebuie mutat pivotul. Se vor folosi doi indici: i – pentru parcurgerea vectorului de la 
începutul lui către poziţia pivotului (i se va incrementa) şi j – pentru parcurgerea vectorului 
de la sfârşitul lui către poziţia pivotului (j se va decrementa). Cei doi indici vor fi iniţializaţi 
cu capetele vectorului (i=s, respectiv j=d) şi se vor deplasa până când se întâlnesc, adică 
atât timp cât  i<j. În momentul în care cei doi indici s-au întâlnit înseamnă că operaţiile de 
rearanjare a vectorului s-au terminat şi pivotul a fost adus în poziţia corespunzătoare lui în 
vectorul sortat. Această poziţie este i (sau j) şi va fi poziţia m de divizare a vectorului.  

În exemplele următoare sunt prezentate două versiuni pentru subprogramul divizeaza(): 

Versiunea 1. Se folosesc variabilele logice: pi, pentru parcurgerea cu indicele i, şi pj, 
pentru parcurgerea cu indicele j. Ele au valoarea: 1 – se parcurge vectorul cu acel indice, 
şi 0 – nu se parcurge vectorul cu acel indice; cele două valori sunt complementare. 

#include<iostream.h> 
int x[100],n; 
void schimb(int &a, int &b){int aux=a; a=b; b=aux;} 
void divizeaza(int s,int d,int &m) 
{int i=s,j=d,pi=0,pj=1;  
// pivotul fiind pe pozitia s, parcurgerea incepe cu indicele j 
 while (i<j) 
    {if (x[i]>x[j]) {schimb(x[i],x[j]); schimb(pi,pj);} 
     i=i+pi; j=j-pj;} 
  m=i;} 
void QuickSort(int s,int d) 
{int m; 
 if (s<d) {divizeaza(s,d,m); 
           QuickSort(s,m-1); 
           QuickSort(m+1,d);}} 
void main() 
{int i; cout<<"n= ";cin>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"x["<<i<<"]= ";cin>>x[i];} 
 QuickSort(1,n); 
 cout<<"vectorul sortat"<<endl; for(i=1;i<=n;i++) cout<<x[i]<<" ";} 

 i    j 
 1 2 3 4 5 

Cei doi indici i şi j sunt iniţializaţi cu extremităţile vectorului 
(i=1; j=5) şi parcurgerea începe cu indicele j (pi=0; pj=1) 

 3 4 1 5 2 
  i   j 
 1 2 3 4 5 

2 4 1 5 3 

Se compară pivotul (3) cu ultimul element (2). Deoarece 
pivotul este mai mic, cele două valori se interschimbă, şi 
se schimbă şi modul de parcurgere (pi=1; pj=0 – 
avansează indicele i).  
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  i  j  
 1 2 3 4 5 

2 3 1 5 4 

Se compară elementul din poziţia i (4) cu elementul din 
poziţia j (3). Deoarece 4 este mai mare decât 3, cele 
două valori se interschimbă, şi se schimbă şi modul de 
parcurgere (pi=0; pj=1 – avansează indicele j).  

 
     

  i j   
 1 2 3 4 5 

2 3 1 5 4 

Se compară elementul din poziţia i (3) cu elementul din 
poziţia j (5). Deoarece 3 este mai mic decât 5, cele două 
valori nu se interschimbă, şi se păstrează modul de 
parcurgere (pi=0; pj=1 – avansează indicele j).  

 
     

   i j   
 1 2 3 4 5 

2 1 3 5 4 

Se compară elementul din poziţia i (3) cu elementul din po-
ziţia j (1). 3 fiind mai mare decât 1, cele două valori se in-
terschimbă şi se schimbă şi modul de parcurgere (avansea-
ză indicele i). Cei doi indici fiind egali, algoritmul se termină. 

 
     

Versiunea 2. 
void divizeaza(int s,int d,int &m) 
{int pivot=x[s],i=s,j=d; 
 while (i<j) {while(x[i]<pivot) i++;  
              while(x[j]>pivot) j--;  
              if (i<j) schimb(x[i],x[j]);} 
  m=i;} 

 i    j 
 1 2 3 4 5 

Iniţial, cei doi indici i şi j sunt iniţializaţi cu extremităţile 
vectorului (i=1; j=5) şi pivotul are valoarea 3.  

 3 4 1 5 2 
 i    j 
 1 2 3 4 5 

2 4 1 5 3 

Elementul din poziţia i (3) nu este mai mic decât pivotul; 
indicele i nu avansează (i=1). Elementul din poziţia j (2) 
nu este mai mare decât pivotul; indicele j nu avansează 
(j=5). Valorile din poziţiile i şi j se interschimbă.  

 
     

  i   j 
 1 2 3 4 5 

2 3 1 5 4 

Elementul din poziţia i (2) este mai mic decât pivotul; 
indicele i avansează până la primul element mai mare 
decât pivotul (i=2). Elementul din poziţia j (3) nu este mai 
mare decât pivotul; indicele j (j=5) nu avansează. Valorile 
din poziţiile i şi j se interschimbă.   

 
     

  i j   
 1 2 3 4 5 

2 1 3 5 4 

Elementul din poziţia i (3) nu este mai mic decât pivotul; 
indicele i nu avansează (i=2). Elementul din poziţia j (4) 
este mai mare decât pivotul; indicele j avansează până la 
primul element mai mic decât pivotul (j=3). Valorile din 
poziţiile i şi j se interschimbă.   

 
     

   j i  
 1 2 3 4 5 

2 1 3 5 4 

Elementul din poziţia i (1) este mai mic decât pivotul; indi-
cele i avansează la primul element mai mare decât pivotul 
(i=4). Elementul din poziţia j (3) nu este mai mare decât 
pivotul; indicele j nu avansează (j=3). Indicele i fiind mai 
mare decât indicele j, algoritmul se termină. 

 
     

Observaţie. În ambele cazuri algoritmul continuă cu divizarea vectorului în subvectorii cu 
indicii [1,2] şi [4,5] şi rearanjarea elementelor în cei doi subvectori. 

Complexitatea algoritmului de sortare rapidă. Pentru divizarea problemei în subpro-
bleme se calculează mijlocul intervalului de indici şi O(D(n))=Θ(1). Pentru combinarea 
soluţiilor se parcurge vectorul cu ajutorul celor doi indici, de la primul element până la 
ultimul element, şi O(D(n))=O(nΘ(1))=O(n). Timpul de execuţie este T(n)= 2T(n/2)+n. 
Considerând că n=2k, rezultă: 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                          53 

 

T(n)=T(2k)+2k = 2(T(2k-1)+ 2k-1) +2k = 2T(2k-1) +2k +2k = ... = 
22(T(2k-2)+ 2k-2) +2k +2k = 22(T(2k-2)+ 2k-2) +2k +2k +2k  = k2k = log2n n. 

Ordinul de complexitate al algoritmului este O(nlog2n).  

1.4.5. Sortarea prin interclasare (MergeSort) 

Algoritmul de interclasare se execută pe doi vectori, ordonaţi după acelaşi criteriu, pentru a 
obţine un al treilea vector, care să conţină elementele primilor doi vectori, ordonate după 
acelaşi criteriu. Algoritmul de sortare prin interclasare se bazează pe observaţia că orice 
vector care conţine un singur element este un vector sortat. Algoritmul de interclasare se 
poate folosi pentru sortarea unui vector cu ajutorul metodei divide et impera, astfel: 
PAS1. Se descompune problema în subprobleme 

similare, prin împărţirea vectorului în doi sub-
vectori, având mulţimea indicilor [s,m] şi 
[m+1,d], unde m este indicele din mijlocul 
intervalului: m=(s+d)/2.  

PAS2. Dacă subvectorul conţine un singur element, 
atunci se consideră sortat (corespunde 
cazului de bază); altfel, se continuă descom-
punerea lui în subvectorii care au mulţimea 
indicilor [s,m] şi mulţimea indicilor [m+1,d]. 

PAS3. Se combină soluţiile celor două subpro-
bleme, prin interclasarea celor doi vectori 
sortaţi, obţinându-se un vector sortat.  

Vectorul care se sortează este x. Prin subprogramul 
interclaseaza() se realizează combinarea soluţii-
lor prin interclasarea subvectorului x, care are mulţi-
mea indicilor [s,m], cu subvectorul x, care are mulţi-
mea indicilor [m+1,d], în vectorul auxiliar v. Vectorul v 
se copiază în vectorul x, care are mulţimea indicilor [s,d]. 

#include<iostream.h> 
int x[100],n; 
void divizeaza(int s,int d,int &m) {m=(s+d)/2;} 
void interclaseaza(int s,int d,int m)  
{int i=s,j=m+1,k=1,v[100]; 
 while (i<=m && j<=d) 
  {if (x[i]<x[j]) {v[k]=x[i]; i++;} 
             else {v[k]=x[j]; j++;} 
   k++;} 
 if (i<=m) while (i<=m) {v[k]=x[i]; i++; k++;} 
     else  while (j<=d) {v[k]=x[j]; j++; k++;} 
 for (k=1,i=s;i<=d;k++,i++) x[i]=v[k];} 
void MergeSort(int s,int d) 
{int m; 
 if (s<d) {divizeaza(s,d,m); 
           MergeSort(s,m); 
           MergeSort(m+1,d); 
           interclaseaza(s,d,m);}} 
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cu
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void main() 
{int i; cout<<"n= ";cin>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) {cout<<"x["<<i<<"]= ";cin>>x[i];} 
 MergeSort(1,n); 
 cout<<"vectorul sortat"<<endl; for(i=1;i<=n;i++) cout<<x[i]<<" ";} 
Complexitatea algoritmului de sortare prin interclasare. Pentru divizarea problemei în 
subprobleme se calculează mijlocul intervalului de indici şi O(D(n))=Θ(1). Pentru combi-
narea soluţiilor se execută interclasarea a doi vectori şi O(D(n))=O(n). Timpul de execuţie 
este T(n)= 2T(n/2)+n. Considerând că n=2k, rezultă: 

T(n)=T(2k)+2k = 2(T(2k-1)+ 2k-1) +2k = 2T(2k-1) +2k +2k = ... = 
22(T(2k-2)+ 2k-2) +2k +2k = 22(T(2k-2)+ 2k-2) +2k +2k +2k  = k2k = log2n n. 

Ordinul de complexitate al algoritmului este O(nlog2n).   

Observaţie. În comparaţie cu algoritmii de sortare prin metoda selecţiei directe şi prin metoda 
bulelor, care au ordinul de complexitate O(n2), algoritmii de sortare care folosesc strategia 
divide et impera sunt mai eficienţi.   

1. Să se rearanjeze elementele unui vector astfel încât în vector să se 
găsească mai întâi numerele impare şi apoi numerele pare. Se vor 
realiza două versiuni ale programului, câte una pentru fiecare meto-

dă de sortare care foloseşte strategia divide et impera.  
2. Într-un fişier text sunt scrise următoarele informaţii: pe primul rând numărul de elevi din 

clasă – n, iar pe următoarele n rânduri următoarele informaţii despre un elev: numele, 
prenumele şi mediile semestriale la disciplina informatică. În cadrul unui rând datele 
sunt separate prin spaţiu.  Să se scrie un program care să realizeze următoarele cerinţe. 
Fiecare cerinţă va fi rezolvată printr-un subprogram. Ordonarea elementelor vectorului şi 
căutarea unui elev în vector se vor face folosind algoritmii cei mai eficienţi. 

a. Se citesc datele din fişierul text şi se calculează media anuală a fiecărui elev. 
b. Se rearanjează datele în ordinea alfabetică a numelui şi prenumelui elevilor. 
c. Pentru numele şi prenumele unui elev, citite de la tastatură, se afişează mediile 

semestriale şi media anuală. 
d. Se scriu informaţiile obţinute în urma prelucrărilor într-un alt fişier text.  

1.4.6. Problema turnurilor din Hanoi 
Pe trei tije notate cu A, B şi C se pot monta discuri perforate de diferite dimensiuni. Iniţial 
pe tija A (tija sursă) sunt aşezate unele peste altele n discuri în ordinea descrescătoare a 
diametrelor, iar celelalte tije sunt goale. Să se afişeze toate mutările care trebuie făcute 
ca discurile de pe tija A să fie aranjate pe tija B (tija destinaţie) în aceeaşi ordine în care 
erau pe tija A, folosind tija C ca tijă de manevră. O mutare nu se poate face decât cu un 
disc şi el nu poate fi aşezat pe o tijă decât peste un disc cu diametrul mai mare. 

Să analizăm mutările care trebuie făcute pentru n=3: 
 Se mută discul de pe tija A pe tija B (1). 
 Se mută discul de pe tija A pe tija C (2). 
 Se mută discul de pe tija B pe tija C (3). 
 Se mută discul de pe tija A pe tija B (4). 
 Se mută discul de pe tija C pe tija A (5). 
 Se mută discul de pe tija C pe tija B (6). 
 Se mută discul de pe tija A pe tija B (7). 
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Folosind metoda divide et impera problema iniţială va fi descompusă în subprobleme astfel:  
PAS1. Se mută primele n-1 discuri de pe tija sursă pe tija de manevră.  
PAS2. Se mută discul cu diametrul cel mai mare de pe tija sursă pe tija destinaţie. 
PAS3. Se mută cele n-1 discuri de pe tija de manevră pe tija destinaţie.  
 
#include<iostream.h> 
void hanoi(int n, char a, char b, char c) 
{if (n==1) cout<<"Mutarea: "<<a<<"->"<<b<<endl; 
   else 
    {hanoi(n-1,a,c,b); 
     cout<<"Mutarea: "<<a<<"->"<<b<<endl; 
     hanoi(n-1,c,b,a);}} 
void main() 
{int n; char a='A',b='B',c='C'; cout<<"n= "; cin>>n; 
 hanoi(n,a,b,c);} 
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1. Să se determine numărul de partiţii distincte ale 
unui număr natural n. Indicaţie. Se descompune 
numărul n în două numere n1 şi n2, după care 
fiecare număr nou obţinut se descompune în alte 

două numere. Procesul de descompunere continuă până când n1<n2. 
Numărul de partiţii este egal cu numărul de descompuneri obţinute.   

2. Într-un parc cu o suprafaţă dreptunghiulară care are coordonatele colţului din stânga sus 
(X1,Y1) şi ale colţului din dreapta jos (X2,Y2) se găsesc n copaci. Poziţia fiecărui copac 
pe teren este dată de coordonatele (xi,yi). În parc trebuie amenajat un teren de joacă 
pentru copii, de formă dreptunghiulară, cu laturile paralele cu laturile parcului. Să se 
determine dreptunghiul cu arie maximă pe care se poate amenaja terenul de joacă fără 
să se taie nici un copac. Indicaţie. Considerând că un copac i împarte dreptunghiul 
iniţial în patru dreptunghiuri cu laturile paralele cu dreptunghiul iniţial, problema se 
descompune în patru subprobleme, fiecare subproblemă rezolvând cazul unuia dintre 
cele patru dreptunghiuri, care au coordonatele colţurilor ((X1,Y1); (xi, Y2)), ((xi, Y1); 
(X2,Y2)), ((X1,Y1); (X2,yi)) şi ((X1, yi); (X2,Y2)). La cazul de bază se ajunge atunci când 
dreptunghiul nu conţine nici un copac. Pentru fiecare dreptunghi care nu conţine nici un 
copac se calculează aria şi se memorează coordonatele colţurilor. Din combinarea 
soluţiilor obţinute se identifică dreptunghiul care are aria cea mai mare.    

3. Într-un vector sunt memorate mai multe numere întregi. Să se plieze repetat vectorul, 
până când rămâne un singur element, şi să se afişeze valoarea acestui element. Plierea 
unui vector înseamnă suprapunerea unei jumătăţi (numită donatoare) peste cealaltă 
jumătate (numită receptoare). Dacă numărul de elemente ale vectorului este impar, 
elementul din mijloc se elimină. De exemplu, pentru vectorul {1,2,3,4,5,6,7}, considerând 
prima jumătate ca fiind cea receptoare, vectorul obţinut după prima pliere este {5,6,7}.  

1.4.7. Generarea modelelor fractale 

Modelele fractale sunt modele matematice care descriu fenomene sau obiecte care au o 
structură periodică. Ele pot fi folosite şi în grafică, pentru desenarea unor forme geometrice 
complexe.  

În descrierea matematică a formei geometrice se porneşte de la un nucleu, care, în urma 
unui proces iterativ, este generat succesiv la scări diferite. Numărul de iteraţii reprezintă 
ordinul curbei. Un exemplu clasic este forma geometrică cunoscută sub numele de curba 
lui Koch, care se generează astfel: 
PAS1. Se porneşte de la nucleul care este un triunghi echilateral, cu latura având lungi-

mea finită L. 
PAS2. Fiecare latură a triunghiului este împărţită în trei segmente egale. Segmentul din 

mijloc este eliminat şi înlocuit cu un unghi care are laturile egale cu el.  
PAS3. Pentru fiecare iteraţie se repetă Pasul 2, pentru fiecare segment al figurii obţinute. 
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L 

α x1,y1

x2,y2

Se obţine o construcţie perfect regulată. După fiecare iteraţie cresc: numărul de unghiuri, 
numărul de laturi ale poligonului şi perimetrul poligonului. Notăm cu p perimetrul nucleu 
(triunghiul echilateral de la care se porneşte). În procesul de construcţie a curbei, la fiecare 
iteraţie, fiecare latură Li a triunghiului echilateral este împărţită în trei segmente de lungime 
egală (Li/3) şi este înlocuită cu 4 astfel de segmente (4Li/3). După n iteraţii, perimetrul 
poligonului va fi p(4/3)n.  

Pentru realizarea construcţiei se folosesc următoarele 3 elemente: 

Pentru construirea poligonului trebuie desenată fiecare latură. Pentru fiecare latură se 
cunosc: coordonatele x1 şi y1, lungimea segmentului L şi 
unghiul α. Coordonatele x2 şi y2 se pot determina:  
                x2=x1+Lcos(α) şi y2=y1+Lsin(α). 

Pentru desenarea segmentului se foloseşte funcţia line() 
implementată în biblioteca graphics.h: line(x1,y1,x2,y2). 

Desenarea poligonului înseamnă desenarea fiecărei laturi, care este determinată de coor-
donatele x1 şi y1, lungimea segmentului L şi unghiul α. Problema se reduce la generarea 
datelor care caracterizează fiecare latură şi la desenarea unei linii folosind aceste date. 
Generarea laturilor poligonului este un proces recursiv în care iniţiatorul care are lungimea 
L este înlocuit cu generatorul. Generatorul este format din patru segmente, fiecare segment 
având lungimea L/3. Acest proces poate fi descompus în patru procese. 

Folosind metoda divide et impera pentru a genera curba lui Koch de ordinul n, problema 
iniţială va fi descompusă în patru subprobleme, astfel (subprogramul Koch()):  
PAS1. Se generează primul segment, care este un segment cu lungimea L/3 şi cu aceeaşi 

orientare cu a iniţiatorului. El devine iniţiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1. 
PAS2. Se generează al doilea segment, prin rotirea segmentului obţinut cu 600 spre stân-

ga (subprogramul stanga()). El devine iniţiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1. 
PAS3. Se generează al treilea segment, prin rotirea segmentului obţinut cu 1200 spre dreap-

ta (subprogramul dreapta()). El devine iniţiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1. 
PAS4. Se generează al patrulea segment, prin rotirea segmentului obţinut cu 600 spre 

stânga (subprogramul stanga()). El devine iniţiatorul curbei lui Koch de ordinul n-1. 

Procesul de descompunere se termină când se ajunge la ordinul 0  şi se obţine iniţiatorul, care 
se va desena (subprogramul deseneaza()). 

Pentru desenarea poligonului, se construieşte nucleul (se generează cele trei laturi ale 
triunghiului echilateral de lungime L) şi pentru fiecare latură se construieşte curba lui 
Koch de ordinul n  (subprogramul nucleu_Koch()) . 

#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
#include<graphics.h> 
int x,y; 
float alfa; 
void stanga(float unghi) 
{alfa+=unghi*M_PI/180.;} 

iniţiator 
(n=0) 

generator 
(n=1)

nucleu 
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void dreapta(float unghi) 
{alfa-=unghi*M_PI/180.;} 
void deseneaza(float L) 
{x1=x; y1=y; x+=(int)(L *cos(alfa); y+=(int)(L*sin(alfa); 
 line(x,y,x1,y1);} 
void Koch(int n, float L) 
{if (n==0) deseneaza(L); 
   else 
    {Koch(n-1,L/3); stanga(60); 
     Koch(n-1,L/3); dreapta(120); 
     Koch(n-1,L/3); stanga(60); 
     Koch(n-1,L/3);}} 
void nucleu_Koch(int n,float L) 
{Koch(n,L); dreapta(120);  
 Koch(n,L); dreapta(120);  
 Koch(n,L); dreapta(120);} 
void main() 
{int n,L; 
 cout<<"n= "; cin>>n; cout<<"L= "; cin>>L; 
 nucleu_Koch(n,L);} 

1. Desenaţi praful lui Cantor, care este generat astfel: un segment de 
lungimea L, care este paralel cu axa Ox, este împărţit în cinci 
segmente egale, din care se elimină segmentul din mijoc – şi se 

repetă acest proces de n ori pentru fiecare segment rămas.    
2. Desenaţi curba lui Koch, definită prin următoarele trei elemente, în care fiecare 

segment al generatorului are lungimea L/4, unde L este lungimea segmentului iniţiator. 

3. Desenaţi curba dragonului, definită prin următoarele trei elemente, în care fiecare seg-
ment al generatorului are lungimea L/sqrt(2), unde L este lungimea segmentului iniţiator. 

4. Să se deseneze figura geometrică obţinută astfel: se desenează un pătrat cu latura L, 
se desenează un pătrat care uneşte mijloacele laturilor pătratului iniţial şi se repetă 
acest proces de n ori pentru fiecare pătrat obţinut. 

5. Să se deseneze covorul lui Sierpinski, astfel: se desenează un pătrat cu latura L, se 
împarte acest pătrat în 9 pătrate egale, se haşurează pătratul din mijloc şi se repetă 
acest proces de n ori pentru fiecare pătrat nehaşurat. 
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1. 5. Metoda greedy 

1.5.1. Descrierea metodei greedy 

Metoda greedy se poate folosi pentru problemele în care, dându-se o mulţime finită A, 
trebuie determinată o mulţime SA care să îndeplinească anumite condiţii. Metoda furni-
zează o singură soluţie, reprezentată prin elementele mulţimii S. Ca şi în cazul metodei 
backtracking, soluţia problemei este dată de un vector S = {x1, x2, …, xn} ale cărui elemente 
aparţin însă unei singure mulţimi A. Spre deosebire de metoda backtracking, metoda Greedy 
nu găseşte decât o singură soluţie şi, în general, această soluţie este soluţia optimă.  

Scop: identificarea problemelor în care soluţia optimă este o submulţime inclusă într-o 
mulţime dată, care trebuie să îndeplinească anumite condiţii.   

Enunţul problemei 1: Să se repartizeze optim o resursă (de exemplu, o sală de specta-
cole, o sală de conferinţe, o sală de sport) mai multor activităţi (spectacole, prezentări de 
produse, respectiv meciuri) care concurează pentru a obţine resursa respectivă.  
Mulţimea A este formată din cele n activităţi. Fiecare activitate i (1 i n) are un timp de  
începere ti şi un timp de terminare fi, unde ti < fi şi ocupă resursa în intervalul de timp 
[ti,fi]. Două activităţi i şi j sunt compatibile dacă intervalele lor de ocupare [ti,fi] şi [tj,fj] sunt 
disjuncte, adică dacă fi  tj sau dacă fj  ti. Cerinţa problemei este de a selecta o mulţime 
maximală de activităţi compatibile. În acest caz, mulţimea S este formată din activităţile 
care vor folosi resursa, iar condiţia pe care trebuie să o îndeplinească elementele mulţimii S 
este ca ele să fie activităţi compatibile. În plus, pentru ca repartizarea resursei să fie optimă, 
trebuie ca mulţimea S să conţină maximul de elemente care îndeplinesc această condiţie.     

Enunţul problemei 2: Să se ocupe optim un mijloc de transport (de exemplu, un ruc-
sac, un autocamion) care are o capacitate maximă de ocupare (care poate transporta o 
greutate maximă G) cu n obiecte, fiecare obiect având greutatea gi şi un profit obţinut în 
urma transportului ci, iar din fiecare obiect putând să se ia o fracţiune xi[0,1] . 
Mulţimea A este formată din cele n obiecte. Fiecare obiect i (1in) are o eficienţă a trans-
portului ei care reprezintă profitul pentru o unitatea de greutate. Cerinţa problemei este de a 
selecta o mulţime de obiecte astfel încât eficienţa transportului să fie maximă. Mulţimea S 
este formată din obiectele care vor ocupa mijlocul de transport, iar condiţia pe care trebuie să 
o îndeplinească elementele mulţimii S este ca, prin contribuţia adusă de fiecare obiect la 
eficienţa transportului, să se obţină o eficienţă maximă, iar greutatea obiectelor selectate să 
fie egală cu greutatea maximă a transportului. 

Enunţul problemei 3: Pentru două mulţimi de numere întregi nenule: C cu n elemente,  
C = {c1,c2, …, cn} şi A cu m elemente, A = {a1,a2, …, am}, şi nm, să se selecteze o 
submulţime de n numere din mulţimea A, astfel încât expresia:  

E = c1  x1 + c2  x2  + … + cn  xn 
în care xiA, să aibă valoarea maximă.  
În acest caz, mulţimea S = {x1,x2, … , xn}, în care xiA, trebuie să îndeplinească condiţia: 

E = c1   x1 + c2  x2  + … + cn  xn = Emax 
Criteriul de alegere a elementelor xi este următorul: dacă în mulţimea A mai există elemente 
care au acelaşi semn cu coeficientul ci, se va alege elementul aj pentru care termenul ci  xj 
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are valoarea maximă (deoarece acest termen se adună la valoarea expresiei), iar dacă în 
mulţimea A nu mai există elemente care au acelaşi semn cu coeficientul ci, se va alege 
elementul aj pentru care termenul ci  xj are valoarea minimă (deoarece acest termen se 
scade din valoarea expresiei). 

Enunţul problemei 4: Să se plătească o sumă s cu un număr minim de bancnote cu 
valori date. Se consideră că din fiecare tip de bancnotă se poate folosi un număr nelimitat 
de bancnote, iar pentru ca problema să aibă soluţie, vom considera că există şi bancnote 
cu valoarea 1.  
Mulţimea A este formată din cele n valori distincte ale bancnotelor. Cerinţa problemei este 
de a selecta o mulţime minimă de bancnote pentru plata sumei s. În acest caz, mulţimea S 
este formată din valorile cu care se va face plata, iar condiţia pe care trebuie să o înde-
plinească elementele mulţimii S este ca, prin adunarea sumelor parţiale plătite cu 
bancnotele cu valorile alese, să se obţină suma de plată s. Pentru ca numărul de 
bancnote să fie cât mai mic, trebuie să se caute ca plata să se facă în bancnote cu 
valori cât mai mari.     

Metoda greedy construieşte soluţia prin selectarea, dintr-o mulţime de elemente, 
 a elementelor care îndeplinesc o anumită condiţie. Pentru ca elementele  

care se selectează să aparţină soluţiei optime, la pasul k se alege candidatul 
optim pentru elementul xk al soluţiei.     

Spre deosebire de metoda backtracking, la metoda greedy, alegerea elementului xk al 
soluţiei este irevocabilă (nu se mai poate reveni asupra alegerii făcute). 

Metoda greedy poate duce la obţinerea soluţiei optime în cazul problemelor care au pro-
prietatea de optim local, adică soluţia optimă a problemei cu dimensiunea n a datelor de 
intrare conţine soluţiile optime ale subproblemelor similare cu problema iniţială, dar de 
dimensiune mai mică. Metoda greedy se mai numeşte şi metoda optimului local.     

Paşii algoritmului greedy sunt: 
PAS1. Se iniţializează mulţimea S cu mulţimea vidă: S. 
PAS2. Cât timp S nu este soluţie a problemei şi A, execută: 

PAS3. Se alege din mulţimea A elementul a care este candidatul optim al soluţiei. 
PAS4. Se elimină elementul a din mulţimea A. 
PAS5. Dacă el poate fi element al soluţiei, atunci elementul a se adaugă la 

mulţimea S. Se revine la Pasul 2. 
PAS6. Dacă mulţimea S este soluţia problemei, atunci se afişează soluţia; altfel, se 

afişează mesajul “Nu s-a găsit soluţie”    

Algoritmul greedy este un algoritm iterativ, care determină soluţia optimă a problemei în 
urma unor succesiuni de alegeri care reduc dimensiunea problemei respective: se alege 
elementul x1 al soluţiei, apoi elementul x2 al soluţiei, ş.a.m.d. Altfel spus, elementul xk al 
soluţiei este determinat prin alegerea, din elementele rămase în mulţimea A, a candidatului 
optim pentru elementul xk al soluţiei, iar determinarea următoarele n-k elemente ale soluţiei 
(rezolvarea subproblemei) se face numai după ce a fost determinat elementul xk al soluţiei. 
Alegerea făcută pentru elementul xk al soluţiei poate depinde de alegerile făcute pentru 
determinarea primelor k-1 elemente ale soluţiei, dar nu depinde de alegerile ulterioare. 

Pentru ca algoritmul greedy să conducă la obţinerea soluţiei optime, trebuie să fie îndepli-
nite două condiţii: 
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1. Alegerea optimului local pentru fiecare element al soluţiei duce la alegerea soluţiei 
optime globale. 

2. Soluţia optimă a problemei conţine soluţiile optime ale subproblemelor.  
Aceasta înseamnă că, pentru a fi siguri că algoritmul greedy construieşte soluţia optimă a 
problemei, trebuie să se demonstreze că sunt îndeplinite cele două condiţii. 

În rezolvarea multor probleme folosind strategia greedy, pentru a alege optimul local care 
să ducă la alegerea soluţiei optime globale, mulţimea A este ordonată după criteriul 
candidatului optim. Ordonarea mulţimii după criteriul candidatului optim înseamnă rearan-
jarea elementelor mulţimii A astfel încât, după extragerea unui element, următorul element 
din mulţimea A să reprezinte elementul care este cel mai îndreptăţit să fie ales ca element 
al mulţimii S. De exemplu: 
 În cazul repartizării optime a unei resurse, o activitate nu poate începe decât dacă se 

termină cea anterioară. A repartiza optim resursa înseamnă a organiza cât mai multe 
activităţi. Din mulţimea activităţilor se alege întotdeauna activitatea care are timpul de 
terminare cât mai mic. În acest caz, candidatul optim este activitatea care are timpul de 
terminare cel mai mic, iar ordonarea activităţilor după criteriul candidatului optim 
înseamnă ordonarea crescătoare după timpul de terminare. 

 În cazul ocupării optime a mijlocului de transport, trebuie ca eficienţa transportului să 
fie maximă. Din mulţimea obiectelor, se aleg obiectele care au eficienţa de transport cât 
mai mare. În acest caz, candidatul optim este obiectul care are eficienţa transportului 
cea mai mare, iar ordonarea obiectelor după criteriul candidatului optim înseamnă ordo-
narea descrescătoare după eficienţa transportului. 

 În cazul plăţii unei sume cu un număr minim de bancnote cu valoare dată, ca să se 
folosească cât mai puţine bancnote, trebuie ca plata să se facă în cât mai multe 
bancnote cu valoare foarte mare. În acest caz, candidatul optim este bancnota cu valoa-
rea cea mai mare, iar ordonarea după criteriul candidatului optim înseamnă ordonarea 
descrescătoare după valoarea bancnotelor. 

1.5.2. Implementarea metodei greedy 

Pentru implementarea metodei greedy se vor folosi două subprograme: 
 subprogramul sort() – care ordonează mulţimea A după criteriul candidatului optim; 
 subprogramul greedy() – care implementează metoda propriu-zisă. 
În exemplele următoare, datele de intrare vor fi citite dintr-un fişier text.  

Exemplul 1. Problema planificării optime a activităţilor. 

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru numărul de elemente ale celor două mulţimi se folosesc variabilele  n – numărul 

de activităţi (numărul de elemente ale mulţimii A) şi m – numărul de activităţi selectate 
pentru a forma soluţia problemei (numărul de elemente ale mulţimii S). 

 Pentru mulţimea activităţilor (mulţimea A) se foloseşte vectorul a, ale cărui elemente 
sunt de tip înregistrare activitate – care conţine trei câmpuri, x şi y pentru ora la 
care începe activitatea, respectiv ora la care se termină activitatea – şi k pentru numărul 
activităţii (este folosit ca un identificator al activităţii). 

 Soluţia (mulţimea S) va fi memorată în vectorul s. În fiecare element al vectorului s se 
memorează indicele elementului selectat din vectorul a, după ce a fost sortat după 
criteriul candidatului optim.  

Se folosesc următoarele subprograme: 
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 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe 
primul rând este scris numărul de activităţi n, iar pe următoarele n rânduri – perechi de 
numere întregi, separate prin spaţiu, care reprezintă ora de început şi ora de sfârşit ale 
unei activităţi. Fiecărei activităţi i se atribuie ca identificator numărul de ordine de la citi-
rea din fişier. În urma execuţiei acestui subprogram, se creează vectorul activităţilor – a.  

 Subprogramul sort() – sortează vectorul a crescător după timpul de terminare a 
activităţilor (câmpul y). 

 Subprogramul greedy() – implementează strategia greedy pentru această problemă. 
 Subprogramul afiseaza() – afişează soluţia problemei folosind informaţiile din 

vectorul s – indicele fiecărei activităţi selectate. 

Strategia greedy este implementată astfel: 
PAS1. Se iniţializează vectorul s cu indicele primului element din vectorul a (se selec-

tează, ca primă activitate, activitatea care are ora de terminare cea mai mică).  
PAS2. Pentru următoarele n-1 elemente ale vectorului a, execută 

PAS3. Dacă ora la care începe activitatea din elementul curent al vectorului a 
este mai mare sau egală cu ora la care se termină ultima activitate adău-
gată la soluţie (în vectorul s), atunci activitatea este adăugată la soluţie.  

Mulţimea activităţilor 

Activitatea 1 2 3 4 5 6 7 8 

Ora de începere 9 12 8 10 16 14 20 19 

Ora de terminare 11 13 10 12 18 16 22 21 

Mulţimea activităţilor – după ce a fost sortată 

Activitatea 3 1 4 2 6 5 8 7 

Ora de începere 8 9 10 12 14 16 19 20 

Ora de terminare 10 11 12 13 16 18 21 22 

Soluţia problemei 

Activitatea 3 4 2 6 5 8 

Ora de începere 8 10 12 14 16 19 

Ora de terminare 10 12 13 16 18 21 

Programul este: 
#include<fstream.h> 
struct activitate {int x,y,k;}; 
activitate a[20]; 
int n,m,s[20]; 
fstream f("greedy1.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) {f>>a[i].x>>a[i].y; a[i].k=i;}  f.close();} 
void sort() 
{int i,j; activitate aux; 
 for (i=1;i<n;i++) 
  for (j=i+1;j<=n;j++) 
     if (a[i].y>a[j].y) {aux=a[i]; a[i]=a[j]; a[j]=aux;}} 
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Mulţimea obiectelor – G=20 

Obiectul 1 2 3 4 5 

Greutatea 5 4 4 8 10 

Profitul 10 20 10 10 22 

Eficienţa  2 5 2,5 1,25 2,2 

Mulţimea obiectelor după ce a fost sortată

Obiectul 2 3 5 1 4 

Greutatea 4 4 10 5 8 

Profitul 20 10 22 10 10 

Eficienţa  5 2,5 2,2 2 1,25

Soluţia problemei 

Obiectul 2 3 5 1 4 

Greutatea 4 4 10 5 8 

Fracţiunea 1 1 1 0,2 0 

Greutatea 4 4 10 2 0 

void greedy() 
{int i,j; s[1]=1; j=1; 
 for (i=2;i<=n;i++) 
    if (a[i].x>=a[s[j]].y) {j++; s[j]=i;} 
 m=j;} 
void afiseaza() 
{cout<<"Planificarea activitatilor: "<<endl; 
 for (int i=1;i<=m;i++) 
   cout<<"Activitatea "<< a[s[i]].k<<" incepe la ora ";    
   cout<<a[s[i]].x <<" si se termina la ora "<<a[s[i]].y<<endl;} 
void main() 
{citeste(); sort(); greedy(); afiseaza();} 

Într-o sală de spectacole trebuie planificate n spectacole care au loc în 
aceeaşi zi, fiecare spectacol având o oră la care trebuie să înceapă şi o 
durată de desfăşurare. Scrieţi un program care să planifice optim ocu-
parea sălii de spectacole. 

Exemplul 2. Problema ocupării optime a mijlocului de transport (problema  rucsacului). 

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru numărul de elemente ale celor 

două mulţimi se folosesc variabilele  n – 
numărul de obiecte (numărul de elemente 
ale mulţimii A) şi m – numărul de obiecte 
selectate pentru a forma soluţia problemei 
(numărul de elemente ale mulţimii S). 

 Pentru greutatea maximă care se poate 
transporta, se foloseşte variabila G, iar 
pentru greutatea obiectelor care se mai pot 
selecta, se foloseşte variabila Gr (greuta-
tea rămasă). Variabila Gr este iniţializată 
cu valoarea G (iniţial, greutatea obiectelor 
care se pot selecta este greutatea maximă 
de transport), iar după ce s-a construit 
soluţia, variabila Gr are valoarea 0 (nu se 
mai pot selecta obiecte, deoarece a fost 
ocupată toată capacitatea de transport). 

 Pentru mulţimea obiectelor (A) se folo-
seşte vectorul a, ale cărui elemente sunt 
de tip înregistrare obiect, care conţine 
patru câmpuri: g – greutatea obiectului, c 
– profitul obţinut în urma transportului, e – eficienţa transportului şi k – numărul 
obiectului (este folosit ca un identificator al obiectului). 

 Soluţia (mulţimea S) va fi memorată în vectorii s şi x. În fiecare element al vectorului s se 
memorează indicele obiectului selectat din vectorul a, după ce a fost sortat după criteriul 
candidatului optim, iar în elementul din vectorul x care are acelaşi indice cu cel din 
vectorul s se memorează fracţiunea de cantitate care se va lua din obiectul selectat. 
Elementele vectorului x sunt iniţializate cu valoarea 0 (vectorul este declarat global). 
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Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe primul 

rând este scris numărul de obiecte n şi greutatea maximă a transportului G, iar pe 
următoarele n rânduri – perechi de numere reale, separate prin spaţiu, care reprezintă 
greutatea şi profitul transportului unui obiect. Fiecărui obiect i se atribuie, ca identificator, 
numărul de ordine de la citirea din fişier. Pentru fiecare obiect se calculează eficienţa 
transportului. În urma execuţiei acestui subprogram se creează vectorul obiectelor, a.  

 Subprogramul sort() – sortează vectorul a, crescător după eficienţa transportului 
obiectelor (câmpul e). 

 Subprogramul greedy() – implementează strategia greedy pentru această problemă. 
 Subprogramul afiseaza() – afişează soluţia problemei folosind informaţiile din vectorii 

s şi x – indicele fiecărui obiect selectat şi fracţiunea din greutate care se va transporta. 

Strategia greedy este implementată astfel: 
PAS1. Se iniţializează greutatea Gr cu valoarea G şi selectarea obiectelor începe cu  obi-

ectul cu cea mai mare eficienţă a transportului (primul obiect din vectorul a). 
PAS2. Cât timp mai există obiecte care nu au fost selectate şi greutatea obiectelor 

selectate nu este greutatea maximă, execută 
PAS3. Dacă greutatea obiectului din elementul curent al vectorului a este mai 

mică sau egală cu greutatea rămasă, Gr, atunci obiectul este adăugat la 
soluţie, luându-se întreaga cantitate disponibilă din obiect; altfel, se ia din 
obiect fracţiunea egală cu greutatea rămasă Gr. Se actualizează greutatea 
Gr diminuând-o cu greutatea obiectului care a fost adăugat în rucsac.  

Programul este: 
#include<fstream.h> 
struct obiect {int k; 
               float g,c,e;}; 
obiect a[20]; 
int n,m,s[20]; 
float G,Gr,x[20]; 
fstream f("greedy2.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>n>>G; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  {f>>a[i].g>>a[i].c; a[i].k=i; a[i].e=a[i].c/a[i].g;} f.close();} 
void sort() 
{int i,j; obiect aux; 
 for (i=1;i<n;i++) 
  for (j=i+1;j<=n;j++) 
     if (a[i].e<a[j].e) {aux=a[i]; a[i]=a[j]; a[j]=aux;}} 
void greedy() 
{int i,j=0; Gr=G; 
 for (i=1;i<=n && Gr!=0;i++) 
  if (Gr>a[i].g) {j++; s[j]=i; x[j]=1; Gr-=a[i].g;} 
            else {j++; s[j]=i; x[j]=Gr/a[i].g; Gr=0;} 
m=j;} 
void afiseaza() 
{for (int i=1;i<=m;i++) 
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  {cout<<"Obiectul "<< a[s[i]].k<<" in cantitatea "; 
   cout<<x[i]* a[s[i]].g<<endl;}} 
void main() 
{citeste(); sort(); greedy(); afiseaza();} 

Observaţie. În problema rucsacului există două situaţii: 
1. Obiectele pot fi fracţionate – problema continuă a rucsacului; 
2. Obiectele nu pot fi fracţionate – problema discretă a rucsacului. 

Algoritmul greedy furnizează soluţia optimă numai în cazul problemei continue a 
rucsacului. De exemplu, pentru patru obiecte: a (20 kg, 110 lei), b (9 kg, 45 lei), c (9 kg, 45 
lei) şi d (6 kg, 30 lei) şi greutatea maximă de transport 25 kg: 
 Soluţia greedy: obiectul a – profitul transportului = 110; 
 Soluţia optimă: obiectele b, c şi d – profitul transportului = 120. 

Într-un rucsac se pot transporta maximum G kg. Există n obiecte, fieca-
re obiect având greutatea gi şi valoarea vi. Obiectele pot fi fracţionate. 
Scrieţi un program care să găsească obiectele care trebuie transportate 
în rucsac, astfel încât să se obţină cea mai valoroasă încărcătură. 

Exemplul 3. Problema expresiei de valoare maximă. 

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru mulţimea coeficienţilor C se foloseşte vectorul c cu n elemente, iar pentru 

mulţimea numerelor A se foloseşte vectorul a cu m elemente. Elementele vectorilor sunt 
de tip int. 

 Pentru calcularea valorii expresiei se foloseşte variabila exp, care este iniţializată cu 
valoarea 0 (este variabilă globală), iar pentru a număra elementele selectate din 
mulţimea A se foloseşte variabila k, care este iniţializată cu valoarea 0. 

Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe 

primul rând sunt scrise două numere întregi, n şi m, care reprezintă numărul de 
elemente ale celor două mulţimi, pe rândul al doilea cei n coeficienţi, iar pe rândul al 
treilea cele m numere întregi din mulţimea A. Valorile numerice de pe un rând sunt 
separate prin spaţiu. În urma execuţiei acestui subprogram se creează vectorii c şi a. 

 Subprogramul sort() – se foloseşte pentru a sorta crescător cei doi vectori c şi a. 
 Subprogramul greedy() – implementează strategia greedy pentru această problemă şi 

afişează soluţia în timp ce o construieşte. 

Strategia greedy este implementată astfel: 
PAS1. Se calculează termenii pentru care valorile coeficientului ci şi ale numărului aj sunt 

pozitive. Pentru ca expresia să fie maximă, parcurgerea celor doi vectori se face de la 
ultimul element către primul element (de la cele mai mari numere pozitive, către cele 
mai mici numere pozitive). Se memorează, în variabila p, indicele elementului din 
vectorul c care urma să fie selectat la terminarea parcurgerii, iar în variabila r – indi-
cele elementului din vectorul a care urma să fie selectat la terminarea parcurgerii.  

PAS2. Se calculează termenii pentru care valorile coeficientului ci şi ale numărului aj 
sunt negative. Pentru ca expresia să fie maximă, parcurgerea celor doi vectori se 
face de la primul element către ultimul element (de la cele mai mari numere nega-
tive, către cele mai mici numere negative).  
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n=5 şi m=7  Emax = 97 

Indici 1 2 3 4 5 6 7 

ci -2 -1 3 4 5   

ai -5 -4 -1 2 5 7 8 

si -5 -4 5 7 8   

n=6 şi m=7  Emax = 77 

Indici 1 2 3 4 5 6 7 

ci -5 -4 -3 -1 4 5  

ai -5 -4 1 2 3 4 5 

si -5 -4 1 2 4 6  

n=6 şi m=7  Emax = 21 

Indici 1 2 3 4 5 6 7 

ci -2 -1 3 4 5 5  

ai -6 -5 -4 -3 -1 1 2 

si -6 -5 -3 -1 1 2  

PAS3. Coeficienţii rămaşi pot fi numai pozitivi 
sau numai negativi. În cazul în care sunt 
numai negativi, în mulţimea A au rămas 
numai numere pozitive. Termenii care se 
calculează fiind negativi, pentru ca 
expresia să fie maximă vor trebui să aibă 
valoarea cât mai mică şi vectorii se vor 
parcurge în continuare, către ultimul 
element (coeficienţii sunt numere negati-
ve din ce în ce mai mici, iar numerele din 
vectorul a sunt numere pozitive din ce în 
ce mai mari). În cazul în care coeficienţii 
rămaşi sunt numai pozitivi, în mulţimea A 
au rămas numai numere negative. 
Termenii care se calculează fiind nega-
tivi, pentru ca expresia să fie maximă vor 
trebui să aibă valoarea cât mai mică şi 
vectorii se vor parcurge astfel: vectorul c 
începând de la elementul p către primul 
element, iar vectorul a începând de la 
elementul r către primul element (coeficienţii sunt numere pozitive din ce în ce mai 
mici, iar numerele din vectorul a sunt numere negative din ce în ce mai mari).       

Programul este: 
#include<fstream.h> 
int n,m,p,r,c[20],a[20],exp; 
fstream f("greedy3.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>n>>m; 
 for(i=1;i<=n;i++) f>>c[i]; 
 for(i=1;i<=m;i++) f>>a[i]; 
 f.close();} 
void sort(int v[], int n) 
{int i,j,aux; 
 for (i=1;i<n;i++) 
   for (j=i+1;j<=n;j++) 
     if (v[i]>v[j]) {aux=v[i]; v[i]=v[j]; v[j]=aux;}} 
void greedy() 
{int i=n,j=m,k=0;   //indici: i–vector c, j–vector a, k–vector b 
 cout<<"E= "; 
 while (c[i]>0 && a[j]>0 && k<n)  
   {k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[j]<<")+";  
    exp+=c[i]*a[j]; i--; j--;} 
 p=j; i=1; j=1; 
 while (c[i]<0 && a[j]<0 && k<n) 
    {k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[j]<<")+"; 
     exp+=c[i]*a[j]; i++; j++;} 
 if (c[i]<0) 
    while (k<n) 
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      {k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[j]<<")+"; 
       exp+=c[i]*a[j]; i++; j++;} 
   else 
    {i=p;j=r; 
     while (k<n) 
      {k++; cout<<"("<<c[i]<<")*("<<a[j]<<")+"; 
       exp+=c[i]*a[j]; i--; j--;}} 
 cout<<'\b'<<" = "<<exp;} 
void main() 
{citeste(); sort(c,n); sort(a,m); greedy();} 

Justificarea criteriului candidatului optim. Considerăm cazul în care coeficienţii sunt 
numere întregi pozitive care au fost ordonate crescător şi există cel puţin n numere pozitive 
în mulţimea A. Conform criteriului candidatului optim, mulţimea A a fost ordonată crescător. 
Dacă C={c1,c2, …, cn} cu cicj, pentru i<j şi A={a1,a2, …, am} cu aiaj, pentru i<j, atunci 
S={x1,x2, …, xn} cu xixj, pentru i<j şi xn=am, xn-1=am-1, …, x1=am-n+1. Este evident că 
pentru a obţine valoarea maximă a expresiei trebuie să se aleagă cele mai mari n numere 
din mulţimea A. Trebuie să demonstrăm dacă este corect modul în care s-a construit 
mulţimea S cu aceste numere. Pentru alegerea făcută, expresia are valoarea E1. 

   E1 = c1   x1 + c2   x2  + …+ ci   xi + …+ cj   xj + …+ cn  xn 
Să presupunem că există o expresie E2 a cărei valoare este mai mare decât a expresiei E1 
(E2 >E1). În cel mai bun caz, în expresie ordinea numerelor din mulţimea S diferă numai 
prin valorile din poziţiile i şi j, cu i<j şi ci<cj şi xi<xj.  

E2 = c1   x1 + c2   x2  + …+ ci   xj + …+ cj   xi + …+ cn  xn 
Conform presupunerii făcute, înseamnă că E2 – E1 > 0. Dar, 

E2 – E1 = ci  (xj - xi) + cj  (xi - xj) = (cj - ci)  (xi - xj) < 0 şi E2 <E1  
ceea ce contrazice ipoteza de la care s-a plecat. În mod analog se justifică şi alegerea 
elementelor mulţimii S atunci când cei n coeficienţi sunt negativi şi în mulţimea A există cel 
puţin n numere negative.  

1. Justificaţi criteriul priorităţii de alegere pentru cazul în care coeficienţii 
sunt pozitivi şi în mulţimea A nu există decât numere negative. 

2. Justificaţi criteriul priorităţii de alegere pentru cazul în care coeficienţii 
sunt negativi şi în mulţimea A nu există decât numere pozitive. 

3. Refaceţi programul astfel încât să se determine valoarea minimă a expresiei. 
4. Fiind dată o mulţime A cu n numere reale, să se determine o submulţime a sa care are 

proprietatea că suma elementelor submulţimii este maximă. Indicaţie. Submulţimea va 
fi formată din toate numerele pozitive, iar dacă nu există numere pozitive, din cel mai 
mare număr din mulţime. 

5. Fiind date mulţimea de numere reale A = {a1,a2, …, am} şi n, gradul unui polinom, cu nm, 
să se selecteze, din mulţimea A, o submulţime de n+1 numere pentru coeficienţii 
polinomului, astfel încât valoarea polinomului P(x) într-un punct x precizat să fie maximă. 

6. La un cabinet medical, în sala de aşteptare, se găsesc n pacienţi. Timpul necesar 
pentru consultarea unui pacient i este ti. Cunoscând numărul de pacienţi n şi timpul 
necesar pentru fiecare consultaţie ti, scrieţi un program care să afişeze ordinea de 
tratare a pacienţilor, astfel încât timpul total de aşteptare al pacienţilor să fie minim. 
Indicaţie. Deoarece timpul de aşteptare al unui pacient este egal cu suma timpilor de 
consultaţie ai pacienţilor trataţi înaintea sa, ordonarea pacienţilor după criteriul 
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n=4 şi S=147  Număr total bancnote=9

Valoare bancnotă 50 10 5 1 

Număr de bancnote 2 4 1 2 

candidatului optim înseamnă ordonarea crescătoare după timpul de consultaţie. 
Demonstraţi că soluţia obţinută astfel este soluţia optimă.     

Exemplul 4. Problema plăţii unei sume cu un număr minim de bancnote cu valori 
date. 

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru valorile bancnotelor se foloseşte vectorul a cu n elemente (n reprezintă numărul 

de tipuri de bancnote). 
 Pentru suma care trebuie plătită se foloseşte variabila S. 

Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru 

citirea datelor din fişierul text. În fişierul 
text, pe primul rând sunt scrise două nu-
mere întregi, n şi S, iar pe rândul următor cele n valori ale bancnotelor. Valorile 
numerice de pe fiecare rând sunt separate prin spaţiu.  

 Subprogramul sort() – se foloseşte pentru a sorta descrescător vectorul a. 
 Subprogramul greedy() – implementează strategia greedy pentru această problemă şi 

afişează soluţia în timp ce o construieşte. 

Strategia greedy este implementată astfel: 
PAS1. Selectarea bancnotelor începe cu bancnota cu valoarea cea mai mare (prima 

valoare din vectorul a). 
PAS2. Cât timp nu a fost plătită toată suma, execută 

PAS3. Dacă o parte din suma rămasă poate fi plătită în bancnote care au valoa-
rea elementului curent din vectorul a, atunci se determină numărul maxim 
de bancnote cu care se face plata (câtul dintre suma rămasă şi valoarea 
bancnotei) şi se calculează restul din sumă care mai rămâne de plătit. 

PAS4. Se trece la următoarea valoare a bancnotei şi se revine la Pasul 2.  
#include<fstream.h> 
int n,m,S,a[20]; 
fstream f("greedy4.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>n>>S; 
 for(i=1;i<=n;i++) f>>a[i]; f.close();} 
void sort() 
{int i,j,aux; 
 for (i=1;i<n;i++) 
   for (j=i+1;j<=n;j++) 
     if (a[i]<a[j]) {aux=a[i]; a[i]=a[j]; a[j]=aux;}} 
void greedy() 
{int i=1; 
 while (S!=0) 
   {if (S/a[i]!=0)  
      {cout<<S/a[i]<<" bancnote cu valoarea "<<a[i]<<endl; 
       S=S%a[i];} 
    i++;}} 
void main() 
{citeste(); sort(n); greedy();} 
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Observaţie. În plata sumei S cu bancnote de valori date pot să apară două cazuri 
(presupunând că în moneda respectivă există bancnote cu valorile precizate mai jos): 
1. Suma este 48 şi bancnotele au valorile 15, 5 şi 4 (n=3). Algoritmul greedy nu va găsi nici 

o soluţie, deoarece va alege 3 bancnote cu valoarea 15, rămânând un rest de sumă cu 
valoarea de 3, pentru care nu mai există bancnote ca să se plătească. În realitate, 
problema are o soluţie: 2 bancnote cu valoarea 15, 2 bancnote cu valoarea 5, şi 2 banc-
note cu valoarea 8.   

2. Suma este 22 şi bancnotele au valorile 9, 7, 5 şi 1 (n=4). Algoritmul greedy nu va găsi 
soluţia optimă, deoarece va alege 2 bancnote cu valoarea 9, şi 4 bancnote cu valoarea 
1, în total 6 bancnote. Soluţia optimă este de a plăti cu 4 bancnote: 3 bancnote cu 
valoarea 7 şi o bancnotă cu valoarea 1.  

Metoda greedy care nu furnizează soluţia optimă a problemei se numeşte metoda 
euristică greedy.   

Ce relaţie trebuie să existe între valorile bancnotelor pentru ca soluţia 
greedy să furnizeze soluţia optimă?  

Complexitatea algoritmului greedy 

Algoritmul greedy propriu-zis are complexitatea O(n), deoarece se parcurg cele n elemente 
ale mulţimii A pentru a alege fiecare dintre cele m elemente ale soluţiei. Algoritmul de sortare 
folosit pentru aranjarea elementelor mulţimii A după criteriul candidatului optim are complexi-
tatea O(nlog2n) dacă se alege un algoritm de sortare eficient, cum este de exemplu 
algoritmul QuickSort. Complexitatea metodei greedy este O(n)+ O(nlog2n)= O(nlog2n).  

Metoda greedy se recomandă în următoarele cazuri: 
 se doreşte numai obţinerea soluţiei optime şi suntem siguri că aplicând strategia greedy 

se obţine soluţia optimă; 
 se doreşte obţinerea unei soluţii acceptabile, nu neapărat optime, şi algoritmul greedy 

este mult mai eficient decât alţi algoritmi – care pot duce la obţinerea mai multor soluţii sau 
a soluţiei optime.   

1. Un automobilist porneşte dintr-un oraş A şi trebuie să ajungă în 
oraşul B. Rezervorul autoturismului, dacă este plin, îi permite să 
parcurgă n kilometri. Pe hartă sunt trecute m staţii de alimentare şi 

distanţele dintre ele. Automobilistul doreşte să oprească la cât mai puţine staţii pentru 
alimentarea autoturismului. Scrieţi un program care să determine staţiile de benzină la 
care trebuie să se oprească pentru alimentare.  

2. Într-un camping există k căsuţe care pot fi închiriate 365 de zile din an. Orice turist poate 
închiria o căsuţă pentru exact m zile consecutive din an. Campingul a adunat solicitările 
a n turişti pe un an întreg, cu un an înainte. Fiecare turist precizează prima zi cu care 
doreşte să închirieze o căsuţă (1, 2, …). Să se determine numărul maxim de turişti care 
vor putea fi primiţi în camping (k100, m20, n1000). 

(Concursul Nemes Tihamér, 1998) 
3. Un turist trebuie să străbată un traseu de munte. Pe hartă, zona prin 

care trebuie să treacă are o formă dreptunghiulară, care este 
împărţită, prin caroiaje, în subzone, care au fiecare o anumită 
înălţime. Zona prin care trece turistul poate fi reprezentată printr-o 
matrice ale cărei elemente memorează înălţimea fiecărei subzone. 
Turistul porneşte din sud, din orice subzonă de pe hartă, şi trebuie să 

Temă 

Nord 
2 1 1 3 
2 1 2 1 
0 0 4 2 
3 1 2 3 

Sud

Temă 
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ajungă în nord, în orice subzonă de pe hartă, astfel încât să urce cât mai puţin pe întreg 
traseul. El poate trece dintr-o zonă în alta, numai mergând în direcţiile: Est, Nord-Est, 
Nord, Nord-Vest şi Vest. Datele de intrare sunt dimensiunile matricei şi matricea înălţimilor 
– şi se vor citi din fişier.  

4. Într-o fabrică s-a automatizat procesul de producţie şi, la sfârşitul zilei de muncă, piesele 
sunt adunate de roboţi industriali. Fiecare robot poate strânge un anumit număr de piese. 
Harta halei a fost împărţită printr-un caroiaj şi poate fi reprezentată printr-o matrice (nm) 
ale cărei elemente pot avea valorile: 0 (pentru locurile în care nu există maşini) şi 1 (pentru 
locurile în care există maşini). Roboţii se deplasează în spaţiul de deasupra maşinilor, 
corespunzător aceluiaşi caroiaj. Roboţii pornesc din colţul din stânga sus (1,1) şi trebuie 
să ducă piesele în colţul din dreapta jos (n,m). Roboţii sunt programaţi astfel încât să se 
deplaseze doar la dreapta sau în jos. Să se scrie un program care să determine numărul 
minim de roboţi care trebuie porniţi pentru a strânge toate piesele fabricate într-o zi. 

  (Concursul Nemes Tihamér, 1998) 
5. Într-un depozit al monetăriei statului sosesc n saci cu monede. Şeful depozitului 

cunoaşte numărul de monede din fiecare sac şi vrea să modifice conţinutul sacilor, prin 
mutarea de monede dintr-un sac în altul, astfel încât, la sfârşit, să fie în fiecare sac 
acelaşi număr de monede. Să se scrie un program care să determine, dacă este posibil, 
numărul minim de mutări prin care fiecare sac să conţină acelaşi număr de monede, 
altfel să se afişeze un mesaj. Fiecare mutare se afişează sub forma: sac iniţial, sac final, 
număr de monede. (n2000, iar numărul total de monede 1.000.000.000)   

  (ONI Oradea, 1998) 

1.6. Metoda programării dinamice 

1.6.1. Descrierea metodei programării dinamice 

Metoda programării dinamice se poate folosi pentru problemele în care trebuie să fie 
găsită soluţia optimă şi care au următoarele caracteristici: 
1. Soluţia optimă se alege dintr-o mulţime de soluţii, fiecărei soluţii putând să i se asocieze 

o valoare. Alegerea soluţiei optime înseamnă alegerea soluţiei care are valoarea 
optimă (minimă sau maximă). 

2. Problema poate fi descompusă în subprobleme similare cu problema iniţială ce 
respectă principiul optimalităţii: soluţia problemei este optimă dacă ea conţine soluţiile 
optime ale subproblemelor. 

3. Subproblemele în care se descompune problema nu sunt independente. 

4. Soluţia problemei este dată de un vector S = {x1, x2, …, xm} şi: 
 există o mulţime finită A din care se poate alege un element xi al soluţiei; 
 fiecare etapă de determinare a unui element xi al soluţiei se bazează pe rezultatele 

etapelor în care s-au determinat elementele anterioare ale soluţiei; 
 numărul de posibilităţi de a alege un element xi al soluţiei se reduce din cauza cerin-

ţelor de optimizare şi a restricţiilor impuse soluţiei.   

Metoda clasică de rezolvare a acestor probleme este de a căuta toate soluţiile problemei 
şi de a alege, dintre soluţiile găsite, soluţia optimă. Algoritmul de generare a tuturor 
soluţiilor înseamnă generarea tuturor submulţimilor de indici ai mulţimii A cu n elemente 
şi are ordinul de complexitate O(2n). Acest ordin de complexitate este inacceptabil 
pentru o dimensiune mare a datelor de intrare n. 
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Scop: identificarea problemelor care pot fi descompuse în subprobleme similare care 
nu sunt independente şi care respectă principiul optimalităţii, soluţiilor putând să li se 
asocieze o valoare, iar soluţia optimă determinându-se prin calcularea valorii optime.   

Enunţul problemei 1: Se consideră un triunghi de numere naturale 
aij cu n linii. Pornind de la numărul din linia 1, mergând în jos până la 
linia n, să se determine o selecţie de elemente astfel încât suma 
elementelor să fie maximă. Trecerea la linia următoare se poate 
face numai mergând în jos, direct sau pe diagonală, la dreapta. 
Metoda clasică de rezolvare a acestei probleme este de a calcula toate sumele care se pot 
forma respectând restricţia de deplasare în triunghi şi de a alege, dintre sumele găsite, suma 
care are valoarea cea mai mare.  

Mulţimea datelor de intrare o reprezintă mulţimea A formată din elementele aij ale triunghiului. 
Valoarea asociată unei soluţii este suma elementelor. Valoarea soluţiei optime este valoa-
rea maximă (suma elementelor trebuie să fie maximă). Soluţia problemei este dată de un 
vector S = {x1, x2, …, xn}, unde xiA. Pentru construirea soluţiei se porneşte de la elementul 
a11 şi se merge în jos, până la linia n. Trecerea la linia următoare nu se poate face decât 
direct, în jos sau pe diagonală, la dreapta, astfel încât succesorul elementului aij nu poate fi 
decât elementul ai+1,j sau elementul ai+1,j+1. Problema poate fi descompusă în subprobleme: 
subproblema i este alegerea elementului xi al soluţiei de pe linia i a triunghiului. Restricţia 
impusă pentru soluţie este ca elementul xi al soluţiei să se obţină, prin deplasarea în triunghi, 
numai pe două direcţii, de la elementul anterior, limitând mulţimea elementelor din care se 
alege elementul xi al soluţiei numai la elementele din triunghi care se găsesc într-o anumită 
poziţie faţă de elementul anterior al soluţiei. Pentru a respecta principiul optimalităţii, suma 
elementelor alese anterior trebuie să fie maximă. Subproblemele nu sunt independente 
deoarece în subproblema i alegerea elementului xi al soluţiei se bazează pe alegerile făcute 
în subproblemele anterioare.   

Enunţul problemei 2: Dându-se un şir de numere să se determine subşirul crescător 
de lungime maximă. 
Fiind dat un şir de numere a1, a2, …, an, se defineşte ca subşir crescător, şirul ai1, ai2, …, aik, 
cu ai1  ai2  …  aik şi 1  i1  i2  … ik. De exemplu, în şirul de numere 1, -2, 3, 2, 4, 4, 
un subşir crescător este 1, 3, 4, 4.  

Metoda clasică de rezolvare a acestei probleme este de a genera fiecare subşir al mulţimii A 
şi de a verifica dacă este subşir crescător. Dintre subşirurile crescătoare găsite se alege apoi 
subşirul care are lungimea cea mai mare.   

Mulţimea datelor de intrare o reprezintă mulţimea formată din elementele şirului: A={a1, a2, 
…, an}. Valoarea asociată unei soluţii este lungimea subşirului crescător. Valoarea 
soluţiei optime este valoarea maximă (lungimea subşirului trebuie să fie maximă). 
Soluţia problemei este dată de un vector S = {x1, x2, …, xm}, unde xiA. Problema poate 
fi descompusă în subprobleme: subproblema i este de a găsi subşirul crescător de lungime 
maximă care începe cu elementul ai. Restricţia impusă pentru soluţie este ca elementul ai 
cu care începe subşirul să aibă valoarea mai mică sau cel mult egală cu cea a succe-
sorului său în subşir (aj), iar în mulţimea A numărul lui ordine (i) trebuie să fie mai mic decât 
numărul de ordine al succesorului (j), limitând mulţimea elementelor din care se alege 
succesorul aj. Metoda cea mai simplă de a găsi subşirul de lungime maximă care începe cu 

a11    

a21 a22   
……………………. 
an1 an2 … ann
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elementul ai este de a căuta printre subşirurile de lungime maximă descoperite în 
subproblemele rezolvate anterior, cel mai lung subşir care începe cu un element aj ce 
poate fi succesor în subşir al elementului ai, obţinându-se un nou subşir, de lungime mai 
mare, care începe cu elementul ai. Pentru a respecta principiul optimalităţii, lungimea 
subşirurilor descoperite anterior trebuie să fie maximă. Subproblemele nu sunt indepen-
dente deoarece în subproblema i alegerea subşirului care începe cu elementul ai al 
soluţiei se bazează pe alegerile făcute în subproblemele anterioare. 

Enunţul problemei 3: O ţeavă cu lungimea L trebuie să se confecţioneze din n bucăţi de 
ţeavă, fiecare bucată având lungimea ai. O bucată de ţeavă nu poate fi tăiată. Să se 
găsească, dacă există, soluţia de a obţine ţeava de lungime L prin sudarea unor bucăţi de 
ţeavă cu lungimea ai. 

Metoda clasică de rezolvare a acestei probleme este de a genera toate ţevile care se pot 
forma cu cele n bucăţi de ţeavă cu lungimile date şi de a verifica dacă lungimea ţevii obţinute 
este egală cu L. 

Mulţimea datelor de intrare o reprezintă mulţimea A formată din lungimile bucăţilor de ţeavă 
ai. Valoarea asociată unei soluţii este lungimea ţevii. Valoarea soluţiei optime este L 
(lungimea ţevii construite trebuie să fie L). Soluţia problemei este dată de un vector S 
= {x1, x2, …, xm}, unde xiA. Problema poate fi descompusă în subprobleme: subpro-
blema i este de a găsi toate ţevile care se pot confecţiona adăugând bucata de ţeavă cu 
lungimea ai la ţevile care au fost construite în subproblema anterioară. Restricţia impusă 
pentru ţevile care se construiesc este ca ele să nu depăşească lungimea L. Această 
restricţie limitează mulţimea ţevilor construite anterior. Pentru a respecta principiul opti-
malităţii, construcţia ţevilor cu ajutorul bucăţii de ţeavă cu lungimea ai se bazează numai 
pe ţevile construite în subproblema anterioară, iar subproblemele nu sunt independente. 

Enunţul problemei 4: Într-un rucsac se poate transporta o greutate maximă G şi există n 
obiecte, fiecare obiect având greutatea gi şi un profit obţinut în urma transportului ci, iar 
obiectele nu pot fi fracţionate. Să se selecteze obiectele care vor fi transportate în rucsac, 
astfel încât să se obţină profitul maxim (problema discretă a rucsacului).   
Metoda clasică de rezolvare a acestei probleme este de a genera toate posibilităţile de a 
încărca rucsacul alegând obiecte din cele n obiecte şi de a verifica dacă greutatea obiectelor 
nu depăşeşte greutatea de încărcare a rucsacului G. Dintre variantele de încărcare a rucsa-
cului se alege cea care are profitul cel mai mare.    

Mulţimea datelor de intrare o reprezintă mulţimea A formată din cele n obiecte ai care pot fi 
transportate în rucsac. Valoarea asociată unei soluţii este profitul transportului. Valoarea 
soluţiei optime este valoarea maximă (profitul trebuie să fie maxim). Soluţia problemei 
reprezintă încărcătura optimă a rucsacului şi este dată de un vector S = {x1, x2, …, xm}, 
unde xkA şi 1km. Problema poate fi descompusă în subprobleme: subproblema i este 
de a verifica dacă obiectul ai poate fi element al soluţiei. Restricţia impusă pentru soluţia 
care se construieşte este ca obiectul ai să nu aibă o greutate mai mare decât greutatea 
disponibilă a rucsacului şi profitul lui să fie mai mare sau egal cu profitul utimului obiect 
adăugat în rucsac ai-1. Această restricţie limitează mulţimea elementelor din care se alege 
elementul xk al soluţiei. Pentru a respecta principiul optimalităţii, elementul xk al soluţiei 
se determină prin alegerea dintre două obiecte a celui care are profitul mai mare. 
Subproblemele nu sunt independente deoarece rezolvarea subproblemei i se 
bazează pe rezolvarea subproblemei i-1 (elementul xi al soluţiei este determinat în 
funcţie de elementul xi-1 al soluţiei). 
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Metoda programării dinamice se bazează pe descompunerea unei probleme în 
subprobleme similare problemei iniţiale, care nu sunt independente, şi 

construieşte soluţia rezolvând fiecare subproblemă, prin selectarea, dintr-o 
mulţime de elemente, a elementelor care îndeplinesc o anumită condiţie. .Pentru 
ca elementele care se selectează să aparţină soluţiei optime, la pasul k alegerea 

se face în funcţie de valoarea optimă a unei funcţii asociate soluţiei şi se bazează 
pe alegerile care s-au făcut până atunci (pe elementele soluţiei care au fost 

descoperite anterior). 

Etapele de rezolvare a unei probleme prin metoda programării dinamice sunt: 
PAS1. Se demonstrează că problema are o substructură optimă (prin reducere la absurd). 
PAS2. Se caracterizează structura unei soluţii optime (descompunerea problemei în sub-

probleme). 
PAS3. Se defineşte recursiv valoarea soluţiei optime. 
PAS4. Se calculează valoarea soluţiei optime într-o manieră „de jos în sus” („bottom–up”). 
PAS5. Se construieşte soluţia optimă din informaţiile obţinute prin calcularea valorii solu-

ţiei optime. 

Observaţie. Valoarea soluţiei optime este definită recursiv în funcţie de valorile optime ale 
subproblemelor. Dacă pentru calcularea funcţiei recursive s-ar folosi un algoritm recursiv, 
ordinul de complexitate ar fi O(2n), la fel ca şi în cazul metodei clasice de rezolvare. Din 
această cauză, calcularea funcţiei recursive se face „de jos în sus” obţinându-se un 
algoritm iterativ: 
PAS1. Se rezolvă subproblema obţinută din descompunerea problemei iniţiale care are 

cea mai mică dimensiune şi se memorează soluţia ei. 
PAS2. Cât timp nu s-a ajuns la rezolvarea problemei cu dimensiunea n, execută: se 

rezolvă o subproblemă de dimensiunea i folosind soluţiile obţinute în subproble-
mele cu dimensiune mai mică decât i.  

1.6.2. Implementarea metodei programării dinamice 

Pentru implementarea metodei programării dinamice se vor folosi subprogramele: 
 subprogramul init() – care iniţializează variabilele de memorie şi structurile de date 

folosite pentru construirea soluţiei; 
 subprogramul p_dinamica() – care calculează valoarea soluţiei optime; 
 subprogramul afiseaza() – care afişează soluţia problemei folosind informaţiile 

obţinute prin calcularea valorii soluţiei optime. 
În exemplele următoare datele de intrare vor fi citite dintr-un fişier text.  

Exemplul 1. Problema sumei maxime în triunghi. 

Cerinţa problemei este ca pentru calculul sumei să se pornească de la elementul a11 şi să 
se meargă în jos, până la linia n. Trecerea la linia următoare nu se poate face decât direct, 
în jos, sau pe diagonală, la dreapta, astfel încât succesorul elementului aij nu poate fi decăt 
elementul ai+1,j sau elementul ai+1,j+1.  

PAS1. Problema are substructură optimă. Fie un şir de n numere din triunghi, care res-
pectă condiţiile de deplasare în triunghi ale problemei, şi care formează suma maximă. În 
subproblema i a fost ales numărul de pe linia i pe baza sumelor maxime calculate în 
subproblemele anterioare, altfel se contrazice ipoteza că şirul formează suma maximă.  
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               1 dacă S(i+1,j)   S(i+1,j+1) 
p(i,j)  = 
                  2 dacă S(i+1,j)   S(i+1,j+1) 

PAS2. Descompunerea problemei în subprobleme. Se determină pe rând sumele maxi-
me ale numerelor care apar pe traseele care pornesc de pe ultima linie n către vârf şi ajung 
pe linia i (1in-1). Pe linia i, suma maximă pentru fiecare element se va calcula pe baza 
sumelor maxime care s-au calculat în subproblemele anterioare (sumele de la linia n până 
la linia i+1). Aceste sume sunt sumele maxime pentru fiecare linie şi principiul optimalităţii 
este respectat. 

PAS3. Valoarea soluţiei fiind suma ele-
mentelor selectate, funcţia recursivă 
care defineşte suma maximă pornind 
de la elementul aij al triunghiului este 
prezentată alăturat.  

PAS5. Pentru a calcula valoarea soluţiei optime într-o manieră de „de jos în sus”, se va 
forma un triunghi al sumelor maxime, pornind de la bază (linia n) către vârf (linia 1). 
Sumele maxime de pe linia n sunt egale fiecare cu elementul corespunzător de pe linia n a 
triunghiului. Valoarea maximă a sumei elementelor este S11. 

PAS5. Pentru reconstituirea elementelor soluţiei, 
se foloseşte o matrice p, în care se memorează 
direcţia de deplasare (valoarea 1 pentru depla-
sarea în jos şi valoarea 2 pentru deplasarea pe 
diagonală). Matricea p este definită alăturat. 

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru numărul de linii ale triunghiului se foloseşte variabila  n. 
 Pentru memorarea triunghiului se foloseşte matricea a, pentru 

memorarea sumelor maxime – matricea S, iar pentru memo-
rarea direcţiei de deplasare – matricea p. Toate aceste matri-
ce sunt pătrate, cu dimensiunea n. 

Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe 

primul rând este scris numărul de linii, n, iar pe următoaree n rânduri numerele de pe 
fiecare linie a triunghiului. Numerele sunt separate prin spaţiu. În urma execuţiei acestui 
subprogram se creează matricea triunghiului a.  

 Subprogramul init() – iniţializează linia n a matricei S cu elementele de pe linia n a 
triunghiului. 

 Subprogramul p_dinamica – calculează valoarea soluţiei optime (elementul S11 al ma-
tricei sumelor). 

 Subprogramul afiseaza() – afişează suma maximă şi soluţia problemei folosind infor-
maţiile din matricea p. 

Strategia programării dinamice este implementată astfel: 
PAS1. Se iniţializează linia n a matricei sumelor maxime S cu elementele de pe linia n a 

matricei triunghiului a.  
PAS2. Pentru următoarele linii ale matricei sumelor maxime începând cu linia n-1 până la 

linia 1, execută: 
PAS3. Se calculează suma maximă astfel: dacă suma maximă S(i+1,j) – de sub 

elementul curent din triunghi – este mai mare decât suma maximă 
S(i+1,j+1) – de pe diagonala elementului curent, atunci la elementul 

               aij dacă i=n, 1ji  
S(i,j) = 
               aij + max(S(i+1,j), S(i+1,j+1)) dacă 1in-1

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                           75 

 

curent se adună suma S(i+1,j) şi direcţia de deplasare este 1; altfel, la 
elementul curent se adună suma S(i+1,j+1) şi direcţia de deplasare este 2.  

Programul este: 
#include<fstream.h> 
int n,a[20][20],p[20][20],S[20][20]; 
fstream f("pd1.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i,j; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for(j=1;j<=i;j++) f>>a[i][j];  f.close();} 
void init() 
{for (int i=1;i<=n;i++) S[n][i]=a[n][i];} 
void p_dinamica() 
{int i,j; 
 for (i=n-1;i>=1;i--) 
   for (j=1;j<=i;j++) 
      if (S[i+1][j]>S[i+1][j+1]) 
             {S[i][j]=a[i][j]+S[i+1][j];  p[i][j]=1;} 
        else {S[i][j]=a[i][j]+S[i+1][j+1];  p[i][j]=2;} } 
void afiseaza() 
{int i,j ,q=1,r=1; 
 cout<<"Suma maxima= "<<S[1][1]<<"= "<<a[1][1]<<"+"; 
 for (i=1,j=1;i<n;i++) 
    {if (p[i][j]==2) {r=r+1; j++;} 
     q=q+1; cout<<a[q][r]<<"+";} 
 cout<<'\b'<<" "<<endl;} 
void main() 
{citeste(); init(); p_dinamica(); afiseaza();} 

Exemplul 2. Problema şirului de lungime maximă. 

Pentru a determina şirul de lungimea maximă, trebuie calculată, pentru fiecare element ai al 
şirului, lungimea celui mai mare subşir crescător care se poate forma începând cu el, după 
care se alege subşirul cu lungimea maximă.  

PAS1. Problema are substructură optimă. Fie un şir crescător de m numere din şirul 
iniţial A care începe cu numărul ai şi respectă condiţia că este subşir al şirului A, şi care are 
lungimea maximă dintre toate subşirurile crescătoare care încep cu numărul  ai. În subpro-
blema i se alege subşirul crescător de lungime maximă care începe cu numărul ai astfel: se 
adaugă la numărul ai subşirul cu lungime maximă dintre subşirurile din subproblemele ante-

Matricea triunghiului – a 
Suma maximă = 20 
 1 2 3 4 

1 5 0 0 0 

2 4 2 0 0 

3 5 4 3 0 

4 4 6 2 5 

Matricea sumelor 
maxime – S 

 1 2 3 4 

1 20 0 0 0 

2 15 1 0 0 

3 11 10 8 0 

4 4 6 2 5 

Matricea direcţiei de 
deplasare – p 

 1 2 3 4 

1 1 0 0 0 

2 1 1 0 0 

3 2 1 2 0 

4 0 0 0 0 
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rioare care încep cu numărul aj, cu ai  aj şi ij, altfel se contrazice ipoteza că subşirul are 
lungimea maximă. 

PAS2. Descompunerea problemei în subprobleme. Se determină pe rând lungimea 
maximă a unui subşir crescător care începe cu elementul ai din şir, pornind de la subşirurile 
crescătoare de lungime maximă care încep cu elementul an, până la subşirurile care încep 
cu elementul ai+1. Pentru elementul ai din şir, lungimea maximă a subşirurilor crescătoare 
care se pot forma, începând cu el, se va calcula pe baza lungimilor maxime care s-au calculat 
în subproblemele anterioare. Aceste lungimi sunt lungimile maxime pentru fiecare subşir care 
se poate forma începând cu acel element şi principiul optimalităţii este respectat. 

PAS3. Valoarea soluţiei fiind lungimea 
subşirului crescător, funcţia recursivă 
care defineşte lungimea maximă a sub-
şirului care se poate forma pornind de la 
elementul ai al şirului este prezentată alăturat.  

PAS4. Pentru a calcula valoarea soluţiei optime într-o manieră „de jos în sus”, se va forma 
un vector al lungimilor maxime, pornind de la ultimul element din şir (elementul n) către 
primul element din şir. În acest vector se va memora în poziţia i lungimea maximă a unui 
subşir crescător care se poate forma începând cu elementul ai al şirului. Cum lungimea 
maximă a unui subşir crescător care se poate forma cu un singur element este 1, lungimea 
maximă corespunzătoare elementului an se iniţializează cu valoarea 1.  

PAS5. Pentru reconstituirea elementelor soluţiei, se foloseşte vectorul p în care, în poziţia i, se 
memorează indicele elementului următor din subşirul de lungime maximă care începe cu  ai. 

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru numărul de elemente ale şirului se foloseşte variabila  n. 
 Pentru memorarea şirului de numere se foloseşte vectorul a, pentru memorarea lungi-

milor maxime – vectorul L, iar pentru memorarea indicelui elementului următor din 
subşir – vectorul p. Toţi aceşti vectori au dimensiunea n. 

Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe 

primul rând este scrisă lungimea şirului – n, iar pe următorul rând cele n numere din şir. 
În urma execuţiei acestui subprogram se creează vectorul pentru şirul de numere – a. 

 Subprogramul init() – iniţializează elementul n al vectorilor L şi p. 
 Subprogramul p_dinamica – calculează valoarea soluţiei optime (lungimea maximă a 

subşirurilor care încep cu fiecare element ai din şir). 
 Subprogramul cauta_soluţia() – caută cea mai mare lungime maximă a unui subşir 

pentru a găsi elementul cu care începe subşirul. 
 Subprogramul afiseaza() – afişează lungimea şirului găsit şi soluţia problemei 

folosind informaţiile din vectorul p. 

Strategia programării dinamice este implementată astfel: 
PAS1. Se iniţializează elementul n al vectorului lun-

gimilor maxime cu 1 şi al vectorului p cu n.  
PAS2. Pentru următoarele elemente i ale vecto-

rului, lungimilor maxime începând cu ele-
mentul n-1 până la elementul 1, execută: 
PAS3. Se iniţializează lungimea maximă 

a subşirului care începe cu acest 

               1 dacă i=n  
L(i) = 
               1 + max(L(j)) dacă ai  aj , in şi i jn 

Indici 1 2 3 4 5 6 

a 1 -2 3 2 4 4 

L 4 4 3 3 2 1 

p 3 3 5 5 6 6 

Subşirul 1  3  4 4 
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element cu valoarea 1 şi poziţia cu care începe subşirul cu poziţia elemen-
tului în şir.  

PAS4. Se calculează lungimea maximă a subşirului care începe cu elementul 
curent din şir, astfel: pentru toate elementele j din şir care urmează după 
elementul i, execută 
PAS5. Dacă ai este mai mic decât aj şi lungimea subşirului care începe 

cu aj este mai mare decât lungimea subşirului care începe cu ai, 
atunci L(i) este egal cu 1+L(j) şi indicele elementului care urmea-
ză în subşir după elementul ai este j.   

PAS6. Se determină cea mai mare lungime maximă L(k). Subşirul de lungime maximă va 
începe cu elementul ak. 

Programul este: 
#include<fstream.h> 
int n,k,a[20],p[20],L[20]; 
fstream f("pd2.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) f>>a[i]; f.close();} 
void init() 
{L[n]=1; p[n]=n;} 
void p_dinamica() 
{int i,j; 
 for (i=n-1;i>=1;i--) 
   {L[i]=1; p[i]=i; 
    for (j=i+1;j<=n;j++) 
      if (a[i]<=a[j] && L[i]<=L[j]) 
        {L[i]=L[j]+1; p[i]=j;}}} 
void cauta_solutia() 
{int i,max=-1; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   if (max<L[i]) {max=L[i]; k=i;}} 
void afiseaza() 
{int i,j; 
 cout<<"Lungime subsir= "<<L[k]<<endl; 
 for (i=1,j=k;i<=L[k];i++,j=p[j]) cout<<a[j]<<" ";} 
void main() 
{citeste();p_dinamica(); cauta_solutie(); afiseaza(); } 

Exemplul 3. Problema ţevii. 

Dacă se poate construi o ţeavă de lungimea D folosind bucăţi de ţeavă cu lungimea a1, a2, 
…,  ai, atunci se poate construi şi o ţeavă cu lungimea D+ai+1 folosind bucăţi de ţeavă cu 
lungimea a1, a2, …,  ai, ai+1.   

PAS1. Problema are substructură optimă. Fie o ţeavă care s-a obţinut prin sudarea bu-
căţii de ţeavă cu lungimea ai, la o ţeavă care a fost obţinută anterior din bucăţi de ţeavă cu 
lungimea aj, şi care are lungimea mai mică decât L. În subproblema i se aleg dintre ţevile 
obţinute anterior numai acelea care au lungimea mai mică decât L-ai, altfel se contrazice 
ipoteza că se poate construi noua ţeavă. 
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PAS2. Descompunerea problemei în subprobleme. Se determină pe rând lungimile 
ţevilor care se pot forma cu bucata de ţeavă cu lungimea ai, pornind de la ţeava formată 
numai cu bucata de ţeavă cu lungimea a1, până la ţevile formate cu primele i-1 bucăţi de 
ţeavă. Ţevile formate nu depăşesc lungimea L şi principiul optimalităţii este respectat.  

PAS3. Valoarea soluţiei fiind lungimea 
unei ţevi, funcţia recursivă care defineş-
te lungimea ţevilor care se pot forma 
cu bucata de ţeavă cu lungimea ai este 
prezentată alăturat.  

PAS4. Pentru a calcula valoarea soluţiei optime într-o manieră „de jos în sus”, se vor 
forma toate ţevile cu lungimea mai mică sau egală cu L, pornind de la ţeava care se poate 
construi cu bucata de ţeavă cu lungimea a1, şi adăugând la ţevile obţinute, pe rând, urmă-
toarele n-1 bucăţi de ţeavă cu lungimea ai. Pentru a ţine evidenţa ţevilor care s-au construit 
în subproblema i se foloseşte un vector al lungimilor ţevilor care se construiesc – T, care 
are lungimea logică L. În acest vector se va memora în poziţia j lungimea ultimei bucăţi de 
ţeavă care se adaugă la una dintre ţevile construite anterior pentru a obţine o ţeavă cu 
lungimea j. Principiul optimalităţii este respectat prin modul în care se construieşte o ţeavă 
cu lungimea j: prin adăugarea unei bucăţi de ţeavă la una dintre ţevile confecţionate în 
subproblema anterioară.  

PAS5. Pentru reconstituirea elementelor soluţiei, se foloseşte vectorul T. Pornind de la 
elementul din poziţia L care corespunde ţevii cu lungimea L, se scade bucata de ţeavă cu 
lungimea T(L), obţinându-se lungimea ţevii la care a fost adăugată această bucată de ţeavă 
(indicele din vectorul T). Procesul continuă până se obţine ţeava cu lungimea 0.  

Se folosesc următoarele date şi structuri de date: 
 Pentru numărul de bucăţi de ţeavă se foloseşte variabila n, pentru lungimea ţevii care 

trebuie confecţionată, variabila L, iar pentru lungimea maximă a unei ţevi care se poate 
forma adăugând o nouă bucată de ţeavă la ţevile construite anterior  – variabila max. 
Variabila max are iniţial valoarea 0 (nu s-a construit nici o ţeavă), iar la sfârşit, dacă 
problema are soluţie, are valoarea L (lungimea ţevii care trebuie confecţionată). 

 Pentru memorarea lungimii fiecărei bucăţi de ţeavă se foloseşte vectorul a, de lungime 
n, iar pentru memorarea ţevilor care se pot confecţiona, vectorul T, de lungime L. 

Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe 

primul rând sunt scrise numărul de bucăţi de ţeavă – n şi lungimea ţevii – L, iar pe 
următorul rând, lungimile celor n bucăţi de ţeavă. În urma execuţiei acestui subprogram 
se creează vectorul cu lungimile bucăţilor de ţeavă – a. 

 Subprogramul init() – iniţializează elementul 0 al vectorului T şi variabila max. 
 Subprogramul p_dinamica – calculează valoarea soluţiei optime (lungimile ţevilor ce se 

pot obţine adăugând fiecare bucată de ţeavă ai). 
 Subprogramul soluţie() – verifică dacă s-a găsit soluţia problemei. 
 Subprogramul afiseaza() – dacă este posibil să se confecţioneze ţeava, afişează 

lungimile bucăţilor de ţeavă din care se confecţionează. 

Strategia programării dinamice este implementată astfel: 
PAS1. Se iniţializează elementul 0 al vectorului T cu -1 şi variabila max cu valoarea 0.  
PAS2. Pentru fiecare bucată de ţeavă cu lungimea ai începând cu bucata de ţeava cu 

lungimea a1 până la bucata de ţeavă cu lungimea an, execută: 

                -1 dacă j=0 
T(i,j) = 
                ai  dacă T(i,j- ai)   0 pentru 1in şi 1jL 
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PAS3. Pentru ţevile cu lungimea j începând cu ţeava cu lungimea max până la 
ţeava cu lungimea 1, execută:  
PAS4. Dacă adăugând la ţeava cu lungimea j bucata de ţeavă cu lungi-

mea ai se obţine o ţeavă care va putea fi folosită la confecţionarea 
ţevii cu lungimea L, atunci construirea ţevii cu lungimea j+ai 
începe cu bucata de ţeavă cu lungimea ai. Se revine la Pasul 3.  

PAS5. Se determină lungimea maximă a unei ţevi care se poate construi din ţevile 
construite anterior, astfel: dacă adăugând la ţeava cu lungimea maximă 
bucata de ţeavă cu lungimea ai, se obţine o ţeavă cu lungimea mai mică 
decât L, atunci lungimea maximă a unei ţevi care se poate construi va fi 
mărită cu lungimea bucăţii de ţeavă ai; altfel, ea va fi L. Se revine la Pasul 2. 

PAS6. Dacă nu există soluţie (nu există o bucată de ţeavă cu care se poate începe 
construirea ţevii de lungime L), atunci se afişează un mesaj de informare; altfel, se 
trece la Pasul 7 pentru a afişa soluţia. 

PAS7. Pentru fiecare ţeavă cu lungimea i din care s-a obţinut ţeava finală, începând de la 
ţeava cu lungimea L, până la ţeava cu lungimea 0, execută: 
PAS8. Se afişează lungimea bucăţii de ţeavă cu care începe construirea ţevii i: T(i). 
PAS9. Se calculează lungimea ţevii rămase, scăzând lungimea bucăţii de ţeavă 

din lungimea i.    

L=10 indici 1 2 3 4 5 

n=5 a 2 2 3 5 6 
 

  indici vectorul T = lungime ţeavă 

max a(i) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

iniţial -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 a(1) -1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 a(2) -1 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 

4 a(3) -1 0 2 3 2 3 0 3 0 0 0 

7 a(4) -1 0 2 3 2 5 0 5 5 5 5 

10 a(5) -1 0 2 3 2 5 6 5 6 6 6 

De exemplu, după ce s-a luat în consideraţie şi bucata de ţeavă de lungime a(2) se pot 
construi ţevi cu lungimea 2 (din bucata de ţeavă a(1)=2) şi cu lungimea 4 (din bucăţile de 
ţeavă a(1)=2 şi a(2)=2), lungimea maximă a unei ţevi fiind 4. Luându-se în consideraţie şi 
bucata de ţeavă de lungime a(3)=3 se pot construi ţevi cu lungimea 2 (din bucata de ţeavă 
a(1)=2), cu lungimea 3 (din bucata de ţeavă a(3)=3), cu lungimea 4 (din bucăţile de ţeavă 
a(1)=2 şi a(2)=2) şi cu lungimea 5 (din bucăţile de ţeavă a(1)=2 şi a(3)=3).    

Programul este: 
#include<fstream.h> 
int L,n,max,T[20],a[20]; 
fstream f("pd3.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>L>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) f>>a[i];  f.close();} 
void init() 
{T[0]=-1; max=0;} 
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                0 dacă j=0 şi 1in 
                0 dacă i=0 şi 1jG 
C(i,j) =                 
               max(C(i-1,j-g(i))+c(i), C(i-1,j))  dacă g(i) j
               C(i-1,j)  în rest

void p_dinamica() 
{int i,j,k; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   {for (j=max;j>=0;j--) 
       if (T[j]!=0 && j+a[i]<=L) T[j+a[i]]=a[i]; 
    if (max+a[i]<L) max=max+a[i]; else max=L;}} 
int solutie() 
{return T[L]!=0;} 
void afiseaza() 
{if (!solutie()) cout<<"Teava nu se poate confectiona"; 
    else  for (int i=L;i!=0;) 
             {cout<<"Bucata de "<<T[i]<<" metri "<<endl;  
              i-=T[i];}} 
void main() 
{citeste(); init(); p_dinamica(); afiseaza();} 

Exemplul 4. Problema discretă a rucsacului. 

PAS1. Fie un şir de m obiecte a căror greutate nu depăşeşte greutatea de încărcare a 
rucsacului G şi care asigură profitul maxim al transportului. În subproblema i a fost ales 
obiectul i numai dacă greutatea sa nu depăşeşte greutatea de încărcare disponibilă şi 
profitul adus de el este mai mare decât al obiectului adăugat anterior în rucsac, altfel se 
contrazice ipoteza că încărcarea rucsacului asigură profitul maxim. 

PAS2. Descompunerea problemei în subprobleme. Se determină pe rând profitul maxim 
adus de fiecare obiect ai pentru fiecare greutate de încărcare disponibilă (de la 1 la G) por-
nind de la obiectul a1, până la obiectul an, pe baza profiturilor maxime aduse de primele 
i-1 obiecte.  

PAS3. Valoarea soluţiei fiind profitul, funcţia recursivă care defineşte profitul maxim C(i,j) 
obţinut prin încărcarea optimă a rucsacului cu primele i obiecte, având disponibilă greutatea 
de încărcare a rucsacului j, este prezentată alăturat. C(i,0) reprezintă profitul maxim al unui 
rucsac cu greutatea disponibilă 0 (care 
nu permite adăugarea niciunui obiect i). 
C(0,j) reprezintă profitul maxim al unui 
rucsac gol cu greutatea disponibilă j 
(care nu conţine niciun obiect).   

PAS3. Pentru a calcula valoarea soluţiei 
optime într-o manieră „de jos în sus”, se va forma o matrice a profiturilor maxime C, 
pornind de la primul obiect (linia 1), până la ultimul obiect (linia n). Matricea C are 
dimensiunea nG. Elementul C(i,j) memorează profitul maxim obţinut în subproblema i 
pentru o greutate disponibilă j. Pe linia i, profitul maxim pentru fiecare greutate de încăr-
care j se determină pe baza profiturilor maxime ce s-au calculat în subproblemele anteri-
oare (profiturile maxime de la linia 1 până la linia i-1). Aceste profituri sunt maxime pentru 
fiecare linie şi principiul optimalităţii este respectat. Valoarea maximă a profitului este CnG 
(profitul maxim obţinut pentru un rucsac cu greutatea disponibilă G ocupat prin alegerea din 
cele n obiecte a obiectelor care aduc profitul maxim).      

PAS4. Pentru reconstituirea elementelor soluţiei, se foloseşte matricea p cu dimensiunea 
nG. Elementul p(i,j) memorează obiectul ales în subproblema i pentru o greutate disponi-
bilă j.  
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Se folosesc următoarele date şi structuri de date globale: 
 Pentru numărul de obiecte se foloseşte variabila n, iar pentru greutatea rucsacului, 

variabila G. 
 Pentru mulţimea obiectelor (A) se foloseşte vectorul a ale cărui elemente sunt de tip 

înregistrare obiect care conţine două câmpuri: g – greutatea obiectului şi c – profitul 
obţinut în urma transportului. 

 Pentru memorarea profiturilor se foloseşte matricea C, iar pentru memorarea obiectelor 
alese într-o subproblemă se foloseşte matricea p. Ambele matrice au dimensiunea nG.   

Se folosesc următoarele subprograme: 
 Subprogramul citeste() – pentru citirea datelor din fişierul text. În fişierul text, pe 

primul rând este scris numărul de obiecte n şi greutatea maximă a transportului G, iar pe 
următoarele n rânduri perechi de numere întregi, separate prin spaţiu, care reprezintă 
greutatea şi profitul transportului unui obiect. În urma execuţiei acestui subprogram se 
creează vectorul obiectelor a.  

 Subprogramul p_dinamica – calculează valoarea soluţiei optime (profitul maxim obţinut 
pentru un rucsac cu greutatea disponibilă G ocupat prin alegerea din cele n obiecte, a 
obiectelor care aduc profitul maxim). 

 Subprogramul afiseaza() – afişează profitul maxim şi soluţia problemei folosind infor-
maţiile din matricea p. 

Strategia programării dinamice este implementată astfel: 
PAS1. Pentru fiecare obiect i începând cu primul obiect până la ultimul obiect (n), execută: 

PAS2. Pentru greutatea disponibilă j începând de la 1 până la G, execută:  
PAS3. Se calculează profitul maxim pentru greutatea disponibilă j luând în 

consideraţie profitul care s-ar putea obţine prin adăugarea obiectului 
i: dacă greutatea obiectului i este mai mică sau egală cu greutatea 
disponibilă şi profitul adus la greutatea j este mai mare decât profitul 
adus de obiectul i-1, atunci profitul pentru obiectul i şi greutatea j 
este egal cu profitul obiectului i adunat la profitul calculat pentru 
obiectul i-1 şi greutatea j diminuată cu greutatea obiectului i şi în 

Matricea C 
 Greutatea disponibilă 

Obiect 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 20 20 20 20 20 20 20 20 20

2 0 20 40 40 60 60 60 60 60 60

3 0 20 40 60 60 60 60 70 90 90

4 0 20 40 45 60 65 85 85 105 105

n=4  G=10 

Obiectul Greutatea Profitul

1 2 20 

2 3 40 

3 6 50 

4 4 45 

Soluţia 

Obiectul Greutatea Profitul 

4 4 45 

2 3 40 

1 2 20 

Total 9 115 

Matricea p 
 Greutatea disponibilă 

Obiect 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2

3 0 1 2 2 2 2 2 3 3 3

4 0 2 4 2 4 4 4 4 4 4
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matricea p se memorează obiectul i; altfel, profitul pentru obiectul i 
şi greutatea j este egal cu profitul obiectului i-1 şi greutatea j şi în 
matricea p se memorează obiectul i-1 ales pentru greutatea j.  

Programul este: 
#include<fstream.h> 
struct obiect {int g,c;}; 
obiect a[20]; 
int n,G,p[20][20],C[20][20]; 
fstream f("pd4.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i; f>>n>>G; 
 for(i=1;i<=n;i++) f>>a[i].g>>a[i].c; f.close();} 
void p_dinamica() 
{for (int i=1;i<=n;i++) 
   for (int j=1;j<=G;j++) 
      if ((a[i].g<=j) && (a[i].c+C[i-1][j-a[i].g]>C[i-1][j])) 
               {C[i][j]=a[i].c+C[i-1][j-a[i].g];  p[i][j]=i;} 
          else {C[i][j]=C[i-1][j];  p[i][j]=p[i-1][j];}} 
void afiseaza() 
{int i=n,j=G,k; cout<<"Profit total= "<<C[n][G]<<endl; 
 while (p[i][j]!=0) 
    {k=p[i][j]; 
     cout<<"Obiectul "<<k<<" cu greutatea "<<a[k].g; 
     cout<<" si profitul "<<a[k].c<<endl; 
     j-=a[p[i][j]].g; 
     while (p[i][j]==k) i--;}} 
void main() 
{citeste(); p_dinamica(); afiseaza();} 

Complexitatea algoritmului programării dinamice 

Algoritmul programării dinamice are complexitatea O(nm) deoarece se rezolvă cele n 
subprobleme, iar pentru fiecare subproblemă se calculează cele m elemente ale valorii 
asociate soluţiei.  

1. Se dau n numere naturale şi un număr natural S. Să se găsească, 
dacă există, soluţia de a obţine numărul S ca sumă de numere 
naturale dintre cele n numere date.  

2. Să se afişeze cel mai mic număr cu exact n divizori. 
3. Se citesc de la tastatură două şiruri de caractere S1 şi S2. Să se insereze spaţii în şirul 

S1 astfel încât dacă se suprapun cele două şiruri, numărul de caractere care coincid să 
fie maxim. 

4. Se dau două şiruri de caractere A şi B de lungime n, respectiv m. Într-un şir de carac-
tere se pot executa numai următoarele trei operaţii prin care se poate transforma un şir: 
S(i) – şterge caracterul din poziţia i, I(i,c) – inserează caracterul c în poziţia i şi M(i,c) – 
înlocuieşte caracterul din poziţia i cu caracterul c. Să se transforme şirul A în şirul B 
folosind un număr minim de operaţii. Problema se va rezolva în două variante: a) 
transformările se vor aplica de la stânga la dreapta; b) transformările se vor aplica de la 
dreapta la stânga. 

Temă 
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5. Se dau două şiruri de numere X={x1, x2, …, xm} şi Y={y1, y2, …, ym}. Să se determine 
cel mai lung subşir comun al celor două şiruri. Şirul Z={z1, z2, …, zk} este subşir 
comun al şirurior X şi Y dacă el este subşir al şirului X şi subşir al şirului Y. De 
exemplu, dacă X={1,2,3,2,2,1,4} şi Y={2,1,3,1,2,4}, şirul Z={2,3,1,4} este un subşir 
comun al celor două şiruri. Indicaţie. Valoarea asociată soluţiei este lungimea unui 
subşir comun, iar funcţia recursivă defineşte valoarea lungimii maxime a unui subşir 
comun L(i,j) unde i este indicele 
elementului cu care începe subşi-
rul X, iar j este indicele elementului 
cu care începe subşirul Y. 

6. Se dă un şir de n matrice A1, A2, …, An şi trebuie să se calculeze produsul lor: A1A2 

… An. Fiecare matrice Ai, cu 2in, are pi-1 linii şi pi coloane (două matrice A şi B se 
pot înmulţi numai dacă numărul de coloane din matricea A este egal cu numărul de 
linii din matricea B). Să se pună în acest produs parantezele potrivite astfel încât 
numărul de înmulţiri să fie minim (deoarece înmulţirea matricelor este asociativă, 
inserarea parantezelor nu modifică rezultatul).  

Indicaţie. Fiind date două matrice Ap,q şi Bq,r, matricea produs Cp,r conţine elementele: 

Timpul necesar pentru calculul matricei produs este determinat de numărul de înmulţiri 
scalare: aikbkj. De exemplu, pentru produsul A1A2A3, în care matricele au dimen-
siunile 1020, 205 şi, respectiv, 540, numărul de înmulţiri scalare pentru paranterizarea 
((A1A2)A3) este 10205+10540=1200, iar pentru paranterizarea (A1(A2A3)) este 
102040+20540=12000 (de 10 ori mai mare decât în exemplul anterior). Valoarea 
asociată soluţiei este numărul de înmulţiri scalare, iar funcţia recursivă m(i,j) defineşte 
numărul minim de înmulţiri scalare pentru calculul matricei produs Ai…Aj.  

Numărul minim de înmulţiri scalare pentru calculul produsului A1…An este m(1,n). 
Pentru a memora poziţiile parantezelor optime se va folosi matricea s, în care elementul sij 
are valoarea k ce reprezintă poziţia parantezei optime în produsul Ai…Aj. Altfel spus, sij 
este egal cu k pentru care m(i,j) = m(i,k) + m(k+1,j) + pi-1pkpj.  

1.7. Compararea metodelor de construire a algoritmilor 
Metodele backtracking, greedy şi programarea dinamică se recomandă în cazul proble-
melor care au următoarele caracteristici: 
 soluţia poate fi dată de un vector sau o matrice cu elemente de tip întreg; 
 elementele soluţiei aparţin unui subdomeniu limitat. 

Algoritmul backtracking are cea mai mare complexitate (complexitatea exponenţială), iar 
algoritmul greedy, cea mai mică. Alegerea uneia dintre aceste metode se face în funcţie de 
cerinţele problemei: 
 Dacă se cere determinarea tuturor soluţiilor, se va alege metoda backtracking. 

                0 dacă i=0 sau j=0  
L(i,j) =      1+L(i-1,j-1) dacă i0, j0 şi xi = yj  
                 max(L(i,j-1), L(i-1,j) ) dacă i0, j0 şi xiyj 

                 0 dacă i= j  
m(i,j) =     
                 min{ m(i,k) + m(k+1,j) + pi-1pkpj | ikj } dacă ij 





q

1k
kjikij bac
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 Dacă se cere determinarea soluţiei optime, se va alege metoda greedy, dacă se 
poate demonstra că ea furnizează un rezultat corect; altfel, se va alege metoda 
programării dinamice. 

Metodele greedy şi programarea dinamică se folosesc în problemele în care trebuie găsită 
soluţia optimă. În ambele metode alegerea elementului xk al soluţiei este irevocabilă şi 
poate duce la obţinerea soluţiei optime în cazul problemelor care au proprietatea de optim 
local, adică soluţia optimă a problemei cu dimensiunea n a datelor de intrare conţine solu-
ţiile optime ale subproblemelor similare cu problema iniţială, dar de dimensiune mai 
mică. Deosebirea dintre cele două metode constă în modul în care este construită soluţia: 

1. În cazul metodei programării dinamice, se porneşte de la structura problemei iniţiale 
care corespunde soluţiei optime globale şi se descompune această problemă în sub-
probleme în care se determină soluţiile optime ale subproblemelor (optimul local). Ea se 
poate aplica în problemele în care optimul global implică optimul local. Din această 
cauză, etapa cea mai dificilă la această metodă este cea de determinare a structurii 
soluţiei optime. Dacă se cunoaşte structura soluţiei optime, metoda garantează 
obţinerea soluţiei optime a problemei prin determinarea optimului local. 

2. În cazul metodei greedy, se porneşte de la soluţiile optime locale şi pe baza lor se 
construieşte soluţia optimă globală. Problema este descompusă în subprobleme şi 
soluţia este construită treptat: se porneşte de la mulţimea vidă şi se alege pe rând 
pentru fiecare element al soluţiei candidatul optim pentru acea subproblemă. Alegerea 
soluţiilor optime locale nu garantează însă că soluţia globală obţinută este şi soluţia 
optimă, deorece optimul local nu implică întotdeauna optimul global. Din această 
cauză, pentru a fi siguri că soluţia aleasă este soluţia optimă, pentru fiecare problemă 
trebuie să se demonstreze că modul de alegere a candidatului optim (optimul local) 
implică optimul global. Metoda greedy este mai simplă decât metoda programării 
dinamice deoarece la fiecare pas se tratează numai subproblema curentă, iar ordinul de 
complexitate este mai mic decât în cazul programării dinamice.  

Metodele greedy şi backtracking construiesc treptat soluţia problemei. Deosebirea dintre 
cele două metode constă în modul în care se construieşte soluţia. În cazul metodei greedy, 
când se alege elementul xk al soluţiei, dacă elementul ai care este candidatul optim al soluţiei 
nu este element al soluţiei, el este îndepărtat din mulţimea elementelor candidate la soluţie 
(A). În acest mod el nu va mai fi verificat atunci când se alege un alt element al soluţiei,  
micşorând foarte mult ordinul de complexitate al algoritmului. 

Pentru a obţine soluţia dorită folosind un algoritm cât mai eficient se pot combina 
metodele învăţate.  

Exemplu. Problema plăţii unei sume cu un număr minim de bancnote cu valori date. 
Problema a fost rezolvată cu ajutorul metodei greedy. Folosind această metodă este posibil 
să nu obţineţi nicio soluţie, sau soluţia obţinută să nu fie soluţia optimă. Problema  poate fi 
rezolvată combinând metoda greedy (prin ordonarea vectorului cu valorile bancnotelor 
după criteriul candidatului optim) cu metoda backtracking. Soluţia optimă va fi printre 
primele soluţii generate. Apelul subprogramului bt() se va opri imediat ce se depăşeşte 
numărul minim de bancnote  Prin combinarea celor două metode se obţine un algoritm mai 
eficient decât algoritmul backtracking, care va permite găsirea soluţiei optime.  
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Metodele divide et impera şi programarea dinamică se bazează pe descompunerea pro-
blemei în subprobleme similare cu problema iniţială. Deosebirile dintre cele două meto-
de sunt: 

Divide et impera Programarea dinamică 

1. Subproblemele  

Subproblemele sunt independente şi nu se 
cunosc de la început subproblemele care apar 
în urma descompunerii. De multe ori descompu-
nerea în subprobleme depinde de distribuţia da-
telor de intrare şi este posibil ca în aceeaşi pro-
blemă, pentru date de intrare diferite, să se obţi-
nă descompuneri diferite (de exemplu, algoritmul 
căutării binare sau algoritmul sortării rapide). 

Subproblemele nu sunt independente şi în des-
compunerea iniţială există subprobleme comune 
unor subprobleme de dimensiuni mai mari. Pen-
tru a se putea rezolva problema trebuie să se cu-
noască, de la început, subproblemele în care se 
descompune problema iniţială. Aceasta presupu-
ne cunoaşterea structurii problemei iniţiale şi a 
relaţiei de recurenţă care determină soluţia. 

2. Asigurarea eficienţei metodei  

Este eficientă numai dacă este respectată regula 
de descompunere a problemei în subprobleme 
independente. Dacă nu este asigurată indepen-
denţa problemelor, metoda devine ineficientă 
deoarece, în apelurile recursive, aceeaşi subpro-
blemă este rezolvată de mai multe ori. 

Este eficientă numai dacă o subproblemă este 
rezolvată o singură dată, soluţia sa este 
memorată şi folosită pentru a obţine soluţiile 
celorlalte subprobleme. 

3. Modul de descompunerea în subprobleme 

Descompunerea se face într-o manieră „de sus în 
jos” („top–down”): problema iniţială este descom-
pusă în subprobleme din ce în ce mai mici până se 
obţin subprobleme cu rezolvare imediată, se rezolvă 
aceste subprobleme, după care se combină soluţiile 
subproblemelor de dimensiuni din ce în ce mai mari.

Descompunerea se face într-o manieră „de jos în 
sus” („bottom–up”): se rezolvă problemele de dimen-
siunile cele mai mici care apar în problema iniţială, 
se memorează soluţiile lor şi se rezolvă subprobe-
mele de dimensiuni din ce în ce mai mari prin com-
binarea soluţiilor problemelor mai mici şi memorarea 
noilor soluţii.  

4. Algoritmul  

Algoritmul este recursiv. Algoritmul este iterativ. 

Din cauza acestor deosebiri aceste metode se folosesc pentru clase diferite de probleme. De 
exemplu, problema determinării termenului n al şirului lui Fibonacci. Rezolvarea acestei 
probleme prin metoda divide et impera este ineficientă deoarece pentru a calcula termenul fn 
trebuie să se calculeze termenii fn-1 şi fn-2. Dar, în calculul termenului fn-1, reapare calculul 
termenului fn-2, iar în calculul ambilor termeni apare calculul termenului fn-3 ş.a.m.d. În acest 
caz, se recomandă metoda programării dinamice, calculând pe rând termenii f3, f4, …, fn, 
pornind de la termenii f1=f2=1. Formula de recurenţă este: fi = fi-1+fi-2, pentru 3in. Deoa-
rece termenul fi nu depinde decât de doi termeni fi-1 şi fi-2, nu este necesar să se memoreze 
întregul şir de termeni, ci pentru fiecare subproblemă i, numai termenii obţinuţi în subpro-
blemele i-1 şi i-2.      

 

  

Adevărat sau Fals: 
1. În algoritmul metodei backtracking iniţializarea elementului k al soluţiei se face când 

se revine de pe nivelul k+1 la nivelul k.  
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2. Algoritmul metodei backtracking se încheie dacă s-au testat toate valorile posibile 
pentru primul element al soluţiei. 

3. În algoritmul backtracking, după găsirea unei soluţii, se revine la nivelul anterior al soluţiei. 
4. În algoritmul backtracking, trecerea de la nivelul k la nivelul k-1 al soluţiei se face 

după ce s-au găsit toate valorile posibile pentru nivelul k. 
5. În algoritmul backtracking iniţializarea nivelului k al soluţiei se face cu valoarea de pe 

nivelul anterior al soluţiei. 
6. În algoritmul backtracking, dacă s-a trecut la nivelul k al soluţiei, înseamnă că s-au 

găsit primele k-1 elemente ale soluţiei. 
7. În algoritmul backtracking, trecerea la nivelul k+1 al soluţiei se face după ce au fost 

testate toate valorile posibile pentru nivelul k al soluţiei. 
8. În implementarea recursivă a metodei backtracking revenirea din autoapel este echi-

valentă cu revenirea la nivelul anterior al soluţiei din varianta iterativă. 
9. În implementarea recursivă a metodei backtracking autoapelul este echivalent cu 

trecerea la nivelul următor al soluţiei din varianta iterativă. 
10. Divide et impera este metoda prin care problema iniţială se descompune în subpro-

bleme care nu sunt independente.  
11. Prin metoda divide et impera se găseşte soluţia optimă a problemei. 
12. Metoda programării dinamice porneşte de la soluţiile optime locale şi, pe baza lor,  

construieşte soluţia optimă globală. 
13. În metoda programării dinamice descompunerea în subprobleme se face „de sus în jos”. 
14. Metoda greedy se bazează pe teorema că optimul local implică întotdeauna optimul global. 

Alegeţi: 
1. Algoritmul care implementează metoda backtracking este:  

a.  polinomial     b.  logaritmic      c.  exponenţial          d.  liniar logaritmic  

2. Algoritmul care implementează metoda sortării rapide este:  
a.  liniar      b.  logaritmic      c.  pătratic          d.  liniar logaritmic  

3. Algoritmul care implementează metoda căutării binare este:  
a.  liniar      b.  logaritmic      c.  pătratic          d.  liniar logaritmic  

4. Se utilizează metoda backtracking pentru generarea anagramelor cuvântului masca. 
Să se precizeze cuvântul precedent şi cuvântul următor secvenţei camas, camsa, 
caams:   

a.  csaam şi casma    b.  csama şi casma    c.  csaam şi casma   d.  csaam şi caasm 
5. Se utilizează metoda backtracking pentru generarea tuturor numerelor cu 4 cifre dis-

tincte care se pot forma cu cifrele 0, 2, 4 şi 8. Să se precizeze numărul precedent şi 
numărul următor secvenţei 2840 4028 4082:   

a.  2480 şi 4280  b.  2804 şi 4280  c.  2804 şi 4208          d.  2480 şi 4280  
6. Se utilizează metoda backtracking pentru generarea şirului de opt paranteze rotunde 

astfel încât ele să formeze o succesiune corectă. Să se precizeze şirul de paranteze 
precedent şi şirul de paranteze următor secvenţei (()(()))   (()()())   (()())():   

a.  ((()())) şi ()((()))     b.  ((()))() şi ()((()))     c.  ((()))() şi (())(())      d.  ((()())) şi (())(()) 
7. Se utilizează metoda backtracking pentru generarea submulţimilor mulţimii {1,2,3}. 

Să se precizeze submulţimea precedentă şi submulţimea următoare secvenţei de 
submulţimi {1} {1,3} {1,2} :    

a.  {} şi {2,3}      b.  {} şi {2}   c.  {2,3} şi {1,2,3}               d.  {} şi {3}  
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8. Dacă se utilizează metoda backtracking pentru a genera toate permutările de 5 
obiecte şi primele 4 permutări generate sunt: 5 4 3 2 1, 5 4 3 1 2, 5 4 2 3 1, 5 4 2 1 3, 
atunci a cincea permutare este: 

a.  5 4 3 2 1      b.  5 3 4 2 1       c.  5 4 1 2 3                d.  5 4 1 3 2  
(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 

9. Se cere determinarea tuturor modalităţilor de planificare în zile diferite a 4 probe 
(rezistenţă, aruncarea suliţei, sărituri, tir) în oricare dintre cele 7 zile din săptămână. 
Problema este echivalentă cu:  
a.   generarea combinărilor de 4 obiecte luate câte 7 
b.   generarea aranjamentelor de 4 obiecte luate câte 7 
c.   generarea combinărilor de 7 obiecte luate câte 4 
d.   generarea aranjamentelor de 7 obiecte luate câte 4 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 
10. Generarea tuturor şirurilor de 3 elemente, fiecare element putând fi oricare număr din 

mulţimea {1,2,3,4,5,6}, se realizează cu ajutorul unui algoritm echivalent cu algoritmul 
de generare a:  

a.  aranjamentelor    b.  permutărilor         c.  combinărilor       d.  produsului cartezian  
(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 

11. Se cere determinarea tuturor modalităţilor distincte de aşezare în linie a tuturor celor 
n sportivi aflaţi la o festivitate de premiere. Problema este echivalentă cu generarea:  

a.    partiţiilor unei mulţimi de n obiecte b.    aranjamentelor de n obiecte luate câte 1 
c.    permutărilor de n obiecte d.    submulţimilor unei mulţimi cu n obiecte 

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
12. Condiţia ca două dame Q şi D (de tip structură) să se afle pe aceeaşi diagonală a 

tablei de şah este: 
a.   (Q.linie==D.linie)|| (Q.coloana==D.coloana) 
b.   abs(Q.linie-D.linie)==abs(Q.coloana-D.coloana) 
c.   Q.linie-D.linie == Q.coloana-D.coloana 
d.   abs(Q.linie-D.coloană)==abs(D.linia-D.coloana) 

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
13. Se cere determinarea tuturor numerelor formate cu cifre aflate în ordine strict crescă-

toare, cifre alese dintr-o mulţime cu k cifre distincte date. De exemplu, pentru cifrele 
alese din mulţimea {1,5,2} se obţin numerele 1, 2, 12, 5, 15, 25, 125 (nu neapărat în 
această ordine). Problema este echivalentă cu generarea:  

a.    partiţiilor unei mulţimi b.    aranjamentelor de 10 obiecte luate câte k 
c.    permutărilor de k obiecte d.    submulţimilor nevide ale unei mulţimi  

(Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 
14. Cineva doreşte să obţină şi să prelucreze toate numerele formate din trei cifre din 

şirul 2, 9, 4 şi le generează exact în ordinea 222, 229, 224, 292, 299, 294, 242, 249, 
244, 922, 929, 924, 992, 999, 994, 942, 949, 944, 422, 429, 424, 492, 499, 494, 442, 
449, 444. Dacă doreşte să obţină prin acelaşi procedeu numerele formate din 4 cifre, 
atunci după numărul 4944 va urma: 

a.  4949      b.  9222       c.  4422                d.  4924  
(Bacalaureat – Simulare 2004) 

15. Un elev foloseşte metoda backtracking pentru a genera submulţimile mulţimii 
{1,2,5,6,9}. Câte soluţii (submulţimi) care obligatoriu conţin elementul 2 şi nu conţin 
elementul 6 a generat? 

a.  7       b.  16        c.  6                d.  8  
(Bacalaureat – Sesiunea specială 2004) 
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16. Pentru a determina toate modalităţile de a scrie pe 9 ca sumă de numere naturale 
nenule distincte (abstracţie făcând de ordinea termenilor), un elev foloseşte metoda 
backtracking generând, în această ordine, toate soluţiile: 1+2+6, 1+3+5, 1+8, 2+3+4, 
2+7, 3+6 şi 4+5. Aplicând exact aceeaşi metodă, el determină soluţiile pentru 
scrierea lui 12. Câte soluţii de forma 3+… există? 

a.  7       b.  1        c.  2                d.  4  
(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 

17. Pentru problema anterioară, care este a opta soluţie determinată? 
a.  2+3+7       b.  3+4+5        c.  1+5+6                d.  1+11  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
18. Pentru problema anterioară stabiliţi care este soluţia cu proprietatea că imediat după 

ea este generată soluţia 3+4+5? 
a.  3+4+6       b.  2+3+7        c.  2+10                d.  4+8  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
19. Se generează toate permutările distincte de 4 obiecte numerotate de la 1 la 4, având 

proprietatea că 1 nu este vecin cu 3 (1 nu se află imediat după 3, şi nici 3 imediat 
după 1) şi 2 nu este vecin cu 4. Câte astfel de permutări se generează? 

a.  12       b.  24        c.  6                d.  8  
(Bacalaureat – Sesiunea august 2004) 

20. Se cere să se determine toate modalităţile distincte de a programa n spectacole în z 
zile (de exemplu, două spectacole „Micul Prinţ” şi „Păcală” se pot programa în trei 
zile, marţi, miercuri şi joi, astfel: „Micul Prinţ” – marţi şi „Păcală” – miercuri sau; „Micul 
Prinţ” – miercuri şi „Păcală” – marţi; „Micul Prinţ” – miercuri şi „Păcală” – joi; „Micul 
Prinţ” – marţi şi „Păcală” – joi; „Micul Prinţ” – joi şi „Păcală” – miercuri etc.). 
Rezolvarea se bazează pe algoritmul de generare a: 

a.  combinărilor de n obiecte luate câte z b.  aranjamentelor de n obiecte luate câte z 
c.  combinărilor de z obiecte luate câte n d.  aranjamentelor de z obiecte luate câte n 

 (Bacalaureat – Simulare 2005) 
21. Se consideră algoritmul care determină toate permutările distincte de n obiecte 

(numerotate de la 1 la n) în care nu există poziţii fixe. O permutare (p1, p2, …, pn) are 
puncte fixe dacă există cel puţin o componentă pi=i. De exemplu, pentru n=5, 
permutarea (2,3,5,4,1) are puncte fixe deoarece p4=4. Pentru n=4, stabilliţi câte 
permutări fără puncte fixe există.  

a.  8        b.  9        c.  10                d.  12  
(Bacalaureat – Sesiunea specială 2005) 

22. Se consideră algoritmul care determină toate permutările distincte de n obiecte (nume-
rotate de la 1 la n) în care pe orice poziţie de rang par se află o valoare pară. De 
exemplu, pentru n=5, primele trei permutări generate în ordine lexicografică sunt 
(1,2,3,4,5), (1,2,5,4,3), (1,4,3,2,5).  Pentru n=4, numărul total de astfel de permutări este: 

a.  2        b.  4        c.  8                d.  12  
(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2005) 

23. Se consideră algoritmul care generează, în ordine strict crescătoare, toate numerele 
formate din n cifre distincte (cifrele de la 1 la n), numere în care pe fiecare poziţie pară 
se afă o cifră impară. Poziţia se numără de la stânga către dreapta, pornind de la 
poziţia 1. De exemplu, pentru n=4, primele trei numere generate sunt: 2143, 2341, 
4123.  Pentru n=5, primul număr generat este:  

a.  21345                b.  21435       c.  12345                      d.  13254  
(Bacalaureat – Sesiunea august 2005) 
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24. Se generează toate submulţimile formate din două elemente ale mulţimii {5,6,7,8} în 
ordinea: 5 6, 5 7, 5 8, 6 7, 6 8, şi 7 8. Dacă se utilizează exact aceeaşi metodă pentru 
a genera submulţimile de trei elemente ale mulţimii {2,3,4,5,6}, atunci penultima mul-
ţime generată este: 

a.  3 4 5      b.  3 5 6       c.  4 5 6                d.  2 5 6  
(Bacalaureat – Simulare 2006) 

Miniproiecte: 
Pentru realizarea miniproiectelor se va lucra în echipă. Fiecare miniproiect va conţine: 

a. două metode pentru construirea algoritmului (care sunt precizate în cazul pri-
melor 8 miniproiecte); 

b. justificarea folosirii metodelor care au fost alese pentru rezolvarea problemei; 
c. explicarea metodelor folosite pentru construirea agoritmului; 
d. compararea celor două metode din punct de vedere al corectitudinii soluţiei; 
e. compararea celor doi algoritmi din punct de vedere al complexităţii. 

1. Rezolvaţi problema acoperirii tablei de şah de dimensiunea nn cu un cal care porneşte 
din pătratul de coordonate (x,y) folosind metoda backtracking şi metoda greedy.  

2. Rezolvaţi problema costruirii ţevii de lungime L din bucăţi de ţeavă de lungimi ai folosind 
metoda backtracking şi metoda programării dinamice. 

3. Rezolvaţi problema găsirii unui traseu pentru a ieşi din labirintul de dimensiunea nm, 
ştiind că se porneşte din pătratul de coordonate (x,y), folosind metoda greedy şi metoda 
backtracking. 

4. Rezolvaţi problema plăţii unei sume cu bancnote cu valori date, pentru fiecare valoare 
de bancnotă având la dispoziţie un anumit număr de bancnote, folosind metoda 
programării dinamice şi metoda backtracking. 

5. Rezolvaţi problema turistului care trebuie să găsească un traseu de munte în care să 
urce cât mai puţin, folosind metoda programării dinamice şi metoda greedy. 

6. Rezolvaţi problema determinării sumei maxime într-un triunghi folosind metoda greedy 
şi metoda programării dinamice.  

7. Rezolvaţi problema determinării unui subşir crescător de lungime maximă folosind 
metoda greedy şi metoda programării dinamice.  

8. Se dau n paralelipipede având fiecare dimensiunile ai, bi şi ci. Să se construiască un 
turn de înălţime maximă prin suprapunerea acestor paralelipipede. Un paralelipiped 
poate fi aşezat pe orice faţă. Un paralelipiped poate fi aranjat peste un alt paralelipiped 
numai dacă faţa lui nu depăşeşte faţa paralelipipedului pe care este pus. Rezolvaţi 
problema folosind metoda backtracking şi metoda programării dinamice.  

9. Pe o tablă de şah de dimensiunea nn un cal porneşte din pătratul de coordonate 
(x1,y1) şi trebuie să ajungă în pătratul de coordonate (x2,y2). Să se găsească traseul de 
lungime minimă.  

10. Se dau n piese de domino, fiecare piesă i fiind descrisă prin perechi de două numere 
(xi,yi). Să se găsească o secvenţă de lungime maximă de piese în care oricare două 
piese alăturate au înscrise la capetele cu care se învecinează acelaşi număr.  
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2. Implementarea  
structurilor de date 

2.1. Tipuri de date specifice pentru adresarea memoriei 
Memoria internă a calculatorului este organizată sub forma unor locaţii de dimensiunea unui 
octet, numerotate consecutiv, pornind de la 0. Aceste numere, exprimate în hexazecimal, se 
numesc adrese de memorie. Locaţiile de memorie pot fi manipulate individual sau în grupuri 
contigue. Spaţiul de memorie este gestionat de sistemul de operare. Fiecărui program 
aflat în execuţie, sistemul de operare îi rezervă (alocă) propriul spaţiu de memorie. Dacă pro-
gramul apelează subprograme, acestea pot fi privite ca blocuri care conţin instrucţiuni şi date 
(variabile de memorie şi structuri de date), cărora sistemul de operare trebuie să le aloce 
spaţiu de memorare în interiorul zonei de memorie rezervată programului principal (care 
corespunde fişierului sursă). Spaţiul de memorare este împărţit în patru segmente, iar proce-
sorul are acces la toate cele patru segmente, ale căror adrese le gestionează prin intermediul 
unor regiştri: 
 segmentul de cod – în care se încarcă instrucţiunile programului care se execută; 

adresa de început se păstrează în registrul CS; 
 segmentul de date – în care se încarcă anumite date ale programului care se execută 

(de exemplu, variabilele globale); adresa de început se păstrează în registrul DS; 
 segmentul de stivă a sistemului – în care se încarcă adresele de revenire din subpro-

grame şi variabilele locale cu care lucrează subprogramele; pentru gestionarea sa se 
folosesc doi regiştri: SS (în care se păstrează adresa de la baza stivei) şi SP (în care se 
păstrează adresa de la vârful stivei); 

 extrasegmentul de date – în care se încarcă alte date ale programului; adresa de 
început se păstrează în registrul ES.   

Sistemul de operare alocă spaţiu datelor în mai multe zone de memorie, în funcţie de 
modul în care au fost declarate în program.  

O dată manipulată de program prin intermediul unei variabile de memorie este caracterizată 
de mai multe atribute – pe care le primeşte în momentul în care este declarată în program: 
 Numele. Este identificatorul folosit pentru referirea datei în cadrul programului (în 

exemplu – a). 
 Adresa. Este adresa de memorie internă la care se alocă spaţiu datei respective, pentru 

a stoca valoarea datei (în exemplu, datei i se alocă adresa adr în stiva sistemului). 

zona de adrese libere (heap) 

stiva sistemului (stack) 

segmentul de date 

regiştrii procesorului 
variabile locale 

(alocare cu register) 

variabile locale 
(alocarea implicită) 

variabile locale statice 
(alocare cu static) 

variabile globale 
(alocarea implicită) 
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 Valoarea. Este conţinutul, la un moment dat, al zonei de memorie rezervate datei (în 
exemplu – 100(10) = 1100100(2)). 

 Tipul. Determină: domeniul de definiţie intern al datei (mulţimea în care poate lua 
valori data), operatorii care pot fi aplicaţi pe acea dată şi modul în care data este 
reprezentată în memoria internă – metoda de codificare în binar a valorii datei (în 
exemplu, tipul este unsigned int: domeniul de definiţie intern al datei este intervalul 
[0, 65535]), operatorii care pot fi aplicaţi pe această dată sunt operatorii permişi de tipul 
numeric – aritmetici, relaţionali, logici, logici pe biţi etc. – şi reprezentarea datei în 
memoria internă se face prin conversia numărului din zecimal în binar). 

 Lungimea. Este dimensiunea zonei de memorie alocate datei şi se măsoară în octeţi. 
Ea depinde de modul de reprezentare internă a tipului de dată (în exemplu, datei i se 
alocă un grup contiguu de 2 octeţi). Pentru a afla dimensiunea zonei de memorie alo-
cate unei variabile de memorie se poate folosi operatorul sizeof(). 

 Durata de viaţă. Este perioada de timp în care variabilei i se alocă spaţiu de memo-
rare (în exemplu, data a este o variabilă cu durată locală căreia i se alocă spaţiu de 
memorare numai pe durata de execuţie a blocului în care a fost declarată, adică pe 
durata de execuţie a subprogramului sb). 

Pentru a putea manipula o dată, programul trebuie să identifice zona de memorie în care 
este stocată. Identificarea acestei zone se poate face atât prin numele datei (a), cât şi prin 
adresa la care este memorată (adr). Pentru a putea manipula datele cu ajutorul adreselor 
de memorie, în limbajul C++ sunt implementate următoarele tipuri de date: 

 tipul pointer sau adresă; 
 tipul referinţă.  

Se poate folosi un nou criteriu pentru clasificarea datelor: 

2.2. Tipul de dată pointer 
Pointerul este o variabilă de memorie în care se memorează o adresă de memorie. 

Observaţie. Un pointer se asociază întotdeauna unui tip de dată (de exemplu: int, char, 
float etc.) numit tip de bază. Se spune că un pointer indică o zonă de memorie care 

Operanzii sau datele care fac obiectul 
operaţiilor de prelucrare. 

 Sunt date ale căror valori sunt folosite ca 
operanzi în cadrul expresiilor utilizate pentru 
calcularea rezultatelor cerute de problemă. 

Adresele sau datele care permit  
adresarea operanzilor.  

Sunt date ale căror valori sunt folosite pentru 
localizarea pe suportul de memorare a datelor 

care sunt prelucrate (operanzii). 

criteriul semnificaţiei conţinutului 

   
 
 
  void sb() 
  {int a=100; ...} 
 

0000000001100100

adr = adresa zonei de memorie 

2 octeţi 

a = nume dată 

adr+2 

valoarea datei 

Memoria internă
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conţine o dată care are tipul de bază. Este necesar să se asocieze pointerului un tip de 
dată deoarece el memorează numai o adresă şi, pentru a manipula conţinutul unei zone de 
memorie, compilatorul trebuie să cunoască dimensiunea zonei de memorie care începe de 
la acea adresă şi semnificaţia conţinutului, adică ce algoritm de decodificare trebuie să 
folosească pentru a transforma secvenţa de biţi (din acea zonă de memorie) într-o dată.  

2.2.1. Declararea variabilelor de tip pointer 

 Declararea unei variabile de tip pointer se poate face prin instrucţiunea declarativă: 

Exemplu: 
char *p; 
int *q; 
float *r; 

S-au definit trei variabile de tip adresă (pointeri): p către tipul char, q către tipul int şi r către 
tipul float. Numele acestor variabile de memorie sunt p, q şi r, iar tipul de bază al fiecărei 
variabile de tip pointer este char, int, respectiv float. Aşadar, p este o variabilă de tip 
adresă a unei locaţii ce conţine un caracter care ocupă 1 octet, q este o variabilă de tip 
adresă a unei locaţii ce conţine o dată numerică întreagă care ocupă 2 octeţi, iar r este o 
variabilă de tip adresă a unei locaţii ce conţine o dată numerică reală care ocupă 4 octeţi. 

Se poate declara un pointer către tipul de dată înregistrare (adresa unei înregistrări).  

Exemplu: 
struct punct {int x,y;}; 
punct *p; 

S-a definit variabila p de tip adresă către tipul înregistrare punct, adică o adresă a unei 
locaţii care conţine două date numerice întregi de tip int ce ocupă 4 octeţi.    

Pointerul zero are valoarea 0 şi indică zona de memorie de la adresa 0. 

Pentru limbajul C++ adresa 0 înseamnă o adresă care nu este validă pentru date, adică o 
adresă inexistentă. Altfel spus, pointerul zero nu indică nimic. Acest tip de pointer este 
folosit ca terminator în structurile de date care sunt prelucrate cu ajutorul pointerilor.  

2.2.2. Constante de tip adresă  
O constantă de tip adresă este un pointer al cărui 

 conţinut nu poate fi modificat. 

Exemplu. Constanta 0 – care semnifică „adresă nulă“ (adresă inexistentă sau adresă 
nealocată) – este utilă, în unele cazuri, pentru iniţializarea valorii unui pointer. În locul 
constantei numerice literale 0, se poate folosi constanta simbolică predefinită NULL.  

Observaţie. La declararea unui tablou de memorie, acestuia i se alocă o zonă de memorie 
de dimensiune fixă, începând de la o anumită adresă de memorie. Adresa de la care se 
alocă zona de memorie este o constantă (nu poate fi modificată) şi ea este asociată cu 

tip_dată   *nume_variabilă; 
numele variabilei de tip pointer în care se 

memorează adresa unei variabile de 
memorie care are tipul de bază  

operatorul de referinţă

tipul datei stocate la adresa memorată 
în pointer (tipul de bază) 
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numele tabloului de memorie. Numele tabloului de memorie este folosit de compilatorul 
C++ ca o constantă simbolică de tip adresă (pointer către tipul de bază dat de tipul 
elementelor tabloului). 

Tabloul de memorie este o structură de date omogenă, adică o colecţie de elemente de 
acelaşi tip, şi fiecare element ocupă acelaşi număr de octeţi. Acest mod de memorare 
permite determinarea adresei fiecărui element pornind de la adresa simbolică a tabloului, 
care va reprezenta şi adresa primului element. Identificarea unui element de tablou de 
memorie se face folosind pentru fiecare element un grup de indici (numărul de indici fiind 
egal cu dimensiunea tabloului), adresa elementului calculându-se faţă de un element de 
referinţă care este adresa tabloului. Deoarece adresa tabloului este şi adresa primului 
element, în limbajul C++ numerotarea indicilor se face pornind de la 0, indicele repre-
zentând deplasarea elementului faţă de adresa tabloului. 

Exemplul 1:   int v[5]; 

Zona de memorie alocată unui vector are dimensiunea n  sizeof(tip_bază). De exemplu, 
vectorului v i se va aloca o zonă de memorie de 5sizeof(int)=52=10 octeţi. Identificarea unui 
element de tablou de memorie se face folosind un singur indice (i). Dacă adresa tabloului v 
este adr, ea este şi adresa elementului v[0], iar adresa elementului v[i] este: 

adr + isizeof(tip_bază). 

Pentru exemplul de mai sus, adresa elementului v[2] este:  
adr + 2sizeof(int) = adr + 22 = adr + 4. 

Exemplul 2:   int a[4][2]; 

Alocarea memoriei unei matrice se face în mod contiguu, memorarea elementelor făcân- 
du-se linie cu linie, astfel încât matricea apare ca un vector de linii. Dacă matricea are m linii 
şi n coloane, ea va avea mn elemente. De exemplu, matricea a are 42=8 elemente şi este 
memorată ca un vector cu m elemente de tip vector cu n elemente, care au tipul de bază al 
matricei (în exemplu, un vector cu 4 elemente de tip vector cu 2 de elemente de tip int). Zona 
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de memorie alocată unei matrice are dimensiunea m  n  sizeof(tip_bază). În exemplu, 
matricei a i se alocă o zonă de memorie de 42sizeof(int) =422=16 octeţi. Identificarea unui 
element al matricei se face folosind doi indici (i şi j). Adresa tabloului este şi adresa primului 
element, a[0][0]. Dacă adresa tabloului este adr, adresa elementului a[i][j] este: 

adr + insizeof(tip_baza) + jsizeof(tip_baza)= adr + (in+j)sizeof(tip_baza). 

Pentru exemplul de mai sus, adresa elementului a[3] [1] este:  
adr + 32sizeof(int) + 1sizeof(int) = adr + 322 + 12 = adr + 14. 

 2.2.3. Operatori pentru variabile de tip pointer 
Pe variabilele de tip pointer se pot aplica următoarele tipuri de operatori: 

 operatori specifici,   
 operatorul de atribuire, 
 operatori aritmetici, 
 operatori relaţionali. 

2.2.3.1. Operatorii specifici  

Operatorii specifici variabilelor de tip pointer sunt: 
 Operatorul & – operatorul de adresare. Se aplică pe o variabilă de memorie sau un 

element de tablou de memorie şi furnizează adresa variabilei de memorie, respectiv a 
elementului de tablou. Rezultatul obţinut prin aplicarea acestui operator este de tip 
pointer. Operaţia se numeşte referenţierea unei variabile de memorie. 

 Operatorul * – operatorul de redirectare. Se aplică pe o variabilă de tip pointer şi 
furnizează valoarea variabilei de memorie care se găseşte la adresa memorată în 
pointer. Rezultatul obţinut prin aplicarea acestui operator este de tipul datei asociate 
pointerului. Operaţia se numeşte dereferenţierea unui pointer. 

Observaţii: 
1. Pointerii reprezintă adrese ale unei zone de memorie (conţinutul unei variabile de me-

morie p de tip pointer este o adresă de memorie).  
2. Accesul la o zonă de memorie se poate face fie folosind identificatorul asociat zonei 

de memorie (numele variabilei de memorie), fie aplicând operatorul de redirectare * pe 
adresa zonei de memorie (conţinutul adresei de memorie indicate de un pointer p se 
referă cu *p). 

3. Dimensiunea şi semnificaţia conţinutului unei zone de memorie indicate de un pointer 
depind de tipul pointerului. 

Exemplul 1 
int a=10, *p=&a; 
cout<<*p<<endl<<a<<endl; 
cout<<p<<endl<<&a<<endl; 

nume variabilă de 
memorie  
(conţinut) 

adresă variabilă de 
memorie 
 (pointer) 

& - operatorul de adresare 

* - operatorul de redirectare

referenţierea  
variabilei de memorie 

dereferenţierea pointerului 
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S-a definit o variabilă de memorie de tip int (a) şi o variabilă de tip pointer către tipul 
int (*p) căreia i s-a atribuit ca valoare adresa variabilei a. În memoria internă se vor aloca 
două zone de memorie: una de 2 octeţi, pentru variabila de memorie identificată prin numele 
a, în care se păstrează o valoare numerică întreagă, şi una de 2 octeţi pentru variabila pointer 
identificată prin numele p, în care se păstrează o adresă de memorie (în exemplu, adresa 
variabilei de memorie a). Conţinutul acestor zone de memorie este prezentat în figură. 

Prin instrucţiunea cout<<*p; se afişează conţinutul variabilei de memorie a. Referirea la 
această variabilă de memorie se face nu prin numele variabilei, ci prin operatorul de redirec-
tare * aplicat pe variabila pointer p în care este memorată adresa variabilei a. Această instruc-
ţiune are acelaşi efect ca şi instrucţiunea cout<<a;. Prin instrucţiunea cout<<p; se afişea-
ză o constantă hexazecimală care reprezintă o adresă de memorie (adresa adr la care este 
memorată variabila a). Această instrucţiune are acelaşi efect ca şi instrucţiunea cout<<&a;. 

Exemplul 2 
int a=10,b=20,*p=&a; 
b=*p;   /*variabilei b i se atribuie valoarea de la adresa 
memorată în variabila p, adică valoarea variabilei a */ 
cout<<a<<"  "<<b;       //afişează 10  10 
*p=100;   /*variabilei a cărei adresă este memorată în 
pointerul p (adică, variabilei a) i se atribuie valoarea 100 */ 
cout<<a<<"  "<<b;    //afişează 100  10 
Observaţie. Dacă tipul de dată indicat de pointer este tipul înregistrare, data conţine mai 
multe câmpuri. Operatorul de redirectare prin care se furnizează conţinutul unui câmp 
este operatorul –> şi se numeşte operatorul de selecţie indirectă a membrului unei 
structuri.  

<nume variabilă pointer> –> <nume câmp> 
El conţine două referinţe: una la conţinutul adresei indicate de pointer şi alta către un 
membru al înregistrării (câmpul). Rezultatul furnizat de expresie este valoarea membrului 
selectat (a câmpului). Este un operator binar care are prioritate maximă şi asociativi-
tatea de la stânga la dreapta.  

Exemplu 
struct punct {int x,y;}; 
punct a={3,4},*p=&a; 
cout<<a.x<<" "<<a.y<<endl;       //afişează 3  4 
cout<<p->x<<" "<<p->y;     //afişează 3  4 
Observaţii: 

1. Operatorul * se poate folosi în ambii membri ai unei operaţii de atribuire: 

int a=10,b=20,*p=&a,*q=&b;      // (1) 
*q=*p;      // (2) 
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/* variabilei de la adresa memorată în variabila q, adică variabi- 
   lei b, i se atribuie valoarea de la adresa memorată în  
   variabila p, adică valoarea variabilei a 
cout<<a<<"  "<<b;      //afişează 10  10   

2. Construcţia *p (p fiind un pointer către un tip de dată) poate apărea în orice expresie în 
locul unei variabile de memorie care are acelaşi tip ca şi cel asociat pointerului: 

int a=10,*p=&a; 
*p=*p+5; /* incrementează cu 5 valoarea variabilei de la adresa  
             memorată în variabila p, adică valoarea variabilei a*/ 
cout<<a<<"  "<<*p;     //afişează 15  15 
3. Operatorii * şi & sunt operatori unari şi au prioritate mai mare decât operatorii 

aritmetici, relaţionali, logici şi de atribuire.  

int a=10,*p=&a; 
*p+=1; /* incrementează cu 1 valoarea variabilei de la adresa memo- 
          rată în p, adică valoarea variabilei a */ 
cout<<a;       //afişează 11 
4. Asociativitatea operatorilor unari este de la dreapta la stânga. Din această cauză, 

trebuie folosiţi cu grijă operatorii unari * şi ++ (respectiv - -). Astfel, *p++ incrementează 
cu 1 adresa memorată în variabila p, şi nu valoarea de la adresa memorată în p:   

int a=10,*p=&a; 
++*p; /* incrementează cu 1 valoarea variabilei de la adresa   
         memorată în p, adică valoarea variabilei a */ 
cout<<a;      //afişează 11 
(*p)++; /* incrementează cu 1 valoarea variabilei de la adresa  
     memorată în p, adică incrementează cu 1 valoarea variabilei a */ 
cout<<a;      //afişează 12 
5. Datorită tehnicii de supraîncărcare a operatorilor permisă de limbajul C++, caracterul * 

(asterisc) este folosit şi ca operator de redirectare (operator unar) şi ca operator de 
multiplicare (operator aritmetic). Pentru a înmulţi valorile memorate la două adrese de 
memorie indicate de doi pointeri p şi q este obligatoriu să se folosească parantezele: 

int a,b=10,c=20,*p=&b,*q=&c; 
a=(*p)*(*q);  /*variabilei a i se atribuie produsul dintre valoarea de 
       la adresa memorată în p, adică valoarea variabilei b, şi valoarea    
       de la adresa memorată în q, adică valoarea variabilei c */ 
cout<<a;       //afişează 200 
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Considerând declaraţia: int a,b,*p=&a; instrucţiu-
nile de atribuire din tabelul alăturat sunt echivalente: 

Aşadar, localizarea unei date memorate într-o varia-
bilă de memorie se poate face prin: 
 adresare directă – folosind numele variabilei de 

memorie (în exemplu a); 
 adresare indirectă – folosind o variabilă de tip pointer în care este memorată adresa 

zonei de memorie în care este stocată data (în exemplu, p). 

1. Scrieţi un program în care declaraţi o variabilă de memorie de tip 
float şi un pointer către tipul float, citiţi de la tastatură valoarea 
variabilei şi îi afişaţi valoarea folosind cele două metode de adresare: 

adresarea directă şi adresarea indirectă. 
2. Scrieţi un program în care declaraţi – o variabilă de memorie de tip înregistrare care va 

conţine două câmpuri, corespunzătoare numitorului şi numărătorului unei fracţii, şi o 
variabilă de tip pointer către tipul înregistrare –, citiţi de la tastatură valorile câmpurilor 
din înregistrare şi afişaţi valorile acestor câmpuri folosind cele două metode de adre-
sare: adresarea directă şi adresarea indirectă. 

2.2.3.2. Operatorul de atribuire  

Unei variabile de tip pointer i se poate atribui numai o valoare care reprezintă o adresă de 
memorie. Ea poate fi exprimată prin: 
 O adresă de memorie obţinută prin aplicarea operatorului de adresare pe o variabilă 

de memorie definită anterior, de acelaşi tip cu tipul de bază al pointerului. După operaţia 
de atribuire, variabila de tip pointer va adresa zona de memorie în care este stocată 
variabila de memorie. 

 O altă variabilă de tip pointer care se referă la acelaşi tip de bază. După operaţia de 
atribuire, cele două variabile de tip pointer vor adresa aceeaşi zonă de memorie.  

 O constantă de tip adresă de acelaşi tip cu tipul de bază al pointerului. 
 Numele unui tablou de memorie este o constantă de tip adresă. După operaţia de 

atribuire, variabila de tip pointer va adresa zona de memorie în care este stocat pri-
mul element al tabloului – în cazul vectorului, elementul cu indicele 0. 

 Constanta 0 sau constanta simbolică predefinită NULL – care corespunde pointe-
rului zero – poate fi atribuită oricărui tip de pointer.  

 Rezultatul unei expresii construite cu operanzi de tip adresă a unor date definite 
anterior şi care aparţin tipului de bază al pointerului. 

Observaţie. Unui pointer i se poate atribui un pointer de alt tip decât tipul de bază 
numai dacă se aplică operatorul de conversie explicită de tip. Acest operator trebuie 
aplicat însă cu foarte mare precauţie, deoarece de multe ori rezultatul obţinut nu este cel 
dorit.  
int a=10, *p=&a; float *q; 
q=(float*)p;     //Memoria internă (1) 
/*tipul expresiei (float*)p este float*, adică pointer către tipul 
float, şi în acest mod pointerului q i s-a putut atribui adresa 
memorată în pointerul p*/  
cout<<*q<<endl;  // Afişează 1.401298e-44, un număr real. 

b=a+10;  b=*p+10; 
a=b;  *p=b; 
a++;  (*p)++; 
a=a+5;  *p=*p+5; 
b=a*a;  b=(*p)*(*p); 
a*=5;  *p*=5; 
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/* Pointerul q indică o zonă de memorie de tip float de 4 octeţi, din 
care primii 2 octeţi conţin reprezentarea în complement faţă de 2 a nu-
mărului întreg 10, iar următorii 2 octeţi o valoare reziduală. Instruc-
ţiunea de afişare face conversia valorii memorate, din reprezentarea în 
format intern în reprezentarea în format extern, interpretând-o ca pe un 
număr real reprezentat în virgulă mobilă simplă precizie */   
*q=10;  cout<<*q<<endl;    // Afişează 10  
p=(int*)q;      // Memoria internă (2) 
//pointerului p i s-a atribuit adresa memorată în pointerul q 
cout<<*p;    // Afişează 0, un număr întreg. 
/*Pointerul p indică o zonă de memorie de tip int de 2 octeţi, care re-
prezintă primii 2 octeţi din grupul de 4 octeţi în care a fost reprezen-
tat în virgulă mobilă simplă precizie numărul real 10. Instrucţiunea de 
afişare face conversia valorii memorate din reprezentarea în format 
intern în reprezentarea în format extern, interpretând-o ca pe un număr 
întreg reprezentat în complement faţă de 2 */   

Exemplul 1: 

char c='A',*p; 
p=&c; /*variabilei p de tip pointer către caracter i se atribuie  
        adresa variabilei de memorie c */ 
cout<<c<<"  "<<*p;  //afişează A  A 
Exemplul 2:  

int a=10,*p=&a,*q; 
q=p;  /* pointerului q i se atribuie valoarea pointerului p, adică  
         adresa variabilei a */ 
cout<<*p<<"  "<<*q;     //afişează 10 10 
Exemplul 3: Numele unui vector este numele unei variabile de memorie, dar şi o con-
stantă de tip adresă cu tipul de bază al elementelor vectorului, care indică primul element 
al vectorului. Pointerului p i se poate atribui adresa vectorului a exprimată prin: 
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 constanta simbolică a;  
 operatorul de adresare & aplicat pe numele variabilei a; 
 operatorul de adresare & aplicat pe identificatorul primului element al vectorului a[0], 

iar următoarele operaţii de atribuire sunt echivalente: 
p=a      p=&a      p=&a[0] şi   *p      a[0] 

int a[10],i,k=1,*p; 
for (i=0;i<10;i++) a[i]=k++;  
p=a;       /*variabilei p i se atribuie numele vectorului a, care  
              este o constantă simbolică de tip adresă  */ 
cout<<*p<<" "<<a[0]<<endl; //afişează 1  1 - valoarea elementului a[0] 
Exemplul 4: Numele unei matrice este numele unei variabile de memorie, dar şi o con-
stantă de tip adresă cu tipul de bază al elementelor matricei, care indică primul element 
al matricei. Pentru un pointer p cu tipul de bază al elementelor matricei a, care trebuie să 
indice primul element al matricei, următoarele operaţii de atribuire sunt echivalente: 

p=a      p=&a      p=a[0]    p=&a[0][0]  şi   *p      a[0][0] 

int a[10][10],i,j,k=1,*p; 
for (i=0;i<10;i++) 
  for (j=0;j<10;j++) a[i][j]=k++;  
p=a;       /*variabilei p i se atribuie numele matricei a, care  
              este o constantă simbolică de tip adresă  */ 
cout<<*p<<" "<<a[0][0]<<endl; //afişează 1  1 - valoarea elementului a[0][0] 
Exemplul 5: 

int a[4][5],i,j,k=1,*p; 
for (i=0;i<4;i++)  
  for (j=0;j<5;j++) a[i][j]=k++;  
p=a[0];    /*variabilei p i se atribuie adresa vectorului format  
            din prima linie a matricei a, care este o constantă */ 
cout<<*p<<" "<<a[0][0]<<endl;  
//afişează 1  1 -  valoarea elementului a[0][0] 
Exemplul 6:  

int *q; 
q=0;  // pointerului q i se atribuie constanta 0 
cout<<*q<<endl;  /*nu afişează nimic, deoarece pointerul q are  
           valoarea 0 şi el nu indică nici o adresă de memorie */ 
q=NULL;  // pointerului q i se atribuie constanta simbolică NULL 
cout<<*q;        /*nu afişează nimic deoarece pointerul q are  
         valoarea NULL şi el nu indică nici o adresă de memorie */ 

Unui pointer nu i se poate atribui valoarea unei constante întregi, 
chiar dacă este o constantă hexazecimală, deoarece programatorul 
nu are acces direct la adresele de memorie pentru a le gestiona. 

Unei date nu poate să îi atribuie o adresă de memorie decât sistemul de operare.  

Deoarece numele tabloului de memorie este folosit de compila-
torul C++ ca o constantă simbolică de tip adresă, unei variabile 
de tip tablou nu i se poate atribui o altă variabilă de tip tablou sau un                                    

pointer, ca în exemplul următor: 
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int a[10],b[10],*p=&b; 
a=b; a=p; // Eroare! Unei constante nu i se poate modifica valoarea  

Scrieţi un program în care declaraţi o variabilă de memorie de tip înre-
gistrare, care conţine două câmpuri corespunzătoare numitorului şi nu-
mărătorului unei fracţii şi o variabilă de tip pointer către tipul înregistrare 

şi care să realizeze următoarele: 
a. atribuie pointerului adresa variabilei înregistrare; 
b. citeşte de la tastatură valorile pentru numărător şi numitor; 
c. afişează fracţia simplificată – rezultatele se obţin în două variante, folosind câte una 

dintre cele două metode de adresare (adresarea directă şi apoi adresarea indirectă) 
şi se compară rezultatele obţinute.  

2.2.3.3. Operatorii aritmetici  
Operaţiile aritmetice permise asupra pointerilor sunt: 
 Adunarea şi scăderea unei constante – operatorii + şi -. 
 Incrementarea şi decrementarea unui pointer – operatorii ++ şi --. 
 Scăderea a doi pointeri de acelaşi tip – operatorul -. 

Toate operaţiile aritmetice cu pointeri către un tip de bază se execu-
tă considerând unitatea egală cu sizeof(tip_bază), adică egală cu 
numărul de octeţi necesari pentru a memora o dată care are tipul 

tip_bază. De exemplu, incrementarea unui pointer către tipul int va considera unitatea 
egală cu 2 (numărul de octeţi necesari pentru reprezentarea tipului int) şi noua adresă se 
va obţine prin adunarea constantei 2 la adresa iniţială memorată de pointer.  

Operatorul pentru adunarea sau scăderea unei constante este: 

p + k  sau p - k 

unde p este un pointer către tipul tip_baza care memorează o adresă adr, iar k o constan-
tă. Rezultatul este o adresă care se calculează astfel: adr+ksizeof(tip_baza), respectiv 
adr-ksizeof(tip_baza). 

Observaţie: Operaţia de adunare este comutativă: p+k = k+p. 

Operatorul pentru incrementarea şi decrementarea unui pointer este: 

p++  sau p- -  
unde p este un pointer către tipul tip_baza care memorează o adresă adr. Rezultatul este 
o adresă care se calculează astfel: adr+sizeof(tip_baza), respectiv adr-sizeof(tip_baza). 

Operatorul pentru scăderea a doi pointeri este: 

p - q 

unde p şi q sunt doi pointeri către acelaşi tip de bază, care indică elementele aceluiaşi 
tablou de memorie, adresa memorată de p fiind mai mare decât cea memorată de q (p 
indică un element de tablou situat în memorie după elementul indicat de pointerul q). 
Rezultatul este un număr întreg care reprezintă numărul de elemente aflate între p şi q. 

Operaţiile aritmetice cu pointeri au sens numai dacă adresele indi-
cate de pointerii operanzi şi de pointerul rezultatului expresiei se 
păstrează în spaţiul de adrese ale unui tablou de memorie. Sin-
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gura excepţie acceptată este cea a pointerului care indică adresa unui element situat 
imediat după ultimul element al tabloului.      

Exemplul 1 – În cazul în care operatorii aritmetici se aplică pe pointeri care nu-şi păstrează 
valorile în spaţiul unui tablou de memorie, rezultatele obţinute nu au nici un fel de relevanţă. 
int a=10,*p=&a,*q=p;  cout<<p<<"  "<<*p<<endl; 
p++; cout<<p<<"  "<<*p<<endl; p++; cout<<p<<"  "<<*p<<endl;  
/*Zona de memorie indicată de pointer după fiecare operaţie de 
incrementare conţine o valoare reziduală care nu are nici un fel de 
relevanţă în cadrul programului*/ 
cout<<p-q;      // afişează 2 
Exemplul 2 – Se inversează un vector în el însuşi. Se folosesc doi pointeri p şi q către ele-
mentele vectorului care se interschimbă. 

int a[20],n,*p,*q,aux; 
cout<<"n= ";cin>>n; 
for (p=a;p<a+n;p++) {cout<<"elementul "<<p-a+1<<"= "; cin>>*p;}   
for(p=a,q=a+n-1;p<q;p++,q--) {aux=*p; *p=*q; *q=aux;} 
for(p=a;p<a+n;p++) cout<<*p<<" "; 
Observaţie. Prin definiţie, operatorul indice al tabloului ([ ]): 
 se aplică pe doi operanzi x şi y (x[y] sau y[x]), x fiind un pointer şi y un întreg; 
 realizează adunarea dintre pointerul x şi constanta y, obţinând adresa elementului 

y al vectorului de la adresa x; 
 rezultatul furnizat este valoarea indicată de pointerul obţinut, adică valoarea ele-

mentului y al vectorului de la adresa x: x[y]=y[x] =*(x+y). 
Este un operator binar şi are prioritate maximă şi asociativitatea de la stânga la dreapta.  

Elementul i al vectorului a poate fi identificat prin a[i], deoarece operatorul indice al ta-
bloului ([ ]) execută suma dintre pointerul a (o adresă) şi constanta numerică i. Prin apli-
carea acestui operator se obţine valoarea de la adresa elementului i. Deoarece operaţia 
de adunare dintre un pointer şi o constantă este comutativă, următoarele expresii sunt 
echivalente şi se pot folosi pentru identificarea elementului i al vectorului: 

a[i]      *(a+i)      *(i+a)      i[a] 

Un element al matricei a poate fi identificat, folosind cei doi indici i şi j, prin a[i][j]. 
Asociativitatea operatorului indice al tabloului fiind de la stânga la dreapta şi prioritatea 
sa fiind cea mai mare, calcularea adresei elementului se va face astfel: mai întâi se 
execută suma dintre pointerul a şi constanta i şi apoi suma dintre rezultatul obţinut 
anterior şi constanta j. Prin aplicarea operatorilor indice al tabloului se obţine adresa 
elementului din linia i şi coloana j, următoarele expresii fiind echivalente: 

a[i][j]    *(a[i]+j)    (*(a+i))[j]    *(*(a+i)+j)      

*(&a[0][0]+n*i+j) 
2.2.3.4. Operatorii relaţionali  
Operatorii relaţionali care pot fi aplicaţi asupra pointerilor sunt: 

 Operatorii de inegalitate: <, >, <= şi >=. 
 Operatorii de egalitate: == şi !=. 

Evaluarea unui operator relaţional aplicat pe doi pointeri p şi q se face prin analiza dife-
renţei p-q. 
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Exemplu – Se afişează ordinea în care apar două valori x şi y într-un vector cu numere 
întregi. Se folosesc doi pointeri p şi q către elementele vectorului. Se parcurge vectorul 
folosind pointerul p pentru localizarea valorii x şi pointerul q pentru localizarea valorii y. 
Stabilirea ordinii de apariţie în vector se face prin compararea celor doi pointeri (a adreselor 
memorate în pointeri). 

int x,y,a[100],*p=a,*q=a; 
cout<<"n= ";cin>>n; 
for (;p<a+n;p++) {cout<<"elementul "<<p-a+1<<"= "; cin>>*p;}  
cout<<"prima valoare= "; cin>>x; 
cout<<"a doua valoare= "; cin>>y; 
p=a; 
while (*p!=x) p++; 
while (*q!=y) q++; 
if (p>q) cout<<"valoarea "<<y<<" apare inaintea valorii "<<x; 
    else cout<<"valoarea "<<x<<" apare inaintea valorii "<<y; 

Scrieţi următoarele programe, în care prelucrarea vectorilor se va face cu 
ajutorul pointerilor. Elementele vectorilor se citesc de la tastatură. 
1. Se şterge elementul cu valoarea k dintr-un vector cu numere întregi. 

Valoarea numărului k se citeşte de la tastatură.  
2. Se inserează elementul cu valoarea x înaintea elementului cu valoarea y. Valorile 

numerice x şi y se citesc de la tastatură. 
3. Se inserează elementul cu valoarea x după elementul cu valoarea y. Valorile 

numerice x şi y se citesc de la tastatură. 
4. Se ordonează crescător elementele vectorului. 
5. Se afişează elementele comune din doi vectori a şi b – o singură dată. 

2.3. Tipul de dată referinţă 
Acest tip de dată permite folosirea mai multor identificatori pentru aceeaşi variabilă de me-
morie. Declararea unei variabile de tip referinţă se poate face prin instrucţiunea declarativă: 

Exemplu:       int a=10;    
int &b=a; 

   sau 
int a=10,&b=a; 

Variabila de memorie b este o referinţă către variabila de memorie a. Aceasta înseamnă 
că, prin referinţă, variabilei de memorie (a)  i s-a mai dat un nume (b). Cele două variabile 
de memorie (a şi b) au aceleaşi atribute (adresă de memorie, lungime, valoare, tip etc.), cu 
excepţia numelui. Chiar dacă în program s-au declarat două variabile de memorie (a şi b), 
se lucrează cu o singură zonă de memorie, care poate fi identificată cu două nume diferite, 
iar următoarele două instrucţiuni vor afişa aceleaşi valori:  

Temă 

tip_dată   &nume_variabilă = nume_variabilă_referită; 

numele variabilei de memorie care se defineşte 
prin referinţa la o altă variabilă de memorie  operatorul de  referenţiere 

tipul datei la care se 
referă variabila de 
memorie definită 

numele variabilei de memorie la care se referă 
variabila de memorie definită 
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cout<<"a = "<<a<<"adresa lui a= "<<&a<<endl; 
cout<<"b = "<<b<<"adresa lui b= "<<&b; 
Orice operaţie de modificare a valorii variabilei referite prin numele b, va modifica valoarea 
variabilei identificate prin numele a, deoarece ambele nume de variabile se referă la conţi-
nutul aceleiaşi zone de memorie. Următoarele două instrucţiuni vor afişa aceleaşi valori:  

b=15; 
cout<<"a = "<<a<<"adresa lui a= "<<&a<<endl; 
cout<<"b = "<<b<<"adresa lui b= "<<&b; 
Observaţii:  

1. Tipul de dată referinţă, la fel ca şi tipul de dată pointer, conţine o adresă. Pentru a 
avea acces prin referinţă la o variabilă de memorie nu este însă nevoie să se 
folosească adresa de memorie, ci numele variabilei referinţă. 

Exemplu: 

int a=10,b=200; //s-au declarat două variabile întregi 
int &x=a;  //s-a declarat o referinţă la variabila a 
int *p=&a;  //s-a declarat un pointer care indică variabila a 
int *q=&x;  //s-a declarat un pointer care indică variabila x 
cout<<a<<"  "<<x<<"  "<<*p<<"  "<<*q<<"  "<<endl; 
//afişează  10  10  10  10 
*p=20; cout<<a<<"  "<<x<<"  "<<*p<<"  "<<*q<<"  "<<endl; 
//afişează  20  20  20  20 
x=30; cout<<a<<"  "<<x<<"  "<<*p<<"  "<<*q<<"  "<<endl; 
//afişează  30  30  30  30 
p=&b;     //p indică variabila b 
cout<<b<<"  "<<*p<<endl;  //afişează 200   200 
p=&x;    //p indică variabila x care se referă la variabila a  
cout<<b<<"  "<<*p<<endl;  //afişează 200   30 
2. Operatorii aritmetici aplicaţi pe variabile referinţă nu modifică valoarea adresei refe-

rite, ci valoarea memorată la adresa variabilei referite. Operatorii relaţionali aplicaţi pe 
variabile referinţă nu compară valorile adreselor referite, ci valorile memorate la 
adresele variabilelor referite. 

Exemplu: 

int a=10,b=20,&x=a,&y=b; 
x=30; cout<<a<<"  "<<x<<endl;    //afişează 30   30 
x++;  cout<<a<<"  "<<x<<endl;    //afişează 31   31 
x=--x; x+=x*2; cout<<a<<"  "<<x<<endl; //afişează 90   90 
if (x!=y) cout<<"adevarat" <<endl;   //afişează adevarat 
x=++y; cout<<a<<"  "<<x<<endl;   //afişează 21   21 
cout<<b<<"  "<<y<<endl;          //afişează 21   21 
if (x==y) cout<<"adevarat" <<endl;   //afişează adevarat 

1. Referinţa trebuie iniţializată chiar în momentul declarării ei. 

Exemplu: 

int a,&b; // Eroare: variabila referinţă nu a fost iniţializată 

Atenţie 
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2. După ce a fost iniţializată, referinţa nu mai poate fi modificată (nu se mai poate 
schimba adresa de memorie la care se referă). 

Exemplu: 

int a=10,b=100,&x=a; 
cout<<a<<"  "<<x<<endl;     //afişează 10  10 
x=&b;  /* Eroare: variabilei referinţă x nu i se poate atribui 
adresa variabilei de memorie b, deoarece variabila x, prin definiţie, 
se referă la variabila de memorie a şi memorează adresa ei */ 
x=b;  /* Corect: variabilei referinţă x i se poate atribui 
valoarea variabilei de memorie b, aceasta însemnând că variabilei 
referite de x (variabila a) i se atribuie valoarea variabilei b */ 
cout<<a<<"  "<<x<<endl;     //afişează 100  100 
3. Nu se poate crea un pointer la o referinţă. 

Exemplu: 

int a=10,&x=a;  
int *p=x;    /* Eroare: pointerului p nu i se poate atribui adresa 
memorată în variabila x, deoarece numele variabilei x nu identifică o 
adresă, ci o valoare întreagă memorată la adresa variabilei a */ 
int *p=&x;   /* Corect: pointerului p i se poate atribui adresa 
variabilei referinţă x, aceasta fiind de fapt adresa variabilei a */ 
4. Nu este permisă declararea unei referinţe la o adresă exprimată printr-o referinţă 

sau printr-un pointer. 

Exemplu: 

int a=10,b=100,*p=&a,*q=&b,&x=a;   
int &y=&x;  /* Eroare: s-a declarat variabila y care trebuie să se re-
fere la o variabilă de tip int, ca o referinţă la adresa variabilei x */ 
int &y=x;   /* Corect: s-a declarat variabila y ca o referinţă la  
variabila x, care este o referinţă la variabila a; variabila y se referă 
la variabila a */ 
int &z=q;    /* Eroare: s-a declarat variabila z, care trebuie să 
se refere la o variabilă de tip int, ca o referinţă la variabila 
pointer q care memorează o adresă */ 
int &z=*q;    /* Corect: s-a declarat variabila z, care trebuie să 
se refere la o variabilă de tip int, ca o referinţă la o variabilă 
a cărei adresă este indicată de pointerul q (adică variabila b)*/ 
cout<<a<<" "<<*p<<" "<<x<<" "<<y<<endl;  //afişează 10  10  10  10 
cout<<b<<"  "<<*q<<"  "<<z<<endl;        //afişează 100  100  100   
*p=20;  cout<<a<<"  "<<*p<<"  "<<x<<"  "<<y<<endl; 
//afişează 20  20  20  20 
x=30;  cout<<a<<"  "<<*p<<"  "<<x<<"  "<<y<<endl; 
//afişează 30  30  30  30 
p=&z; b=200;  
cout<<a<<"  "<<*p<<"  "<<x<<"  "<<y<<"  "<<*q<<"  "<<z<<endl; 
//afişează 30  200  30  30  200  200 
5. Tipul referinţei şi tipul variabilei la care se referă trebuie să fie acelaşi şi referinţa 

şi obiectul la care face referirea trebuie să fie de acelaşi tip. Astfel, dacă referinţa 
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este o variabilă de memorie, referirea trebuie să se facă tot la o variabilă de memorie, 
şi nu, de exemplu, la o constantă, chiar dacă aceasta este de acelaşi tip cu referinţa. În 
cazul în care nu se respectă aceste reguli, compilatorul vă va atenţiona. Aceasta 
înseamnă că programul va putea fi executat, dar rezultatul obţinut nu va fi cel aşteptat, 
deoarece se creează o variabilă de memorie temporară, cu tipul referinţei, căreia i se 
atribuie valoarea variabilei referite, respectiv a constantei, iar variabila referinţă va 
adresa această variabilă temporară, şi nu variabila referită, respectiv constanta:    

Exemplu: 

char c='A'; float &a=c; 
//echivalent cu: char c='A'; float temp=c; float &a=temp; 
//temp fiind variabila de memorie temporară   
cout<<a<<"  "<<c<<endl;      //afişează 65  A 
a=a/5; cout<<a<<"  "<<c<<endl;     //afişează 13  A 
c++;   cout<<a<<"  "<<c<<endl;    //afişează 13  B 
int &a=10;         //echivalent cu: int temp=10; int &a=temp; 
                   //temp fiind variabila de memorie temporară   
cout<<a<<endl;       //afişează 10 
a=20; cout<<a;       //afişează 20 

Scrieţi un program în care declaraţi o variabilă de memorie de tip float şi 
o referinţă către această variabilă de memorie, citiţi de la tastatură şi 
afişaţi valoarea variabilei de tip float – folosind cele două nume ale vari- 

   abilei de memorie. 

Utilitatea tipului de dată referinţă 
Tipul de dată referinţă este util în transmiterea datelor între modulul apelant şi subprogam prin 
intermediul parametrilor de comunicaţie. În timpul execuţiei subprogramului, datele cu care 
el lucrează (variabilele locale şi parametrii cu care a fost apelat) sunt păstrate în stivă. 
Instrucţiunile subprogramului pot modifica aceste date. Modificările se execută asupra 
valorilor memorate în stivă. Când se termină execuţia subprogramului, spaţiul ocupat în 
stivă de parametri şi de variabilele locale este eliberat şi – în cazul parametrilor de ieşire 
sau de intrare-ieşire – se pierd valorile calculate în subprogram. 

void sb(int a) {a=a+2; cout<<a<<endl;;}   //afişează 4 
void main()  {int a=2; sb(a); cout<<a; }         //afişează 2 
Folosind transferul parametrului prin referinţă, în momentul apelării subprogramului, în 
stivă este încărcată adresa de memorie la care se găseşte valoarea parametrului. Subprogra-
mul va lucra direct în zona de memorie în care se găseşte data. Aşadar, atât modulul apelant 
cât şi subprogramul lucrează asupra aceleiaşi date, şi orice modificare a valorii acestui 
parametru făcută în subprogram se va reflecta şi în modulul apelant. La terminarea execuţiei 
subprogramului, este eliberată din stivă zona în care este memorată adresa parametrului. 

void sb(int &a) {a=a+2; cout<<a<<endl;;}   //afişează 4 
void main() {int a=2; sb(a); cout<<a; }          //afişează 4 
Între modulul apelant şi subprogram se pot transmite şi parametri de tip adresă. Dacă 
adresa este transmisă prin valoare şi ea este modificată în subprogram, noua valoare se 
pierde la terminarea execuţiei subprogramului. 

void sb(int *p) {int x=4; p=&x cout<<*p<<endl;}  //afişează 4 
void main() {int a=2,*p=&a; sb(p); cout<<*p;}    //afişează 2 

Temă 
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Folosind transferul parametrului prin referinţă pentru pointer, în momentul apelării subpro-
gramului, în stivă este încărcată adresa de memorie a pointerului şi subprogramul va lucra 
direct în zona de memorie în care se găseşte pointerul. Aşadar, atât modulul apelant cât şi 
subprogramul lucrează asupra aceleiaşi date, şi orice modificare a adresei memorate în 
pointer făcută în subprogram se va reflecta şi în modulul apelant. La terminarea execuţiei 
subprogramului, este eliberată din stivă zona în care este memorată adresa pointerului. 

void sb(int *&p) {int x=4; p=&x; cout<<*p<<endl;}  //afişează 4 
void main() {int a=2,*p=&a; sb(p); cout<<*p;}         //afişează 4 

2.4. Alocarea dinamică a memoriei 
Declarările de date în cadrul programului folosesc alocarea statică a memoriei.  

Alocarea statică a memoriei se face în timpul compilării, în funcţie de modul 
în care a fost declarată variabila de memorie sau structura de date,  

iar în timpul execuţiei programului nu mai poate fi modificată. 

Variabilele care folosesc alocarea statică a memoriei se numesc variabile statice. 
Sistemul de operare le alocă spaţiu în segmentul de date sau în stiva sistemului, în 
funcţie de modul în care au fost declarate în program (globale sau locale). 

Structurile de date statice au un mare dezavantaj, deoarece în timpul execuţiei progra-
mului pot să apară următoarele cazuri: 
 spaţiul alocat structurii este insuficient şi este posibil ca să se depăşească acest 

spaţiu şi să se intre în spaţiul de memorie alocat altor date; 
 spaţiul alocat structurii este mult mai mare decât este necesar şi memoria internă 

nu este utilizată eficient. 

Acest dezavantaj poate fi eliminat prin folosirea alocării dinamice a memoriei. 

Alocarea dinamică este metoda prin care unei variabile de memorie sau unei 
structuri de date i se atribuie spaţiu de memorie – sau se eliberează spaţiul de 
memorie ocupat de ea în timpul execuţiei programului, în funcţie de necesităţi. 

Variabilele care folosesc alocarea dinamică a memoriei se numesc variabile dinamice. 
Spaţiul de memorie alocat va fi în zona de adrese libere (Heap). Sistemul de operare alo-
că unei date zonă de memorie în Heap sau eliberează spaţiul de memorie alocat datei, în 
urma unor cereri de alocare de memorie şi de eliberare de memorie din program. Meca-
nismul prin care programatorul foloseşte alocarea dinamică a memoriei este următorul: 

1. Se declară o variabilă de memorie de tip pointer către tipul de dată al variabilei 
dinamice.  

<tip de baza>  *<nume pointer>; 
La compilarea programului, variabilei pointer i se va aloca spaţiu în segmentul de date 
sau în stiva sistemului, în funcţie de modul în care a fost declarat în program (global 
sau local). În variabila pointer se va memora adresa variabilei dinamice. 

2. În momentul în care în program trebuie folosită variabila dinamică se cere sistemului 
de operare să îi aloce spaţiu în Heap. Pentru cererea de alocare de memorie se 
foloseşte operatorul new: 

<nume pointer> = new <tip de baza>;   
Sistemul de operare caută în Heap o zonă de memorie liberă, de dimensiunea tipului 
variabilei dinamice, şi atribuie pointerului adresa acestei zone. 
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3. În momentul în care în program nu mai este folosită variabila dinamică se cere 
sistemului de operare să elibereze spaţiul de memorie pe care i l-a alocat în Heap. 
Pentru cererea de eliberare a memoriei se foloseşte operatorul delete: 

delete <nume pointer>;   
Sistemul de operare declară liberă zona de memorie care a fost alocată variabilei 
dinamice, şi consideră că variabila pointer nu mai este iniţializată cu o adresă de 
memorie, iar valoarea care a fost memorată în variabila dinamică se pierde.  

Observaţie. Operatorii new şi delete sunt operatori unari şi au prioritatea şi 
asociativitatea acestui tip de operatori. 

Scop: exemplificarea modului în care puteţi folosi alocarea dinamică a memoriei. 

Enunţul problemei 1: Se citesc de la tastatură trei numere întregi – a, b şi c – care 
reprezintă mărimile laturilor unui triunghi. Să se afişeze aria triunghiului. 
Se foloseşte alocarea dinamică a variabilelor elementare.  Pentru referirea mărimilor 
laturilor se folosesc pointerii a, b şi c către tipul int, iar pentru referirea ariei şi a semi-
perimetrului se folosesc  pointerii aria şi sp către tipul float.   

#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
void main() 
{int *a,*b,*c; float *aria, *sp; //se declară pointerii (1) 
 a = new int; b = new int; c = new int; //se alocă memorie pentru 
 aria = new float; sp = new float;      //variabilele dinamice (2) 
 //se citesc de la tastatură valorile variabilelor dinamice  
 //folosite pentru laturile triunghiului 
 cout<<"a= "; cin>>*a; cout<<"b= "; cin>>*b; cout<<"c= "; cin>>*c; 
 //se calculează valorile variabilelor dinamice folosite pentru 
 //semiperimetru şi arie   
 *sp=(*a+*b+*c)/2.; *aria=sqrt(*sp*(*sp-*a)*(*sp-*b)*(*sp-*c)); 
 //se afişează valoarea variabilei dinamice folosite pentru arie 
 cout<<"aria= "<<*aria; 
 //se eliberează zona de memorie alocată variabilelor dinamice (3) 
 delete a; delete b; delete c; delete aria; delete sp;} 
Enunţul problemei 2: Se citesc de la tastatură coordonatele a două puncte din plan – a 
şi b. Să se afişeze distanţa dintre cele două puncte.  

Se foloseşte alocarea dinamică a structurii de date de tip înregistrare. Pentru referi-
rea coordonatelor celor două puncte se folosesc pointerii a şi b către tipul înregistrare 
punct, iar pentru referirea distanţei se foloseşte pointerul d către tipul float. 

#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
struct punct {int x,y;}; 
punct *a,*b;  float *d; //se declară pointerii (1) 
void main() 
{//se alocă memorie pentru variabilele dinamice (2) 
 a = new punct; b = new punct; d = new float; 
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 //se citesc de la tastatură valorile variabilelor dinamice  
 //folosite pentru coordonatele punctelor a şi b 
 cout<<"coordonatele punctului a - x: "; cin>>a->x; 
 cout<<"                         - y: "; cin>>a->y; 
 cout<<"coordonatele punctului b - x: "; cin>>b->x; 
 cout<<"                         - y: "; cin>>b->y; 
 //se calculează valoarea variabilei dinamice folosite pentru distanţă 
 *d=sqrt(pow(a->x-b->x,2)+pow(a->y-b->y,2)); 
 //se afişează valoarea variabilei dinamice folosite pentru distanţă 
 cout<<"distanta dintre punctele a si b este "<<*d;  
 //se eliberează zona de memorie alocată variabilelor dinamice (3) 
 delete a; delete b; delete d;} 
Enunţul problemei 3: Se citesc de la tastatură n numere întregi care se memorează într-un 
vector. Să se inverseze vectorul în el însuşi şi să se afişeze vectorul după inversare.  

Se foloseşte alocarea dinamică a structurii de date de tip vector. Pentru referirea numă-
rului de elemente ale vectorului se foloseşte pointerul n către tipul int, iar pentru referirea 
variabilei prin intermediul căreia se interschimbă două elemente ale vectorului se foloseşte 
pointerul aux către tipul int. Pentru referirea vectorului se foloseşte pointerul p către tipul 
int[*n]. Acest pointer indică o zonă continuă de nsizeof(int) octeţi, n reprezentând 
valoarea citită de la tastatură pentru numărul de elemente ale vectorului şi care este referită 
de pointerul n. Pointerii q şi r către tipul int se folosesc pentru a parcurge zona de 
memorie alocată vectorului în vederea prelucrării elementelor lui. 

#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
void main() 
{int *p,*q,*r,*n,*aux;    //se declară pointerii (1) 
 //se alocă memorie pentru variabilele dinamice (2) 
 n=new int; aux=new int; cout<<"n= "; cin>>*n; 
 p = new int[*n]; 
 //se citesc de la tastatură valorile pentru elementele vectorului  
 for (q=p;q<p+*n;q++) 
    {cout<<"elementul= "<<q-p+1<<"= "; cin>>*q;} 
 //se interschimbă elementele vectorului  
 for (q=p,r=p+*n-1;q<r;q++,r--) {*aux=*q; *q=*r; *r=*aux;} 
 //se afişează elementele vectorului  
 for (q=p;q<p+*n;q++) cout<<*q<<" "; 
 //se eliberează zona de memorie alocată variabilelor dinamice (3) 
 delete []p; delete n; delete aux;} 

Scrieţi următoarele programe în care folosiţi alocare dinamică a memoriei: 
a. Citiţi de la tastatură temperatura, presiunea şi numărul de moli ai unui 

gaz şi calculaţi volumul lui. 
b. Citiţi de la tastatură numărătorul şi numitorul a două fracţii, calculaţi suma şi produsul 

celor două fracţii, simplificaţi rezultatele obţinute şi apoi afişaţi suma şi produsul. 
c. Citiţi de la tastatură coordonatele a două colţuri ale unui dreptunghi (colţul din stânga 

sus şi colţul din dreapta jos) şi afişaţi dimensiunea diagonalei dreptunghiului. 

Temă 
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d. Citiţi de la tastatură temperaturile medii zilnice din luna precedentă şi afişaţi tempe-
ratura medie a lunii, şi zilele în care temperaturile au fost mai mari decât media. 

2.5. Clasificarea structurilor de date 
Organizarea în structuri de date a datelor prelucrate de algoritmi simplifică multe dintre 
operaţiile de prelucrare. Atunci când organizaţi datele într-o structură de date, trebuie să 
identificaţi modul în care puteţi avea acces la ele şi operaţiile pe care le puteţi executa cu 
datele din colecţie. Procesul de organizare a datelor în colecţii este un proces care se 
desfăşoară pe trei niveluri care interacţionează între ele, pornind de la nivelul conceptual: 

Aţi studiat structurile de date implementate la nivel fizic în limbajul C++: 
 tabloul de memorie – structură de date omogenă, liniară, internă şi temporară; 
 fişierul – structură de date omogenă, liniară, externă şi permanentă; 
 şirul de caractere – structură de date omogenă, liniară, internă şi temporară; 
 înregistrarea – structură de date neomogenă, internă şi temporară. 

Aţi mai studiat şi o structură de date logică lista – structură de date omogenă, liniară, internă 
şi temporară şi o metodă de implementare la nivel logic a listei folosind vectorul.   

Scop: exemplificarea modului în care identificaţi structura de date pe care o folosiţi 
pentru a rezolva problema. 

Enunţul problemei 1. O firmă de transport are un parc de 10 maşini cu capacităţi de 
transport diferite. Trebuie să se determine câte dintre aceste maşini au cea mai mare 
capacitate de transport.   
Pentru rezolvarea problemei trebuie stabilită structura de date care se va folosi: 
 La nivel conceptual – capacităţile de transport ale maşinilor reprezintă un şir de 

numere întregi, aranjate într-o ordine aleatorie, în care trebuie căutat numărul cel mai 
mare şi de câte ori apare în şir. 

20 40 50 30 20 40 50 40 30 40 

 La nivel logic – implementarea permisă de limbajul C++ a unei colecţii de date omogene 
este vectorul, fiecare număr întreg fiind un element al structurii. Pentru rezolvarea proble-

nivel conceptual 
(nivelul la care se dezvoltă imaginea mentală a structurii de date: modul 

în care trebuie organizate datele şi relaţiile care există între ele)  

nivel logic 
(nivelul la care se alege un model de implementare a structurii 

conceptuale)  

nivel fizic 
(nivelul la care sunt stocate datele în memoria calculatorului şi care implică 

anumite caracteristici ale operaţiilor de accesare şi de prelucrare a datelor din 
colecţie, în funcţie de modul în care sunt memorate datele şi de algoritmii 

implementaţi în limbaj pentru accesarea, citirea şi scrierea datelor în memorie) 
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mei se vor folosi următorii algoritmi: algoritmul pentru parcurgerea vectorului la memo-
rarea numerelor, algoritmul pentru determinarea valorii maxime dintr-un şir de numere şi 
algoritmul de căutare în vector a elementelor cu o valoare precizată (valoarea maximă). 

int a10; 
 La nivel fizic – numerele vor fi memorate într-o zonă continuă de memorie internă, fiecărui 

număr alocându-i-se acelaşi spaţiu pentru memorare. Identificarea unui element al 
structurii se face prin numărul său de ordine (indicele). 

20 40 50 30 20 40 50 40 30 40 
a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 

Dacă se doreşte păstrarea datelor memorate (capacităţile de transport ale maşinilor din 
parcul auto) pentru prelucrarea lor ulterior, se vor salva într-un fişier text, de unde vor fi 
restaurate în memoria internă într-un vector, la fiecare prelucrare (execuţie a programului).  

Observaţie. În structura de date folosită (vectorul), între elementele structurii există o 
relaţie de ordine în care fiecare element are un succesor şi un predecesor. Acest tip de 
structură este o structură liniară. 

Enunţul problemei 2. Un profesor trebuie să calculeze media semestrială a fiecărui elev din 
clasă şi să obţină o listă cu numele, prenumele şi  mediile elevilor, în ordinea descrescătoare 
a mediilor.   
Pentru rezolvarea problemei, trebuie stabilită structura de date care se va folosi: 
 La nivel conceptual – elevii din clasă reprezintă un şir de entităţi care sunt caracte-

rizate de o listă de proprietăţi (atribute): nume şi prenume (care identifică unic elevul), 
cinci note şi media semestrială. 

 Nume Prenume Nota 1 Nota 2 Nota 3 Nota 4 Nota 5 Media 
1 Anghel Maria 10 9 10 9  9,5 
… … … … … … … … … 
30 Vlad  Mihai 7 6 8   7 

 La nivel logic – implementarea permisă de limbajul C++ a unei colecţii de date omogene 
este vectorul, fiecare listă de atribute ale unui elev fiind un element al structurii. Pentru 
implementarea listei de atribute (care este formată din date neomogene: numele şi 
prenumele sunt şiruri de caractere, notele sunt numere întregi, iar media este un număr 
real) se va folosi structura de date de tip înregistrare, fiecare atribut fiind memorat într-un 
câmp. Pentru rezolvarea problemei se vor folosi următorii algoritmi: algoritmul pentru 
parcurgerea vectorului la memorarea listei de atribute a fiecărui elev şi la afişarea mediilor, 
algoritmul pentru calcularea mediei aritmetice şi algoritmul de sortare a elementelor 
vectorului în funcţie de valoarea unui atribut din lista de atribute. 

struct elev 
  {char nume[20], pren[20]; 
   unsigned nota[5]; 
   float media;}; 
 elev clasa30; 

a1  a2 ... ai-1 ai ai+1 ... an 

a1 = primul element 
(nu are predecesor) 

an = ultimul element 
(nu are succesor) 

ai = element 
succesorul său este ai+1 

predecesorul său este ai-1  
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 La nivel fizic – listele de atribute ale fiecărui elev vor fi memorate într-o zonă continuă de 
memorie internă, fiecărei liste de atribute alocându-i-se acelaşi spaţiu pentru memorare. 
Identificarea unei liste de atribute în cadrul structurii se face prin numărul său de ordine 
(indicele), iar identificarea unui atribut din listă se face prin numele câmpului. 

Şi în cazul acestui exemplu, dacă se doreşte păstrarea datelor memorate (lista de atribute 
a fiecărui elev din clasă), pentru prelucrarea lor ulterior, se vor salva într-un fişier text, de 
unde vor fi restaurate în memoria internă într-un vector de înregistrări, la fiecare prelucrare 
(execuţie a programului). 

Observaţie. În structura de date folosită pentru lista de atribute, între elementele structurii 
există o relaţie de ordine în care fiecare element are un singur predecesor şi nici unul, unul 
sau mai mulţi succesori. Entitatea elev (corespunde unui element din vectorul clasa) are ca 
predecesor entitatea clasa şi ca succesori entităţile: nume, pren, nota şi media. Entitatea 
nume are un singur predecesor (entitatea elev) şi nici un succesor. Entitatea nota are un 
singur predecesor (entitatea elev) şi cinci succesori (nota[0], nota[1], nota[2], nota[3] şi 
nota[4]). Structurile de date de tip înregistrare pot fi ierarhizate pe unul sau mai multe 
niveluri. Acest model de reprezentare a datelor se numeşte arbore cu rădăcină, iar acest 
tip de structură de date este o structură ierarhizată. 

Într-o structură de date ierarhizată, datele pot fi grupate pe mai multe niveluri. Elementul 
a1 se găseşte pe nivelul 1. El nu are predecesor, dar are trei succesori: a11, a12 şi a13. 
care se găsesc pe nivelul 2. Elementul a12 are un singur predecesor (a1) şi trei succesori: 
a121, a122 şi a123. Elementele a111, a112, a121, a123 şi a131 de pe nivelul 3 şi elementele 
a1221 şi a1222 de pe nivelul 4 nu au succesori.  

O matrice cu n linii şi m coloane este şi ea o structură de date ierarhizată pe trei niveluri: 
pe primul nivel este matricea care are n succesori: liniile, care sunt pe nivelul 1. Fiecare 

a1

a11 a12 a13

a111 a112 a121 a122 a123

a1221 a1222

a131

Nivelul 1 

Nivelul 2 

Nivelul 3 

Nivelul 4 

clasa[0] clasa[1] ... clasa[i] ... clasa[29] 

nume pren nota media 

nota[0] nota[1] nota[2] nota[3] nota[4] 

clasa[i].nume 
clasa[i].nota[2]

Clasa 
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linie are ca predecesor matricea şi ca succesori cele m elemente de pe o linie, care se 
găsesc pe nivelul 3.  

Enunţul problemei 3. O persoană doreşte să viziteze şapte obiective turistice care se 
găsesc în şapte localităţi, pe care le notăm cu A, B, C, E, F, G şi I. Între cele şapte obiective 
turistice există mai multe căi de acces. Trebuie să se găsească un traseu, astfel încât 
turistul să plece din localitatea A şi să revină în localitatea A, vizitând toate cele şapte 
obiective fără să treacă de două ori prin aceeaşi localitate. Dacă există mai multe trasee, 
să se caute traseul cu drumul cel mai scurt.    
Pentru rezolvarea problemei, trebu-
ie stabilită structura de date care se 
va folosi. Localităţile reprezintă 
entităţi care pot fi legate sau nu prin 
căi de acces. Fiecare cale de acces 
este caracterizată de distanţa dintre 
cele două localităţi. Pentru a repre-
zenta la nivel conceptual această 
structură de date vom reprezenta 
în plan harta zonei turistice prin 
intermediul unor elemente geome- 
trice, astfel: localităţile se reprezintă prin cercuri în interiorul cărora vom scrie identificatorul 
localităţii, iar căile de acces prin linii drepte care unesc anumite puncte. Acest model de 
reprezentare a datelor se numeşte graf. 

Observaţie.  În structura de date folosită pentru a reprezenta la nivel conceptual entităţile 
(localităţile), între elementele structurii există o relaţie de ordine în care fiecare 
element are mai mulţi predecesori şi mai mulţi succesori. Acest tip de structură de 
date este o reţea. 

Din studiul de caz anterior putem folosi un nou criteriu pentru clasificarea structurilor 
de date: 

criteriul relaţiei de ordine 

Liniare 
Fiecare element are un 

succesor şi un 
predecesor, exceptând 
primul element, care nu 
are decât succesor, şi 

ultimul element, care nu 
are decât predecesor. 

Ierarhizate (arborescente) 
Între elemente există o relaţie de subordo-
nare, în care fiecare element are un pre-
decesor unic şi poate avea unul sau mai 

mulţi succesori, cu excepţia primului element 
(numit rădăcină), care nu are predecesor, şi 

a ultimelor elemente (numite terminale), 
care  nu au succesor. 

Reţea 
Între elemente există o 
relaţie de subordonare, 
în care fiecare element 
poate avea mai mulţi 

predecesori şi mai mulţi 
succesori. 

linia 0 linia 1 linia 2 linia 3 

a[0][0] a[0][1] 

a[1][0] a[1][1] a[2][0] a[2][1]

a[3][0] a[3][1] 

Matricea 
Nivelul 1 

Nivelul 2 

Nivelul 3 
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2.6. Lista liniară 
Pe lângă criteriile studiate pentru clasificarea structurilor de date, mai există şi urmă-
toarele criterii: 

 

Lista liniară este o structură de date logică, cu date omogene, în care fiecare 
element are un succesor şi un predecesor, exceptând primul element, care nu 

are decât succesor, şi ultimul element, care nu are decât predecesor. 

Lista liniară, la fel ca şi vectorul, din punct de vedere conceptual este o structură de 
date omogenă liniară. Între cele două structuri există următoarele deosebiri: 

Criteriul Vectori Liste 

Implementarea 
în limbaj 

Sunt structuri implicite. Fiind o 
structură fizică, este implementată 
în limbajul de programare. Nu nece-
sită informaţii suplimentare pentru lo-
calizarea elementelor structurii în me-
moria internă, deoarece mecanismul 

prin care este implementată fizic 
asigură identificarea elementelor. 

Sunt structuri explicite. Fiind o structură 
logică, trebuie aleasă o metodă de 

implementare folosind structurile fizice 
existente. Necesită informaţii suplimentare 
pentru localizarea elementelor structurii în 
memoria internă, deoarece mecanismul 

prin care este implementată fizic nu asigu-
ră identificarea elementelor. 

Structuri statice 
Dimensiunea zonei alocate este fixă. 

Alocarea ei se face în timpul compilării, în 
funcţie de modul în care a fost declarată 

structura, iar în timpul execuţiei programului 
nu mai poate fi modificată. 

Structuri dinamice 
Dimensiunea zonei alocate nu este fixă. 

Alocarea sau eliberarea zonelor de memorie 
folosite de structură se face în timpul 

execuţiei programului, în funcţie de numărul 
de componente ale structurii. 

Alocarea memoriei interne 

Structuri implicite 
Structura creată la nivel conceptual este 

implementată la nivelul limbajului de 
programare. Reprezentarea sa este 
implicită şi nu mai necesită informaţii 

suplimentare pentru localizarea 
componentelor. 

Structuri explicite 
Structura creată la nivel conceptual nu este 

implementată la nivelul limbajului de 
programare. Reprezentarea sa se face folosind 
structurile implicite implementate în limbaj, fiind 

necesare informaţii suplimentare pentru 
localizarea componentelor. 

Implementarea în limbajul de programare 

Structuri contigue 
Elementele sunt dispuse în zone contigue 
de memorie, care permit localizarea uneia 
dintre ele folosind o adresă de referinţă şi 
deplasarea faţă de adresa de referinţă. 

Structuri dispersate 
Elementele sunt dispuse în zone dispersate de 
memorie; pentru a putea localiza elementele în 

structură, trebuie să se memoreze pentru fiecare 
element şi adresa la care se găseşte. 

Dispunerea elementelor în memorie 
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Criteriul Vectori Liste 

Dispunerea 
elementelor 
 în memorie 

Sunt structuri contigue. 
Predecesorul, elementul şi 

succesorul se găsesc în locaţii 
contigue prin mecanismul de 

implementare a structurii de date la 
nivel fizic. 

Pot fi structuri dispersate. Predecesorul, 
elementul şi succesorul nu sunt în locaţii de 
memorie contigue. Programatorul  trebuie să 
definească mecanismul prin care elementele 
structurii vor fi legate unele de altele pentru 

a putea fi regăsite în memorie. 

Alocarea 
memoriei 

Sunt structuri statice.  Sunt structuri statice sau dinamice, în 
funcţie de implementarea aleasă.  

Se defineşte lungimea listei (n) ca fiind numărul de elemente ale listei. Lista vidă este lis-
ta care are lungimea 0 (nu are nici un element). Elementele listei se mai numesc şi noduri. 
   

Scop: exemplificarea modului în care identificaţi o aplicaţie în care folosiţi ca structură de 
date lista liniară. 

Enunţurile problemelor pentru care trebuie aleasă structura de date şi conceput algo-
ritmul pentru prelucrarea lor: 
1. Într-o bibliotecă există o colecţie de cărţi organizate în ordinea alfabetică a autorilor. Un 

cititor poate împrumuta o carte (se extrage o carte din colecţie) sau poate înapoia o carte 
(se inserează o carte în colecţie). Toate aceste operaţii trebuie executate astfel încât să se 
păstreze organizarea în ordine alfabetică a autorilor. 

2. La o benzinărie s-a format o coadă de aşteptare. Maşinile sunt servite în ordinea 
venirii: prima maşină sosită este servită, iar ultima maşină venită se aşază la sfârşitul 
cozii. Toate aceste operaţii trebuie executate astfel încât să se păstreze ordinea în 
care au sosit maşinile şi s-au aşezat la coadă. 

3. Într-o stivă de cărţi, volumele sunt aşezate în ordinea alfabetică a titlurilor. Trebuie 
extrasă o carte din stivă fără a deranja modul în care sunt ordonate cărţile în stivă.  

Toate aceste probleme au în comun următoarele caracteristici: 
 Elementele colecţiei sunt omogene (înregistrări cu aceeaşi structură). 
 Conceptual sunt structuri liniare în care fiecare element are un succesor şi un pre-

decesor, cu excepţia primului şi a ultimului element, care au numai succesor, respec-
tiv numai predecesor. 

 Structurile de date se modifică folosind aceiaşi algoritmi de prelucrare: se inserează  
şi se extrag elemente, păstrându-se o anumită ordine de aranjare a elementelor.  

Dacă s-ar alege soluţia de a grupa aceste elemente într-o structură de date de tip vector, 
algoritmii de prelucrare (de actualizare a vectorilor) vor necesita multe deplasări de elemente 
care consumă timp de prelucrare. Caracteristicile operaţiilor de prelucrare a vectorilor sunt: 
 Vectorul este o structură de date care are lungimea fizică fixă, iar implementarea lui 

la nivel fizic este un proces prin care se face conversia locaţiei conceptuale a unui 
element, în locaţia reală, din memoria internă.  

 Orice operaţie de adăugare sau extragere a unui element din colecţie modifică lungi-
mea logică a vectorului. 

 Pentru a insera un element în colecţie, trebuie deplasate toate elementele spre 
dreapta, începând cu poziţia inserării. 

 Pentru a extrage un element din colecţie, trebuie deplasate toate elementele spre 
stânga, de la sfârşit, până în poziţia din care se extrage.  
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În cazul structurilor liniare care trebuie să-şi păstreze în timpul exploatării ordonarea 
după un anumit criteriu, mecanismul vectorilor este greoi. În aceste cazuri, se poate 
alege ca soluţie de implementare a structurii de date lista liniară ce degrevează programa-
torul de ordonarea după indice a structurii, impusă de vectori. 

Implementarea structurilor de date cu ajutorul listelor are următoarele avantaje: 
 alocarea dinamică a memoriei – care gestionează memoria mult mai eficient; 
 algoritmii de prelucrare – care sunt mult mai eficienţi (se execută mult mai 

puţine operaţii pentru inserarea şi ştergerea unui element). 

În funcţie de modul în care se alocă memoria internă, se pot folosi metodele:  

 
În funcţie de modul în care sunt aranjate elementele în listă, se pot folosi metodele:  

 
Metoda de implementare Avantajul alocării dinamice a 

memoriei 
Avantajul algoritmilor  

de prelucrare 
statică secvenţială nu nu 
statică înlănţuită nu da 

dinamică înlănţuită da da 

Implementarea statică secvenţială nu aduce niciunul dintre avantajele listelor, fiind o 
implementare în care lista este prelucrată la fel ca un vector. În implementarea înlănţuită 
nodurile listei nu mai sunt stocate succesiv în memorie. Această implementare se poate 
face atât static, cât şi dinamic, între cele două implementări existând următoarele diferenţe: 
 în implementarea statică, nodurile listei ocupă un bloc contiguu de locaţii de me-

morie (zona de memorie alocată vectorului); 
 în implementarea dinamică, nodurile listei ocupă locaţii dispersate din memorie 

(a căror adresă poate fi păstrată cu ajutorul pointerilor). 

În clasa a X-a aţi învăţat modul în care puteţi implementa static listele liniare. Algoritmii 
pentru prelucrarea unei liste înlănţuite sunt aceiaşi, atât în cazul implementării statice, 
cât şi în cazul implementării dinamice.    

2.6.1. Implementarea dinamică a listelor în limbajul C++ 
Exemplu – O listă este formată din 5 cuvinte (noduri), fiecare cuvânt având maxim 4 
caractere. Nodurile listei se exploatează în ordine alfabetică: 

Lista = {"alfa", "beta", "gama", "teta", "zeta"} 

Metode de implementare a listelor 

statică dinamică 

folosind vectori folosind pointeri 

Metode de implementare a listelor 

statică numai statică dinamică 

secvenţială înlănţuită 
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Deoarece nodurile listei nu sunt aranjate succesiv, ci aleatoriu, în memorie, trebuie imple-
mentat un mecanism prin care să se precizeze ordinea reală a acestor noduri (ordinea în 
care se înlănţuie în listă). Aceasta înseamnă că: 
 trebuie cunoscut locul din care începe lista (lanţul de noduri), adică poziţia primului 

nod din listă (nodul prim) – în exemplu, nodul "alfa"; 
 trebuie cunoscut locul în care se termină lista, adică poziţia ultimului nod din listă 

(nodul ultim) – în exemplu, nodul "zeta"; 
 pentru fiecare nod din listă, cu excepţia ultimului nod, trebuie cunoscut nodul care 

este succesorul lui – de exemplu, pentru nodul "gama" trebuie cunoscut că succe-
sorul său este nodul "teta". 

Metoda folosită pentru implementare este ca 
un nod al listei să conţină două tipuri de infor-
maţii: informaţia propriu-zisă şi informaţia 
de legătură  – adresa prin care se identifică nodul care urmează în structură. Informaţia 
de legătură memorată în ultimul nod (în câmpul de adresă) este constanta NULL (care 
semnifică faptul că ultimul nod nu se leagă de nimic). 

Lista liniară înlănţuită este o structură logică de date, parcursă liniar, care are două 
extremităţi (început şi sfârşit), în care fiecărui element i se asociază o informaţie 
suplimentară referitoare la locul elementului următor, din punct de vedere logic. 

Un nod al listei va fi de tipul înregistrare ce conţine un câmp cu informaţia pentru legă-
tură care este adresa succesorului exprimată printr-un pointer.  
struct nod  
  {<tip 1> <info 11>, <info 12>, ..., <info 1n>; 
   <tip 2> <info 21>, <info 22>, ..., <info 2n>;    ............................................. 

Informaţia 
propriu-zisă 

Informaţia pentru 
legătură 

Memoria internă 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

nodul 1 (prim) 
la adresa adr1 

nodul 2 
la adresa adr2 

nodul 5  
(ultim) 

nodul 3 
la adresa adr3

nodul 4 
la adresa adr4

"alfa" "beta" "gama"

"teta""zeta"

5 locaţii de memorie dispersate
identificate prin adresele adr1, adr2, adr3, adr4, adr5

Memoria internă 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Înlănţuirea nodurilor listei în implementarea dinamică 

adresele nodurilor adr1, adr2, adr3, adr4, adr5
"beta" adr3 

adr2 

"alfa" adr2 

adr1 

"zeta" NULL

adr5 

"teta" adr5

adr4 

"gama" adr4
adr3 
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   <tip m> <info m1>, <info m2>, ..., <info mn>; 
   nod *urm;};   
nod *prim, *ultim, *p;  
Câmpurile <info ij> sunt câmpurile cu informaţii, iar câmpul urm este un câmp de tip 
pointer către tipul de bază nod şi conţine informaţia de legătură (adresa următorului nod 
din listă). Acest tip de înregistrare se numeşte înregistrarea autoreferită. S-au declarat 
variabilele de tip adresă a unei înregistrări de tip nod: 
 *prim şi *ultim pentru a memora adresa primului nod, respectiv a ultimului nod; 

ele vă ajută să identificaţi extremităţile listei; 
 *p pentru a memora adresa unui nod curent din listă (este folosit pentru parcurgerea 

listei).  

În liste, algoritmii de inserare şi eliminare a unor noduri din structură se simplifică foarte mult: 
 Inserarea unui nod constă în alocarea zonei de memorie în care se scrie nodul şi 

legarea lui la structură (stabilirea legăturii cu predecesorul şi cu succesorul lui). 
 Eliminarea unui nod constă în ruperea nodului din structură, prin legarea predece-

sorului său cu succesorul lui, şi eliberarea zonei de memorie pe care a ocupat-o. 

2.6.2. Clasificarea listelor  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Algoritmii ce se pot folosi pentru prelucrarea listelor:  
 iniţializarea listei – se creează lista vidă; 
 crearea listei – se adaugă repetat elemente la listă, pornind de la lista vidă; 
 inserarea unui element în listă – la început, la sfârşit, în interior; 
 ştergerea unui element din listă – la început, la sfârşit, în interior; 
 parcurgerea listei – se vizitează elementele listei pentru a obţine informaţii; 
 căutarea în listă a unui element care îndeplineşte anumite condiţii; 
 sortarea unei liste; 
 concatenarea a două liste; 
 divizarea în două liste. 

Liste liniare 

Liste generale 
Nu există restricţii pentru operaţiile de 

inserare şi ştergere a elementelor din listă 
(se pot face în orice poziţie a listei). 

Liste restrictive 
Există restricţii pentru operaţiile de 

inserare şi ştergere a elementelor din listă 
(se pot face numai la extremităţi). 

Stiva 
Operaţiile de introducere şi extragere 

a elementelor se pot face numai 
printr-una dintre extremităţi. 

Coada 
Operaţia de introducere a elementelor se 
face pe la o extremitate, iar extragerea 
elementelor – prin cealaltă extremitate. 

Lista simplu înlănţuită 
Fiecare element păstrează 
legătura cu un singur vecin 

(de obicei, succesorul). 

Lista dublu înlănţuită 
Fiecare element păstrează 

legătura cu ambii vecini 
(succesorul şi predecesorul). 

Lista circulară 
Este o listă înlănţuită în 
care elementul ultim se 

leagă de elementul prim. 
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2.6.3. Agoritmi pentru prelucrarea listelor simplu înlănţuite 

În implementarea algoritmilor următori se consideră că informaţia propiu-zisă este 
formată numai dintr-un câmp în care se memorează un număr întreg: 

struct nod  
  {int info;   //informaţia propriu-zisă  
   nod *urm;};   //informaţia pentru legătură 
nod *prim, *ultim, *p; //pointeri pentru exploatarea listei 
int x;      //pentru valoarea ce se atribuie câmpului cu informaţii 

În lista vidă: atât nodul prim cât şi nodul ultim nu există, şi adresa lor are valoarea NULL: 
prim = ultim = NULL; Starea de listă vidă trebuie cunoscută atunci când se 
elimină noduri din listă, deoarece în lista vidă nu mai există noduri care să fie eliminate. 
Această stare se testează prin condiţia: prim == NULL. Pentru testarea unei liste dacă 
este vidă se poate implementa funcţia operand este_vida() care va furniza valoarea 1 
(„adevărat“), dacă lista este vidă, şi valoarea 0 („fals“) dacă lista nu este vidă. 

int este vida(nod *prim) 
{return prim==NULL;} 

2.6.3.1. Iniţializarea listei  
Prin acest algoritm se creează lista vidă. În acest caz, atât nodul prim cât şi nodul ultim 
nu există, şi li se atribuie adresa NULL.  

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală init() ai cărei parametri 
prim şi ultim de tip nod se transmit prin referinţă, deoarece sunt parametri de ieşire.  

void init(nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim = ultim=NULL;} 

2.6.3.2. Crearea listei  
Deoarece în algoritmii de prelucrare trebuie să se cunoască adresa primului nod, este impor-
tantă adăugarea primului nod la lista vidă. Paşii algoritmului de creare a unei liste sunt: 
PAS1. Se adaugă primul nod la listă (nodul prim). 
PAS2. Cât timp mai există informaţie, execută: se adaugă un nod la listă. 

2.6.3.3. Adăugarea primului nod la listă  
În lista cu un singur nod, adresa de legătură a nodului prim are valoarea NULL – şi atât 
nodul prim cât şi nodul ultim au aceeaşi adresă. Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul prim. 
PAS2. Se scrie informaţia în nodul prim. 
PAS3. Adresei de legătură a nodului prim i se atribuie valoarea NULL. 
PAS4. Nodului ultim i se atribuie adresa nodului prim. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_nod() ai cărei para-
metri prim şi ultim de tip nod se transmit prin referinţă, deoarece sunt parametri de ieşire.  

void adaug nod (nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim = new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;} 

Lista simplu înlănţuită 

info urm info urm info urm info NULL 

prim ultim
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2.6.3.4. Adăugarea unui nod la listă  

Pentru adăugarea unui nod p la listă, în funcţie de cerinţele problemei, se poate folosi 
unul dintre algoritmii următori: 

1. adăugarea în faţa primului nod; 
2. adăugarea după ultimul nod; 
3. adăugarea într-o poziţie în interiorul listei. 

Adăugare în faţa primului nod 

Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p. 
PAS2. Se scrie informaţia în nodul p. 
PAS3. Nodul p se leagă de nodul prim.  
PAS4. Nodul p inserat devine nodul prim. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_prim() al cărei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşre.  

void adauga prim(nod *&prim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=prim; prim=p;} 

Adăugare după ultimul nod 

Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p. 
PAS2. Se scrie informaţia în nodul p. 
PAS3. Nodul p este nod terminal (nu se leagă de nimic – adresa de legătură este NULL).  
PAS4. Nodul ultim se leagă de nodul p adăugat. 
PAS5. Nodul p adăugat devine nodul ultim. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_ultim() al cărei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşre.  

void adauga ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 

Adăugare în faţa primului nod 

info urm info urm info urm info NULL 

prim ultim 

info urm p

 

p devine nodul prim 

Adăugarea după ultimul nod 

info urm info urm info urm info NULL 

prim ultim 

info NULL p
p devine nodul ultim 
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Adăugarea în interiorul listei se poate face în două moduri: 
a. după nodul cu adresa q; 
b. înainte de nodul cu adresa q. 

Adăugarea în interiorul listei după nodul cu adresa q 
Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p. 
PAS2. Se scrie informaţia în nodul p. 
PAS3. Nodul p se leagă de succesorul nodului q.  
PAS4. Nodul q se leagă de nodul p adăugat. 
PAS5. Dacă nodul q a fost ultimul nod, nodul p adăugat devine nodul ultim. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_dupa() ai cărei para-
metri sunt de tip nod: q (adresa nodului după care se face adăugarea), care se transmite prin 
valoare, deoarece este parametru de intrare, şi ultim (adresa ultimului nod), care se transmite 
prin  referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void adauga dupa(nod *q, nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; 
 p->info=x; p->urm=q->urm; q->urm=p; if (q==ultim) ultim=p;} 

Adăugarea în interiorul listei înainte de nodul de adresă q 
Pentru a adăuga nodul p înaintea nodului q, trebuie să legăm predecesorul nodului q de 
nodul p. Dar, predecesorul unui nod nu este cunoscut. Adăugarea unui nod în listă înseam-
nă, de fapt, inserarea în listă a informaţiei pe care o conţine, între alte două informaţii, şi 
anume: informaţia din predecesorul nodului q trebuie să fie anterioară ei, iar informaţia din 

Adăugare după nodul q 

info urm info urm info urm info NULL 

prim ultim

info urm p

q

q->urm 

Adăugare înaintea nodului q 

v1 urm v2 urm v3 urm v4 NULL 

v2 urm p

q q->urm 

v1 urm val urm v3 urm v4 NULL 

v2 urm p

q q->urm 

(1) 

(2)

prim ultim 

prim ultim 
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nodul q trebuie să o urmeze. Astfel, în listă nu se va adăuga nodul p înainte de nodul q, ci 
după el, interschimbând apoi informaţiile între cele două noduri. Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p. 
PAS2. Se copiază informaţia din nodul q în nodul p. 
PAS3. Se scrie în nodul q informaţia care trebuie adăugată la listă. 
PAS4. Nodul p se leagă de succesorul nodului q.  
PAS5. Nodul q se leagă de nodul p adăugat. 
PAS6. Dacă nodul q a fost ultimul nod, nodul p adăugat devine nodul ultim. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_in_fata() ai cărei 
parametri sunt de tip nod: q (adresa nodului înaintea căruia se face adăugarea), care se trans-
mite prin valoare, deoarece este parametru de intrare, şi ultim (adresa ultimului nod), care se 
transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  
void adauga in fata(nod *q, nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=q->info; q->info=x; p->urm=q->urm; q->urm=p; 
 if (q==ultim) ultim=p;} 

2.6.3.5. Parcurgerea listei 
Prin acest algoritm se vizitează fiecare nod al listei, pornind de la primul nod, până la 
ultimul nod, în ordinea de înlănţuire a nodurilor – furnizată de adresa urm din nodul 
vizitat. Lista se parcurge pentru a prelucra informaţia stocată în noduri. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală parcurge() al cărei parametru 
prim de tip nod se transmite prin valoare, deoarece este parametru de intrare.  

void parcuge(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm) 
 //se prelucreează p->info;} 

Atât vectorul, cât şi lista sunt structuri liniare, iar algoritmii de parcurgere sunt asemănători: 

 Vectorul Lista 
Variabila folosită 

pentru parcurgere
i de tip int pentru indicele elementului

curent din vector 
p de tip pointer către tipul nod al listei 

pentru adresa elementului curent din listă  
Iniţializarea 
 variabilei 

i=0 – indicele primului element din 
vector 

p=prim – adresa primului nod din listă 

Trecerea la ele-
mentul următor 

i=i+1 – se incrementează indicele  p=p->urm – pointerului i se atribuie 
adresa nodului următor  

Condiţia de 
terminare 

i==n – indicele i are prima valoare mai 
mare decât cea a ultimului element 

p==NULL – adresa memorată în pointerul
p este constanta NULL 

2.6.3.6. Căutarea unui nod în listă 
Într-o listă se poate căuta: 
1. Nodul care îndeplineşte o anumită condiţie, pe care o notăm cu conditie şi care 

este exprimată printr-o expresie logică ce conţine cel puţin un câmp cu informaţie din 
nod; valoarea condiţiei este dependentă de informaţia stocată în nod. Algoritmul 
este: se parcurge lista începând de la primul nod, în ordinea de înlănţuire a nodurilor, 
până se găseşte nodul care îndeplineşte condiţia sau până s-a ajuns la sfârşitul listei. 

2. Nodul care se găseşte într-o anumită poziţie în listă pe care o notăm cu poz. 
Algoritmul este: se parcurge lista începând de la primul nod, în ordinea de înlănţuire 
a nodurilor, până când s-au parcurs poz noduri sau până s-a ajuns la sfârşitull listei   

Implementarea algoritmului. Se foloseşte o funcţie operand cu tipul pointer către tipul nod. În 
ambele variante: 
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 parametrul funcţiei este prim de tip nod şi se transmite prin valoare, deoarece este 
parametru de intrare; 

 variabila locală p de tip pointer către nod se foloseşte pentru parcurgerea listei – este 
iniţializată cu adresa primului nod; 

 adresa nodului găsit se memorează în pointerul p care va fi returnată de funcţie.   

Varianta 1   
nod *caut(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p!=NULL && !conditie; p=p->urm); return p;} 

Varianta 2 – Variabila locală nr de tip int se foloseşte pentru a număra poziţiile parcurse 
– este iniţializată cu valoarea 1. 

nod *caut(nod *prim, int poz) 
{nod *p=prim; int nr=1; 
 for (;p!=NULL && nr<poz; p=p->urm,nr++); return p;} 

2.6.3.7. Eliminarea unui nod din listă 
După eliminarea nodului din poziţia p din listă se va elibera zona de memorie ocupată de 
nod. Eliminarea unui nod se face numai dacă lista nu este vidă. Pentru eliminarea unui 
nod din listă, în funcţie de situaţie, se poate folosi unul dintre algoritmii următori: 

1. eliminarea primului nod; 
2. eliminarea ultimului nod; 
3. eliminarea unui nod din interiorul listei. 

Eliminarea primului nod 

Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se salvează adresa nodului prim în pointerul q. 
PAS2. Succesorul nodului prim devine nodul prim. 
PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul q. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina_prim() al cărei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void elimina prim(nod *&prim) 
{nod q=prim; prim=prim->urm; delete q;} 

Eliminarea ultimului nod 

Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se salvează adresa nodului ultim în pointerul q. 
PAS2. Se caută predecesorul ultimului nod, prin parcurgerea listei începând de la primul 

nod, până la predecesorul nodului terminal (nodul care nu se leagă de nimic – 
adresa de legătură are valoarea NULL). 

PAS3. Predecesorul nodului ultim devine nod terminal (adresa de legătură este NULL). 
PAS4. Predecesorul nodului ultim devine nodul ultim. 
PAS5. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul q. 

Eliminarea primului nod 

info urm info urm info urm info NULL 

prim ultim

succesorul nodului prim devine nodul prim 
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Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina_ultim() al cărei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void elimina ultim(nod *prim,nod *&ultim) 
{nod *p,*q=ultim; 
 for (p=prim; p->urm->urm!=NULL; p=p->urm); 
 p->urm=NULL; ultim=p; delete q;} 

Eliminarea unui nod din interiorul listei 

Pentru a elimina nodul p aflat în interiorul listei, trebuie să legăm predecesorul nodului p 
de succesorul lui. Dar, predecesorul unui nod nu este cunoscut. Eliminarea unui nod din 
listă înseamnă de fapt eliminarea din listă a informaţiei pe care o conţine. Astfel, din listă 
nu se va elimina nodul p, ci succesorul său (care este cunoscut), după ce informaţia din 
el a fost copiată în nodul p. Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se salvează adresa succesorului nodului p în pointerul q. 
PAS2. Se copiază în nodul p toată informaţia din succesorul lui (informaţia propriu-zisă 

şi informaţia de legătură). 
PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul q. 
PAS4. Dacă succesorul nodului p era nodul ultim, atunci nodul p devine nodul ultim. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina() ai cărei para-
metri sunt de tip nod: p (adresa nodului care se elimină), care se transmite prin valoare, 
deoarece este parametru de intrare, şi ultim, care se transmite prin referinţă, deoarece 
este parametru de intrare-ieşire.  

void elimina(nod *p,nod *&ultim) 
{nod *q=p->urm; 
 p->info=p->urm->info; p->urm=p->urm->urm; delete q; 
 if (p->urm==NULL) ultim=p;} 

2.6.3.8. Eliberarea spaţiului de memorie ocupat de listă 
Dacă în cadrul unei aplicaţii care prelucrează mai multe liste, nu mai este necesară una dintre 
ele, se va elibera întregul spaţiu ocupat de listă. Prin acest algoritm se vizitează fiecare nod 
al listei, pornind de la primul nod, până la ultimul nod, în ordinea de înlănţuire a nodurilor 
– furnizată de adresa urm din nodul vizitat, şi se eliberează zona de memorie ocupată de 
fiecare nod. Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se iniţializează pointerul p cu adresa primului nod din listă – prim (p prim). 
PAS2. Cât timp nu s-a parcurs toată lista (pNULL) execută:  

PAS3. Se salvează adresa nodului p în pointerul q. 
PAS4. Se trece la succesorul nodului p (p  p->urm). 
PAS5. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul q. 

Se revine la Pasul 2. 
PAS6. Primul nod nu mai are adresă alocată (prim  NULL). 

Eliminarea ultimului nod 

info urm info urm info NULL info NULL 

prim ultim 

predecesorul nodului ultim devine nodul ultim
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Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală eliberare() al cărei parame-
tru este prim de tip nod. Fiind parametru de intrare-ieşire se transmite prin referinţă  

void eliberare(nod *&prim) 
{nod *p=prim,*q; 
 while(p!=NULL) {q=p; p=p->urm; delete q;} 
 prim=NULL;} 

2.6.3.9. Liste ordonate 
În funcţie de cerinţele aplicaţiei listele generale pot fi clasificate astfel: 

În cazul listelor ordonate, dacă informaţia din nodul listei este o dată elementară, cheia 
de ordonare va fi data elementară. Dacă informaţia din nodul listei este o înregistrare, 
cheia de ordonare va fi unul dintre câmpurile înregistrării. Pentru prelucrarea listelor 
ordonate puteţi folosi: 

 algoritmul de sortare prin inserţie; 
 algoritmul de interclasare a două liste ordonate. 

Algoritmul de sortare prin inserţie 
Acest algoritm se foloseşte pentru întreţinerea unei liste ordonate. Se porneşte de la lista care 
conţine un singur nod (considerată o listă ordonată) şi orice adăugare a unui nod la listă se face 
într-o poziţie prin care se păstrează ordonarea în listă. În implementarea algoritmului s-a folosit 
o listă pentru care câmpul cheie este de tip numeric întreg, iar ordonarea este crescătoare după 
valoarea câmpului cheie. Deoarece în acest algoritm nu este necesară informaţia despre 
adresa ultimului nod, din subprograme au fost eliminate prelucrările care se referă la acesta. 
Numerele care trebuie memorate în nodurile listei se citesc de la tastatură până se citeşte 
valoarea 0 (are semnificaţia că nu mai există informaţie de adăugat). 

Varianta 1 – Se porneşte de la lista care conţine primul nod cu informaţie. Paşii execu-
taţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se adaugă primul nod cu informaţie la listă. 
PAS2. Cât timp mai există informaţie de adăugat execută 

PAS3. Se caută nodul înaintea căruia trebuie adăugat noul nod. 
PAS4. Dacă s-a ajuns la sfârşitul listei, atunci se adaugă noul nod ca ultimul nod din 

listă; altfel, se adaugă noul nod în faţa nodului găsit. Se revine la Pasul 2. 

Implementarea algoritmului.   
#include<iostream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
int n; 
void adauga nod(nod *&prim) 
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL;} 

Liste generale 

Ordonate 
Nodurile listei sunt ordonate pe baza valorii 
unui câmp cu informaţie numit câmp cheie. 
Operaţiile de adăugare de noi noduri şi de 

modificare a valorii câmpului cheie trebuie să 
se facă astfel încât să se păstreze ordonarea.

Neordonate 
Nu există o ordine a nodurilor în listă. 

Operaţiile de adăugare de noi noduri şi de 
modificare a valorii câmpurilor cu infor-
maţii se fac fără restricţii. Adăugarea se 
face de obicei pe la o extremitate a listei. 
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void adauga_in_fata(nod *q)  
{nod *p=new nod; p->urm=q->urm; p->info=q->info; q->info=n; q->urm=p;} 
void adauga_ultim(nod *q)  
{nod *p=new nod; p->info=n; q->urm=p; p->urm=NULL;} 
nod * cauta(nod *prim)  
{nod *q=prim; 
 while(q->info<n && q->urm!=NULL) q=q->urm; 
 return q;} 
void afisare(nod *prim)  
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm) cout<<p->info<<" ";} 
void main() 
{nod *prim,*q; 
 cout<<"numar "; cin>>n; 
 adauga_nod(prim); //Se adaugă primul nod 
 cout<<"numar "; cin>>n; 
 while(n!=0) //Cât timp mai există informaţie de adăugat 
  {q=cauta(prim);       
   //Se caută nodul q înaintea căruia trebuie adăugat nodul p 
   if (q->info<n) //Dacă s-a ajuns la sfârşitul listei 
        adauga_ultim(q); //nodul p se adaugă ca ultim nod 
   else adauga_in_fata(q); //nodul p se adaugă în faţa nodului q 
   cout<<"numar "; cin>>n;} 
 afisare(prim);} //Se afişează informaţiile din listă 
Varianta 2 – Se porneşte de la lista care conţine un nod santinelă (un nod care 
marchează sfârşitul listei). Acest nod conţine în câmpul cheie o informaţie care are o 
valoare care face ca el să fie întotdeauna ultimul nod din listă (de exemplu, în cazul unei 
liste ordonate crescător, în care câmpul folosit pentru ordonare este de tip int, se adaugă 
un nod care are în acest câmp cea mai mare valoare pentru tipul int – MAXINT). Când se 
va afişa informaţia din listă, ultimul nod din listă nu se mai afişează. Paşii executaţi în 
acest algoritm sunt: 
PAS1. Se adaugă nodul santinelă la listă. 
PAS2. Cât timp există informaţie de adăugat execută 

PAS3. Dacă informaţia care se adaugă trebuie să fie la începutul listei, atunci se 
adaugă noul nod ca primul nod din listă şi se revine la Pasul 2; altfel, se 
trece la pasul următor. 

PAS4. Se caută nodul înaintea căruia trebuie adăugat noul nod. 
PAS5. Se adaugă noul nod în faţa nodului găsit. Se revine la Pasul 2. 

Implementarea algoritmului.   
#include<iostream.h> 
#include<values.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
int n; 
void adauga_santinela(nod *&prim) 
{prim=new nod; prim->info=MAXINT; prim->urm=NULL;} 
void adauga_prim(nod *&prim) 
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=prim; prim=p;} 
void adauga_in_fata(nod *q) 
{nod *p=new nod;  
 p->urm=q->urm; p->info=q->info; q->info=n; q->urm=p;} 
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nod *cauta(nod *prim) 
{ nod *p=prim; 
 for (;p->info<n;p=p->urm); return p;} 
void afisare(nod *prim) //Nu se afişează informaţia din ultimul nod 
{for (nod *p=prim; p->urm!=NULL; p=p->urm) cout<<p->info<<" ";} 
void main() 
{ nod *prim,*q; 
 adauga_santinela(prim); //Se adaugă nodul santinelă  
 cout<<"numar "; cin>>n; 
 while(n!=0) //Cât timp mai există informaţie de adăugat 
   {if (n<prim->info) /*Dacă informaţia trebuie să fie la  
                          începutul listei */ 
       adauga_prim(prim); //nodul p se adaugă ca prim nod 
     else {q=cauta(prim); 
        //Se caută nodul q înaintea căruia trebuie adăugat nodul p  
           adauga_in_fata(q);} //nodul p se adaugă în faţa nodului q 
   cout<<"numar "; cin>>n;} 
 afisare(prim);} 
Algoritmul de interclasare a două liste ordonate 
Acest algoritm foloseşte acelaşi principiu ca şi algoritmul de interclasare a doi vectori 
ordonaţi. Cele două liste sunt ordonate după acelaşi câmp cheie şi criteriu de ordonare şi 
se obţine o a treia listă care conţine informaţia din primele două liste ordonată după 
acelaşi criteriu, folosind acelaşi câmp cheie. Paşii executaţi în acest algoritm sunt: 
PAS1. Se creează Lista 1 şi Lista 2 ordonate după acelaşi criteriu şi după acelaşi câmp cheie. 
PAS2. Se adaugă primul nod la Lista 3 astfel: dacă în conformitate cu criteriul de ordonare 

folosit trebuie adăugată informaţia din primul nod al Listei 1, atunci se adaugă 
informaţia din nodul prim al Listei 1 şi în Lista 1 se trece la succesorul nodului 
prim, iar în Lista 2 la nodul prim; altfel, se adaugă informaţia din nodul prim al 
Listei 2 şi în Lista 2 se trece la succesorul nodului prim, iar în Lista 1 la nodul prim. 

PAS3. Cât timp nu s-a ajuns la sfârşitul Listei 1 sau al Listei 2, execută: 
PAS4. Se adaugă la Lista 3 un nod după ultimul nod astfel: dacă în conformitate cu 

criteriul de ordonare folosit trebuie adăugată informaţia din nodul curent al Listei 
1, atunci se adaugă informaţia din acest nod şi în Lista 1 se trece la succesorul 
nodului curent; altfel, se adaugă informaţia din nodul curent al Listei 2 şi în Lista 
2 se trece la succesorul nodului curent. Se revine la Pasul 3. 

PAS5. Dacă s-a ajuns la sfârşitul Listei 1, atunci la Lista 3 se adaugă după ultimul nod 
nodurile rămase în Lista 2; altfel, la Lista 3 se adaugă după ultimul nod nodurile 
rămase în Lista 1. 

Implementarea algoritmului. În implementarea algoritmului s-au folosit liste pentru care 
câmpul cheie este de tip numeric întreg, iar ordonarea este crescătoare după valoarea 
câmpului cheie. Numerele care trebuie memorate în nodurile listelor se citesc de la tastatură în 
variabila n până se citeşte valoarea 0 (are semnificaţia că nu mai există informaţie de adăugat). 
Din subprogramele în care nu este necesară informaţia despre adresa ultimului nod au fost 
eliminate prelucrările care se referă la acesta. Cele trei liste se identifică prin adresa primului 
nod (prim1, prim2 şi respectiv prim3). Deoarece în acest algoritm nu este necesară 
informaţia despre adresa ultimului nod, din subprograme au fost eliminate prelucrările care se 
referă la acesta. Pentru parcurgerea celor două liste se folosesc pointerii q şi respectiv r, iar 
pentru lista care se creează prin interclasare – pointerul p.  
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#include<iostream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
int n; 
void adauga_nod(nod *&prim) 
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL;} 
void adauga_in_fata(nod *q) 
{nod *p=new nod; 
 p->urm=q->urm; p->info=q->info; q->info=n; q->urm=p;} 
void adauga_ultim(nod *q) 
{nod *p=new nod; p->info=n; q->urm=p; p->urm=NULL;} 
nod *cauta(nod *prim) 
{nod *p=prim; 
 while(p->info<n && p->urm!=NULL) p=p->urm; 
 return p;} 
void creare(nod *&prim) //Se creează o listă ordonată 
{nod *q; 
 cout<<"numar "; cin>>n; adauga_nod(prim); 
 cout<<"numar "; cin>>n; 
 while(n!=0) 
  {q=cauta(prim); 
   if (q->info<n) adauga_ultim(q); else adauga_in_fata(q); 
   cout<<"numar "; cin>>n;}} 
void afisare(nod *prim) 
{nod *p=prim; 
 while(p!=NULL) {cout<<p->info<<" "; p=p->urm;}} 
void main() 
{nod *prim1,*prim2,*prim3,*q,*r,*p; 
 creare(prim1); creare(prim2);    
 if (prim2->info>prim1->info)  
          {n=prim1->info; q=prim1->urm; r=prim2;} 
     else {n=prim2->info; r=prim2->urm; q=prim1;} 
 adauga_nod(prim3); p=prim3; 
 while(q!=0 && r!=0) 
  {if (r->info>q->info) {n=q->info; q=q->urm;} 
                   else {n=r->info; r=r->urm;} 
   adauga_ultim(p); p=p->urm;} 
 if (q!=0) 
    while (q!=0) {n=q->info; adauga_ultim(p); p=p->urm; q=q->urm;} 
  else 
    while (r!=0) {n=r->info; adauga ultim(p); p=p->urm; r=r->urm;}   
 afisare(prim3);} //Se afişează informaţiile din lista interclasată 
2.6.3.10. Prelucrarea listelor simplu înlănţuite 

Rezolvarea problemelor în care organizaţi datele sub formă de liste presupune folosirea 
algoritmilor prezentaţi, astfel: 

1. Se creează lista prin folosirea următorilor algoritmi:  
 Se adaugă primul nod la lista vidă (algoritmul pentru adăugarea la listă a primu-

lui nod). 
 Se adaugă câte un nod la listă. Poziţia în care se adaugă nodul depinde de cerin-

ţele problemei. Dacă lista nu este ordonată, adăugarea se poate face la sfârşitul 
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sau la începutul listei (algoritmul pentru adăugare la începutul sau la sfârşitul 
listei). Dacă lista este ordonată, se parcurge mai întâi lista pentru a găsi poziţia de 
inserare (algoritmul pentru căutarea unui nod în listă) după care se inserează 
noul nod în poziţia găsită (algoritmul pentru adăugare în interiorul listei). 

2. Se întreţine lista prin folosirea următorilor algoritmi:  
 Se adaugă noi noduri la listă. Ca şi la crearea listei, în funcţie de cerinţele proble-

mei se va folosi unul dintre algoritmii de adăugare. 
 Se elimină noduri din listă. Mai întâi se parcurge lista pentru a găsi nodul care se 

elimină (algoritmul pentru căutarea unui nod în listă) după care se elimină 
nodul din poziţia găsită folosind unul dintre algoritmii pentru eliminare – în 
funcţie de poziţia în care a fost găsit nodul. 

 Se modifică informaţia dintr-un nod al listei. Mai întâi se parcurge lista pentru a găsi 
nodul în care se va modifica informaţia (algoritmul pentru căutarea unui nod în 
listă). Dacă lista nu este ordonată sau dacă informaţia care se modifică nu face 
parte dintr-un câmp cheie dintr-o listă ordonată, se modifică valoarea câmpului 
respectiv. Dacă lista este ordonată şi, prin modificarea valorii câmpului, se poate 
distruge această ordonare, se modifică valoarea câmpului, se salvează informaţia 
din nodul listei într-o variabilă intermediară, se elimină din vechea poziţie (algoritmul 
pentru eliminarea unui nod din listă), se parcurge lista pentru a găsi noua poziţie 
(algoritmul pentru căutarea unui nod în listă) şi se inserează nodul în poziţia 
găsită (algoritmul pentru adăugarea unui nod la listă). 

3. Se obţin informaţii din listă. Se parcurge lista (algoritmul de parcurgere a listei) 
şi se vizitează fiecare nod al listei pentru a extrage din el informaţiile necesare.  

 

Scop: exemplificarea modului în care, pentru rezolvarea problemei, folosiţi algoritmii de 
prelucrare a listelor simplu înlănţuite şi implementarea lor cu ajutorul subprogramelor. 

Enunţul problemei 1. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu 
cu care se creează o listă simplu înlănţuită în ordinea în care sunt citite numerele din fişier. 
Să se verifice dacă lista conţine numai numere distincte şi apoi să se adauge după fiecare 
număr impar din listă valoarea 100 şi să se afişeze numerele din listă. Pentru testarea 
programului se vor folosi două seturi de numere: {2, 5, 10, 3, 8} şi {2, 5, 10, 5, 8, 7}. 
Nodurile listei nu sunt ordonate conform unui criteriu. Numerele se vor citi din fişier şi se vor 
scrie în listă prin adăugare după ultimul nod. Problema se descompune în următoarele 
subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei subprobleme este implementat cu ajutorul 
unui subprogram: 

P1 Se citeşte primul număr din fişier şi se adaugă primul nod la listă (nodul prim) – 
subprogramul adauga nod(). 

P2 Cât timp mai există numere în fişier execută: se citeşte un număr din fişier şi se 
adaugă un nod cu numărul respectiv după ultimul nod din listă – subprogramul 
adauga ultim(). 

P3 Se verifică dacă numerele din listă sunt distincte, astfel: se parcurge lista de la primul 
nod până la penultimul nod şi se verifică dacă numărul din nodul curent mai există în 
nodurile care urmează după el până la sfârşitul listei – subprogramul distincte(). 

P4 Se parcurge lista de la primul nod până la sfârşitul ei şi dacă numărul din nod este impar 
se adaugă după el un nod care conţine valoarea 100 – subprogramul prelucrare(). 
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P5 Se parcurge lista de la primul nod până la sfârşitul ei şi se afişează informaţia din 
fiecare nod – subprogramul afisare(). 

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f("lista1.txt",ios::in); 
int n; 
void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL; ultim=prim;} 
void adauga ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void adauga_dupa(nod *&q, nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=100; p->urm=q->urm; q->urm=p; 
 if (q==ultim) ultim=p;} 
int distincte(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p->urm!=NULL; p=p->urm) 
  for (nod *q=p->urm; q!=NULL; q=q->urm) 
     if (p->info==q->info) return 0; 
return 1;} 
void prelucrare(nod *prim, nod *&ultim) 
{for (nod *p =prim; p!=NULL; p=p->urm) 
   if (p->info%2==1) adauga dupa (p,ultim);} 
void afisare(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm) cout<<p->info<<" ";  cout<<endl;} 
void main() 
{nod *prim, *ultim; f>>n adauga_nod(prim,ultim); 
 while (f>>n) adauga_ultim(ultim); f.close(); 
 if (distincte(prim)) cout<<"Elementele sunt distincte"<<endl; 
                 else cout<<"elementele nu sunt distincte"<<endl;  
 prelucrare(prim,ultim); afisare(prim);} 
Enunţul problemei 2. Se citeşte dintr-un fişier text un număr cu maxim 20 de cifre. Să se 
verifice dacă numărul este palindrom. Pentru testarea programului se vor folosi două 
numere: 1234321 şi 12345. 
Se vor crea două liste: una cu cifrele numărului citite din fişier, prin adăugare după ultimul 
nod, iar a doua, cu cifrele memorate în nodurile primei liste prin adăugare în faţa primului nod 
şi se vor compara cele două liste. Din fişier se va citi fiecare cifră a numărului într-o variabilă 
de tip char şi se va obţine cifra scăzând din codul ASCII al caracterului citit codul ASCII al 
cifrei 0. Cele două liste se identifică prin adresa primului nod (prim1 şi respectiv prim2) şi prin 
adresa ultimului nod (ultim1 şi respectiv ultim2). Problema se descompune în următoarele 
subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei subprobleme este implementat cu ajutorul 
unui subprogram  

P1 Se citeşte primul număr din fişier şi se adaugă primul nod la Lista 1 (nodul prim1) – 
subprogramul adauga nod(). 

P2 Cât timp mai există caractere în fişier, execută: se citeşte un caracter din fişier, se 
converteşte în cifră şi se adaugă un nod cu cifra respectivă după ultimul nod din Lista 
1 – subprogramul adauga ultim(). 

P3 Se adaugă primul nod la Lista 2 (nodul prim2) care va conţine informaţia din primul 
nod al Listei 1 (prim1) – subprogramul adauga nod(). 
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P4 Se parcurge Lista 1 de la succesorul primului nod până la sfârşitul ei şi se adaugă un nod 
cu cifra respectivă înaintea primului nod din Lista 2 – subprogramul adauga prim(). 

P5 Se parcurg simultan ambele liste de la primul nod până la sfârşit şi se verifică dacă 
sunt egale cifrele memorate în nodul curent din cele două liste – subprogramul 
palindrom(). 

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f("lista2.txt",ios::in); 
int n; 
void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim=new nod; prim->info=n; prim->urm=NULL; ultim=prim;} 
void adauga ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void adauga_prim(nod *&prim) 
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=prim; prim=p;} 
int palindrom(nod *prim1, nod *prim2) 
{nod *p,*q; 
 for (p=prim1,q=prim2; p->urm!=NULL; p=p->urm,q=q->urm) 
     if (p->info!=q->info) return 0; 
 return 1;} 
void main() 
{char c; nod *prim1,*ultim1,*prim2,*ultim2,*p; 
 f>>c; n=c-'0'; adauga_nod(prim1,ultim1); 
 while (f>>c) {n=c-'0'; adauga_ultim(ultim1);} f.close(); 
 n=prim1->info; adauga_nod(prim2,ultim2); 
 for (p=prim1->urm; p!=NULL; p=p->urm) 
  {n=p->info; adauga_prim(prim2);} 
 if (palindrom(prim1,prim2)) cout<<"Este palindrom"; 
                        else cout<<"Nu este palindrom";} 
Enunţul problemei 3. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu 
cu care se creează o listă simplu înlănţuită în ordinea în care sunt citite numerele din fişier. 
Se mai citeşte de la tastatură un număr x. Să se caute şi să se şteargă din listă nodul care 
conţine acest număr. Pentru testarea programului se va folosi şirul de numere: {2, 5, 10, 3, 
8}, iar pentru x patru valori: 2, 5, 8 şi 7. 
Nodurile listei nu sunt ordonate conform unui criteriu. Numerele se vor citi din fişier şi se vor 
scrie în listă prin adăugare după ultimul nod. Problema se descompune în următoarele 
subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea subproblemelor sunt implementaţi cu ajutorul 
subprogramelor: 

P1 Se citeşte valoarea pentru x de la tastatură. 
P2 Se citeşte primul număr din fişier şi se adaugă primul nod la listă (nodul prim) – 

subprogramul adauga nod(). 
P3.Cât timp mai există numere în fişier execută: se citeşte un număr din fişier şi se 

adaugă un nod cu numărul respectiv după ultimul nod din listă – subprogramul 
adauga ultim(). 

P4 Dacă primul nod din listă conţine numărul x, atunci se elimină primul nod (subprogra-
mul elimina prim()); altfel, se caută predecesorul nodului care conţine numărul x 
(subprogramul cauta()) şi dacă se găseşte acest nod, atunci se şterge nodul care 
urmează după el (subprogramul elimina urm()). 
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P5 Se parcurge lista de la primul nod până la sfârşitul ei şi se afişează informaţia din 
fiecare nod – subprogramul afişare(). 

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f("lista3.txt",ios::in); 
int n,x; 
void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim=new nod; ultim=prim; prim->info=n; prim->urm=NULL;} 
void adauga_ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=n; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 
nod * cauta(nod *p) 
{while(p->urm!=NULL && p->urm->info!=x) p=p->urm; 
 return p;} 
void elimina_prim(nod *&prim) 
{nod *q=prim; prim=prim->urm; delete q;} 
void elimina_urm(nod *p) 
{nod *q=p->urm; p->urm=p->urm->urm; delete q;} 
void afisare(nod *prim) 
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" "; 
cout<<endl;} 
void main() 
{nod *prim,*ultim,*p; cout<<"x= "; cin>>x; 
 f>>n; adauga_nod(prim,ultim); 
 while(f>>n) adauga_ultim(ultim); f.close(); 
 if (prim->info==x) elimina_prim(prim); 
               else {p=cauta(prim); 
                     if (p->urm!=NULL) elimina_urm(p);} 
 afisare(prim);} 
Enunţul problemei 4. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu 
cu care se creează o listă simplu înlănţuită în ordinea în care sunt citite numerele din fişier. 
Să se elimine din listă valorile care se repetă, în afară de prima lor apariţie. Pentru testarea 
programului se va folosi şirul de numere: {2, 4, 9, 9, 9, 6, 2, 9, 9}. 
Nodurile listei nu sunt ordonate conform unui criteriu. Numerele se vor citi din fişier şi se vor 
scrie în listă prin adăugare după ultimul nod. Problema se descompune în următoarele 
subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea subproblemelor sunt implementaţi cu ajutorul 
subprogramelor:  

P1 Se citeşte primul număr din fişier şi se adaugă primul nod la listă (nodul prim) – 
subprogramul adauga nod(). 

P2 Cât timp mai există numere în fişier execută: se citeşte un număr din fişier şi se 
adaugă un nod cu numărul respectiv după ultimul nod din listă – subprogramul 
adauga ultim(). 

P3 Se elimină din listă valorile care se repetă, astfel (subprogramul prelucrare()):  
Pentru un pointer p care indică fiecare nod din listă, începând cu primul nod până la 
penultimul nod, execută: 
 Se iniţializează pointerul q cu adresa nodul curent (indicat de pointerul p). 
 Cât timp pointerul q nu indică ultimul nod, execută: dacă nodul indicat de 

pointerul p conţine acelaşi număr cu succesorul nodului indicat de pointerul q, 
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atunci se elimină succesorul nodului q (– subprogramul elimina urm()); 
altfel, pointerul q indică succesorul nodului.  

P4 Se parcurge lista de la primul nod până la sfârşitul ei şi se afişează informaţia din 
fiecare nod (subprogramul afisare()). 

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f("lista4.txt",ios::in); 
int n; 
void adauga nod(nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;} 
void adauga ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void elimina_urm(nod *p) 
{nod *q=p->urm; p->urm=p->urm->urm; delete q;} 
void prelucrare(nod *prim) 
{nod *p,*q; 
 for (p=prim;p->urm!=NULL;p=p->urm)  
  {n=p->info; q=p; 
   while (q!=NULL) 
      {if (q->urm!=NULL && q->urm->info==n) elimina_urm(q); 
                                       else q=q->urm;}}} 
void afisare(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" "; 
 cout<<endl;} 
void main() {nod *prim,*ultim; f>>n; adauga_nod(prim,ultim); 
             while (f>>n) adauga_ultim(ultim); f.close(); 
             prelucrare(prim); afisare(prim);} 
Enunţul problemei 5. Adunarea a două polinoame. Se citesc dintr-un fişier text de pe 
prima linie un număr n1, care reprezintă numărul de coeficienţi nenuli ai unui polinom, apoi 
de pe următoarele n1 linii coeficienţii nenuli şi gradul, de pe linia următoare un număr n2 
care reprezintă numărul de coeficienţi nenuli ai celui de al doilea polinom şi apoi de pe 
următoarele linii coeficienţii nenuli şi gradul. Să se creeze cu aceste informaţii două liste 
simplu înlănţuite şi să se adune cele două polinoame. Coeficientul şi gradul fiecărui termen 
din polinomul sumă se vor salva într-un fişier. Pentru testarea programului se vor folosi 
polinoamele -10x4+5x2-3x şi 3x3+7x2+x+2. 
Se vor crea două liste în care se vor memora cele două polinoame. Informaţia utilă va fi 
memorată într-o înregistrare cu două câmpuri: un câmp pentru coeficient şi un câmp pentru 
grad. Ambele liste se creează prin citirea datelor din fişier şi adăugare după ultimul nod. În a 
treia listă se va memora polinomul obţinut prin adunarea celor două polinoame. Cele trei liste 
se identifică prin adresa primului nod (prim1, prim2 şi respectiv prim3) şi prin adresa 
ultimului nod (ultim1, ultim2 şi respectiv ultim3). Problema de creare a listei sumă a 
polinoamelor se descompune în următoarele subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea 
subproblemelor sunt implementaţi cu ajutorul subprogramelor:  

P1 Se citesc din fişier n1 şi coeficientul şi gradul primului termen din primul polinom. Se 
adaugă primul nod la lista L1 (nodul prim1) – subprogramul adauga_nod(). 

P2 Pentru următoarele n1-1 perechi de numere din fişier, execută: se citesc din fişier 
coeficientul şi gradul unui termen al primului polinom şi se adaugă un nod cu 
informaţia respectivă după ultimul nod din lista L1 – subprogramul adauga_ultim(). 
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P3 Se citesc din fişier n2 şi coeficientul şi gradul primului termen din al doilea polinom.  
Se adaugă primul nod la lista L2 (nodul prim2) – subprogramul adauga_nod(). 

P4 Pentru următoarele n2-1 perechi de numere din fişier, execută: se citesc din fişier 
coeficientul şi gradul unui termen al celui de al doilea polinom şi se adaugă un nod cu 
informaţia respectivă după ultimul nod din lista L2 – subprogramul adauga_ultim(). 

P5 Se adaugă primul nod (prim3) la lista L3 cu următoarea informaţie: dacă gradul din 
primul nod din lista L1 este egal cu gradul primului nod din lista L2, atunci gradul este 
egal cu gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu suma coeficienţilor din 
nodurile celor două liste şi în ambele liste se trece la nodul următor; altfel, dacă gradul 
din primul nod din lista L1 este mai mare decât gradul primului nod din lista L2, atunci 
gradul este egal cu gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu coeficientul 
nodului din Lista 1 şi în Lista 1 se trece la următorul nod; altfel, gradul este egal cu 
gradul nodului din Lista 2, iar coeficientul este egal cu coeficientul nodului din Lista 2 şi 
în Lista 2 se trece la următorul nod – subprogramul adauga nod(). 

P6 Cât timp nu s-a ajuns la sfârşitul Listei 1 şi al Listei 2, execută: se adaugă un nod la 
lista L3 după ultimul nod, cu următoarea informaţie: dacă gradul din nodul curent din 
lista L1 este egal cu gradul nodului curent din lista L2, atunci gradul este egal cu 
gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu suma coeficienţilor din nodurile 
celor două liste şi în ambele liste se trece la nodul următor; altfel, dacă gradul din 
nodul curent din lista L1 este mai mare decât gradul din nodul curent din lista L2, 
atunci gradul este egal cu gradul nodului din Lista 1, iar coeficientul este egal cu coefi-
cientul nodului din Lista 1 şi în Lista 1 se trece la următorul nod; altfel, gradul este egal 
cu gradul nodului din Lista 2, iar coeficientul este egal cu coeficientul nodului din Lista 2 
şi în Lista 2 se trece la următorul nod – subprogramul adauga_ultim(). 

#include<fstream.h> 
fstream f1("lista5.txt",ios::in),f2("polinom.txt",ios::out); 
struct nod {int c,g; 
            nod *urm;}; 
int c,g,n; 
void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim) 
{prim=new nod; ultim=prim; prim->urm=NULL; prim->c=c; prim->g=g;} 
void adauga_ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p; p->c=c; p->g=g;} 
void creare(nod *&prim,nod *&ultim) 
{f1>>c>>g; adauga_nod(prim,ultim); 
 for (int i=2;i<=n;i++) {f1>>c>>g; adauga_ultim(ultim);}} 
void adunare(nod *prim1, nod *prim2, nod *&prim3, nod *&ultim3) 
{nod *p=prim1,*q=prim2; 
 if (p->g==q->g) {g=p->g; c=p->c+q->c; p=p->urm; q=q->urm;} 
   else if (p->g>q->g) {g=p->g; c=p->c; p=p->urm;} 
         else {g=q->g; c=q->c; q=q->urm;} 
 adauga_nod(prim3,ultim3); 
 while(q!=NULL && p!=NULL) 
  {if (p->g==q->g) {g=p->g; c=p->c+q->c; p=p->urm; q=q->urm;} 
     else if (p->g>q->g) {g=p->g; c=p->c; p=p->urm;} 
              else {g=q->g; c=q->c; q=q->urm;} 
   adauga_ultim(ultim3);} 
 if (p!=NULL) 
    while(p!=NULL) {g=p->g; c=p->c; adauga_ultim(ultim3);} 
  else 
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    while(q!=NULL) {g=q->g; c=q->c;adauga_ultim(ultim3);}} 
void afisare(nod *prim) 
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->c<<" "<<p->g<<endl; 
 cout<<endl;} 
void salvare(nod *prim) 
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) f2<<p->c<<" "<<p->g<<endl;} 
void main() 
{nod *prim1,*ultim1,*prim2,*ultim2,*prim3,*ultim3; 
 int n1,n2;  
 f1>>n1; n=n1; creare(prim1,ultim1); afisare(prim1); 
 f1>>n2; n=n2; creare(prim2,ultim2); afisare(prim2); 
 adunare(prim1,prim2,prim3,ultim3); afisare(prim3); salvare(prim3); 
 f1.close(); f2.close();} 
Enunţul problemei 6. Reuniunea şi intersecţia a două mulţimi. Se citesc dintr-un fişier 
text de pe prima linie un număr n1, care reprezintă numărul de elemente ale primei mulţimi, 
apoi de pe următoarea linie elementele mulţimii, de pe linia următoare un număr n2 – 
numărul de elemente ale celei de a doua mulţimi, apoi de pe următoarea linie elementele 
mulţimii. Să se determine reuniunea şi intersecţia celor două mulţimi. Pentru testarea 
programului se vor folosi două seturi de date de intrare: mulţimile A={1,2,3,4,5} şi 
B={4,5,6,7} şi mulţimile A={1,2,3} şi B={4,5}. 
Se vor crea două liste în care se vor memora cele două mulţimi. Ambele liste se creează prin 
citirea datelor din fişier şi adăugare după ultimul nod. În a treia listă se va memora reuniunea 
celor două mulţimi, iar în a patra listă – intersecţia. Cele patru liste se identifică prin adresa 
primului nod (prim1, prim2, prim3 şi respectiv prim4) şi prin adresa ultimului nod (ultim1, 
ultim2, ultim3 şi respectiv ultim4).  

Pentru determinarea reuniunii se vor executa următorii paşi: 
Pas1. Se adaugă primul nod la Lista 3 (nodul prim3) care conţine numărul din primul nod 

al Listei 1 (prim1). 
Pas2. Se parcurge Lista 1 de la succesorul primului nod până la sfârşitul ei şi se adaugă 

un nod cu numărul respectiv după ultimul nod din Lista 3. 
Pas3. Pentru fiecare nod din Lista 2, execută: se parcurge Lista 1 şi dacă numărul din 

nodul curent din Lista 2 nu se găseşte în Lista 1, atunci se adaugă un nod cu 
numărul respectiv după ultimul nod din Lista 3. 

Pentru determinarea intersecţiei se vor executa următorii paşi: 
Pas1. Se iniţializează Lista 4 ca listă vidă (prim4=NULL şi ultim4=NULL). 
Pas2. Pentru fiecare nod din Lista 1, execută: se parcurge Lista 2 şi dacă numărul din 

nodul curent din Lista 2 se găseşte în Lista 1, atunci se adaugă un nod cu 
numărul respectiv ca prim nod în Lista 4 (nodul prim4). 

Pas3. Dacă s-a adăugat primul nod la Lista 4, atunci  pentru un nod din Lista 1 de la 
succesorul nodului curent până la ultimul nod, execută: se parcurge Lista 2 şi 
dacă numărul din nodul curent din Lista 1 se găseşte în Lista 2, atunci se adaugă 
în Lista 4, un nod cu numărul respectiv, după ultimul nod. 

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f("lista6.txt",ios::in); 
int x; 
void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim) 
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{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;} 
void adauga_ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void creare(nod *&prim,nod *&ultim) 
{int n; f>>n>>x; adauga_nod(prim,ultim); 
 for (int i=2;i<=n;i++) {f>>x; adauga_ultim(ultim);}} 
void reuniune(nod *prim1, nod *prim2, nod *&prim3, nod *&ultim3) 
{nod *p,*q; int gasit; 
 x=prim1->info; adauga_nod(prim3,ultim3); 
 for(p=prim1->urm;p!=NULL;p=p->urm) {x=p->info; adauga_ultim(ultim3);} 
 for (p=prim2;p!=NULL;p=p->urm) 
   {for(q=prim1,gasit=0; q!=NULL && !gasit; q=q->urm) 
      if(p->info==q->info) gasit=1; 
    if(!gasit) {x=p->info; adauga_ultim(ultim3);}}} 
void intersectie(nod *prim1, nod *prim2, nod *&prim4, nod *&ultim4) 
{nod *p,*q; int gasit; prim4=NULL; ultim4=NULL; 
 for(gasit=0,p=prim1;p!=NULL && !gasit; p=p->urm) 
  for (q=prim2; q!=NULL && !gasit; q=q->urm) 
     if (p->info==q->info) {gasit=1; x=p->info;} 
 if (gasit) 
  {adauga_nod(prim4,ultim4); 
   for(;p!=0;p=p->urm) 
     {for (gasit=0,q=prim2; q!=NULL && !gasit; q=q->urm) 
       if(p->info==q->info) gasit=1; 
   if(gasit) {x=p->info; adauga_ultim(ultim4);}}}} 
void afisare(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p!=NULL ;p=p->urm) cout<<p->info<<" "; 
 cout<<endl;} 
void main() 
{nod *prim1,*ultim1,*prim2,*ultim2,*prim3,*ultim3,*prim4,*ultim4; 
 creare(prim1,ultim1); creare(prim2,ultim2); f.close(); 
 reuniune(prim1,prim2,prim3,ultim3); cout<<"Reuniunea= "; afisare(prim3); 
 intersectie(prim1,prim2,prim4,ultim4); cout<<"Intersectia= ";  
 if (prim4!=NULL) afisare(prim4); 
        else cout<<"Multimea vida";} 

Scrieţi câte un program care să rezolve cerinţele fiecărei probleme.  Fieca-
re problemă se va descompune în subprobleme şi algoritmul pentru rezol-
varea unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele se 

transmit între subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicaţie şi nu al variabilelor 
globale. După executarea unei operaţii de prelucrare a listei simplu înlănţuite, se vor afişa 
numerele din nodurile listei pentru a se verifica dacă operaţia de prelucrare s-a executat 
corect. Se vor alege seturi de date de intrare astfel încât să se verifice algoritmul pe toate 
traseele lui. Pentru următorii 18 itemi în nodurile listelor se memorează numere întregi. Şirul de 
numere se citeşte dintr-un fişier text în care sunt scrise pe acelaşi rând, separate prin spaţiu.   
1. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele. Se 

mai citesc de la tastatură două numere x şi y. Se inserează în listă numărul y înaintea 
numărului x. 

2. Se creează o listă în care ordinea de acces este inversă celei în care sunt citite nume-
rele. Se elimină din listă cel mai mic număr şi cel mai mare număr. 

Temă 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



136                                                          Implementarea structurilor de date 

3. Se creează o listă şi se afişează în ordinea inversă citirii din fişier numai numerele pare. 
4. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 

fişier. Se mai citeşte un număr n de la tastatură. Se afişează elementul cu numărul de 
ordine n din listă. Dacă nu există, se afişează un mesaj de informare. 

5. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişier. Se inserează înaintea fiecărui număr factorii săi primi. 

6. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişier. Se inserează între fiecare pereche de noduri cel mai mare divizor comun al celor 
două numere. 

7. Se creează două liste în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişiere. Se creează a treia listă prin concatenarea listei care are cele mai puţine 
elemente la lista care are cele mai multe elemente. Dacă listele au acelaşi număr de 
elemente, se va adăuga lista a doua la prima listă. 

8. Se creează două liste în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişiere. Se creează a treia listă prin concatenarea celei de a doua liste la prima listă. Se 
elimină din a treia listă numerele care se repetă. 

9. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din fişier. 
Se divizează lista în două liste: una care conţine numere care sunt palindrom şi una care 
conţine numerele care nu sunt palindrom. Se salvează lista cu numere palindrom într-un 
alt fişier. Dacă nu au existat numere palindrom, în fişier se va scrie un mesaj de informare. 
În lista care nu conţine numere palindrom se inserează după fiecare număr inversul său. 

10. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişier. Se afişează numerele care au ultimele trei cifre identice, se elimină din listă 
numerele care au ultimele trei cifre consecutive şi se inserează valoarea 10 înaintea 
numerelor care au suma ultimelor trei cifre egală cu 10.  

11. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişier. Se afişează numerele care au mai mult de doi divizori primi, se inserează divizorii 
proprii în faţa numerelor care au mai mult de trei divizori proprii şi se elimină din listă 
numerele care au cel puţin două cifre identice.  

12.  Se creează o listă numai cu numerele prime din fişier. Se afişează cel mai mare număr 
prim şi cel mai mic număr prim. Se verifică dacă lista conţine numai numere distincte şi 
se afişează un mesaj de informare. Dacă lista nu conţine numai numere distincte, se 
elimină numere din listă astfel încât să conţină numai numere distincte. Se salvează lista 
creată într-un alt fişier. Dacă nu au existat numere prime în fişier, se va scrie un mesaj 
de informare. (Indicaţie. Se va crea o listă ordonată crescător şi se vor afişa numerele 
prime din primul nod şi din ultimul nod).   

13. Se creează două liste cu numerele citite din fişiere. În primul fişier numerele sunt 
ordonate crescător, iar în al doilea fişier numerele sunt ordonate descrescător. Se 
creează a treia listă prin interclasarea primelor două. 

14. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişier. Să se inverseze ordinea de acces în listă, astfel încât parcurgerea să se facă de 
la ultimul număr către primul număr. (Indicaţie. Se mută ultimul nod la începutul listei şi 
apoi, până se ajunge la numărul memorat la adresa care a fost a primului nod se 
inserează nodul ultim după ultimul nod inserat.)   

15. Se creează o listă în care ordinea de acces este cea în care sunt citite numerele din 
fişier. Să se afişeze în ordine inversă numerele din listă. (Indicaţie. Se implementează 
un algoritm recursiv de parcurgere a listei.) 
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16. Se creează o listă ordonată cu numerele din fişier şi se divizează apoi lista în două liste: 
una cu numere pare şi una cu numere impare. 

17. În fişier sunt memorate foarte multe numere (maxim 10.000). Foarte multe dintre aceste 
numere se repetă (există maxim 100 de numere distincte). Se creează o listă ordonată 
crescător numai cu numerele distincte şi cu frecvenţa lor de apariţie. Se afişează cel mai 
mare număr şi cel mai mic număr. Se calculează media aritmetică a numerelor care au 
valoarea cea mai mare sau au valoarea cea mai mică şi se afişează numai numerele 
care sunt mai mari decât media aritmetică.  

18. Pentru două mulţimi de numere A şi B să se determine diferenţele A-B şi B-A.  
19. Se citeşte dintr-un fişier text un număr cu maxim 20 de cifre. Se creează o listă cu cifrele 

numărului, se elimină din listă cifrele pare şi se afişează numărul astfel obţinut.  
20. Se calculează produsul a două polinoame. Informaţiile despre cele două polinoame se 

citesc dintr-un fişier. (Indicaţie. Pentru fiecare nod din prima listă se parcurge a doua 
listă şi, dacă produsul coeficienţilor nu este nul, se creează un nod în lista a treia care va 
avea coeficientul egal cu produsul coeficienţilor şi gradul egal cu suma gradelor. Lista a 
treia este o listă ordonată descrescător după grad.)        

21. Se creează două liste cu n noduri şi respectiv m noduri care conţin numere întregi 
generate aleatoriu în intervalul [a,b]. Valorile pentru numărul de noduri n, şi respectiv m, 
şi pentru limitele intervalului, a şi b, se citesc de la tastatură. Să se afişeze numai 
numerele distincte din cele două liste şi numărul care are cea mai mare frecvenţă de 
apariţie în cele două liste.   

2.6.4. Algoritmi pentru prelucrarea listelor circulare simplu  
           înlănţuite 
Algoritmii de adăugare a primului nod la lista vidă şi de adăugare după ultimul nod 
sunt la fel ca şi cei de la listele simplu înlănţuite: 

2.6.4.1. Crearea listei  
Deoarece în algoritmii de prelucrare trebuie să se cunoască adresa primului nod, este impor-
tantă adăugarea primului nod la lista vidă. Paşii algoritmului de creare a unei liste sunt: 
PAS1. Se adaugă primul nod la listă (nodul prim). 
PAS2. Cât timp mai există informaţie execută: se adaugă un nod la listă după ultimul nod. 
PAS3. Se leagă ultimul nod de primul nod. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală creare() al cărei parame-
tru este prim de tip nod: care se transmite prin referinţă deoarece este parametru de 
intrare-ieşire. Se foloseşte variabila globală n pentru citirea informaţiei din nod. Se conside-
ră că nu mai există informaţie atunci când valoarea citită pentru n are valoarea 0. 

void creare(nod *&prim) 
{nod *ultim; cin>>n; adauga_nod(prim,ultim); 
 while(n!=0) {cin>>n; adauga_ultim(ultim);} 
 ultim->urm=prim;} 

Lista circulară simplu înlănţuită 

info urm info urm info urm info urm 

prim ultim 
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2.6.4.2. Parcurgerea listei  
Deoarece lista circulară nu conţine un ultim nod care să fie considerat ca terminator al 
listei, se va considera ca nod care termină lista nodul prim. Paşii algoritmului de prelu-
crare a unei liste circulare sunt: 
PAS1. Se prelucrează primul nod din listă (nodul prim). 
PAS2. Pentru fiecare nod din listă începând de la succesorul nodului prim până la 

primul nod, execută: se prelucrează nodul curent. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală parcurge() al cărei para-
metru prim de tip nod se transmite prin valoare deoarece este parametru de intrare.  
void parcuge(nod *prim) 
{//se prelucrează prim->info; 
for (nod *p=prim->urm; p!=prim; p=p->urm) //se prelucrează p->info;} 

2.6.4.3. Eliminarea unui nod din listă  
Dacă se elimină din listă nodul care urmează după nodul curent p trebuie să se verifice 
dacă acest nod nu este nodul prim, ca să nu se piardă adresa primului element din listă. 
Paşii algoritmului de eliminare a nodului următor nodului curent sunt: 
PAS1. Se salvează adresa succesorului nodului p în pointerul q. 
PAS2. Se leagă nodul p de succesorul succesorului lui. 
PAS3. Dacă succesorul nodului p era nodul prim, atunci succesorul nodului prim devine 

nodul prim. 
PAS4. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul q. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina_urm() ai cărei para-
metri de tip nod sunt: p (pentru adresa nodului precedent nodului ce se elimină), care se 
transmite prin valoare deoarece este parametru de intrare şi prim, care se transmite prin 
referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void elimina_urm(nod *p,nod *&prim) 
{nod *q=p->urm; p->urm=p->urm->urm; 
 if(q==prim) prim=prim->urm; 
 delete q;} 

Scop: exemplificarea modului în care, pentru rezolvarea problemei, folosiţi algoritmii de prelu-
crare a listelor circulare simplu înlănţuite şi implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.  

Enunţul problemei. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu cu 
care se creează o listă circulară simplu înlănţuită în ordinea în care sunt citite numerele din 
fişier. Să se şteargă numerele pare din listă şi să se afişeze numerele din listă. Pentru 
testarea programului se vor folosi două seturi de numere: {2, 2, 3, 4, 4} şi {2, 2, 2, 4, 4}. 
Problema se descompune în următoarele subprobleme, iar algoritmii pentru rezolvarea 
subproblemelor sunt implementaţi cu ajutorul subprogramelor: 

P1 Se creează lista circulară simplu înlănţuită – subprogramul creare(). 
P2 Se parcurge lista de la succesorul primului nod până la primul nod şi dacă numărul 

din succesorul nodului curent este par, atunci se elimină succesorul nodului curent – 
subprogramul elimină urm(); altfel se trece la succesorul nodului curent.  

P3 Dacă numărul din nodul prim este par, atunci se elimină nodul prim şi lista este vidă – 
subprogramul elimină prim(). 
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P4 Dacă lista nu este vidă (subprogramul este vidă()), atunci se afişează numerele 
din fiecare nod (subprogramul afisare()). 

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f("lista7.txt",ios::in); 
int x; 
void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim) 
{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; ultim=prim;} 
void adauga_ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void creare(nod *&prim) 
{nod *ultim; f>>x; adauga_nod(prim,ultim); 
 while (f>>x) adauga_ultim(ultim); 
 ultim->urm=prim;} 
void elimina_urm(nod *p,nod *&prim) 
{nod *q=p->urm; p->urm=p->urm->urm; 
 if(q==prim) prim=prim->urm; 
 delete q;} 
void elimina_prim(nod *&prim) 
{nod *q=prim; prim=NULL; delete q;} 
int este vida(nod *prim) {return prim==NULL;} 
void afisare(nod *prim) 
{cout<<prim ->info<<" "; 
 for (nod *p=p->urm;p!=prim;p=p->urm) cout<<p->info<<" "; cout<<endl;} 
void main() 
{nod *prim,*p; creare(prim); afisare(prim); 
 for(p=prim->urm;p!=prim;) 
   if (p->urm->info%2==0) elimina_urm(p,prim); 
                     else p=p->urm; 
 if(prim->info%2==0) elimina prim(prim); 
 if (!este_vida(prim)) afisare(prim);} 

Scrieţi câte un program care să rezolve cerinţele fiecărei probleme.  Fiecare 
problemă se va descompune în subprobleme şi algoritmul pentru rezolvarea 
unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele se transmit 

între subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicaţie şi nu al variabilelor globale. Se 
creează liste circulare simplu înlănţuite în nodurile cărora se memorează numere întregi. 
Şirul de numere se citeşte dintr-un fişier text în care sunt memorate pe acelaşi rând, separate 
prin spaţiu. După executarea unei operaţii de prelucrare a listei, se vor afişa numerele din noduri 
pentru a verifica dacă operaţia s-a executat corect. Se vor alege seturi de date de intrare astfel 
încât să se verifice algoritmul pe toate traseele lui. Pentru următorii 4 itemi listele se creează 
astfel încât ordinea de acces să fie cea în care sunt citite numerele din fişier.   
1. Să se insereze, după fiecare număr divizibil cu cea mai mare cifră a sa, valoarea cifrei, 

şi să se elimine numerele care au ultimele două cifre consecutive. 
2. Să se verifice dacă numerele sunt în progresie geometrică şi să se afişeze primul 

termen al progresiei geometrice. (Observaţie. Dacă numerele sunt în progresie geome-
trică, nu este obligatoriu ca şirul de numere citit din fişier să înceapă cu primul termen al 
progresiei geometrice.) 

3. Să se insereze între două numere pare din listă media lor aritmetică până când nu mai 
există perechi de numere pare.   

Temă 
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4. Din lista circulară creată să se creeze alte două liste circulare simplu înlănţuite – una cu 
numerele divizibile cu cea mai mare cifră, iar alta cu numerele divizibile cu cea mai mică 
cifră – şi să se verifice dacă cele două liste conţin numere comune.   

5. Se creează o listă ordonată crescător şi se creează apoi din această listă o listă cu 
numerele care sunt pătrate perfecte.   

2.6.5. Algoritmi pentru prelucrarea listelor dublu înlănţuite 
În cazul listelor dublu înlănţuite informaţia de legătură trebuie să conţină şi adresa 
succesorului nodului (pointerul *ant către tipul nod): 

struct nod  
  {int info;  //informaţia propriu-zisă  
   nod *ant ,*urm;}; //informaţia pentru legătură 
nod *prim, *ultim, *p;   

Algoritmii de la listele simplu înlănţuite se modifică prin adăugarea instrucţiunilor care 
întreţin şi adresa de legătură cu predecesorul nodului. Algoritmul de adăugare a unui 
nod p în interiorul listei înaintea unui nod q se simplifică deoarece se cunoaşte adresa 
atât a succesorului, cât şi a predecesorului. 

2.6.5.1. Adăugarea primului nod la listă  
Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_nod() ai cărei para-
metri prim şi ultim de tip nod se transmit prin referinţă deoarece sunt parametri de ieşire.  

void adaug nod (nod *&prim, nod *&ultim) 
{prim = new nod; prim->info=x; prim->ant=NULL; prim->urm=NULL;  
ultim=prim;} 

2.6.5.2. Adăugarea unui nod la listă  
Adăugare în faţa primului nod 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_prim() al cărei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referinţă deoarece este parametru de intrare-ieşre.  

void adauga prim(nod *&prim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->ant=NULL; p->urm=prim; prim=p;} 

Adăugare după ultimul nod 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_ultim() al cărei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinţă deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void adauga ultim(nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=x;  
 p->ant=ultim; p->urm=NULL; ultim->urm=p; ultim=p;} 

Lista dublu înlănţuită 

NULL info urm prim 

ultim

ant info urm 

ant info NULL ant info urm 
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Adăugarea în interiorul listei  

a) după nodul cu adresa q 
Nodul p care se adaugă se inserează între nodul q şi nodul q->urm. Succesorul său este nodul 
q->urm, iar predecesorul său nodul q. Nodul p va fi succesorul nodului q şi predecesorul no-
dului q->urm.  

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_dupa() ai cărei para-
metri sunt de tip nod: q (adresa nodului după care se face adăugarea), care se transmite prin 
valoare deoarece este parametru de intrare şi ultim (adresa ultimului nod), care se transmite 
prin  referinţă deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void adauga dupa(nod *q, nod *&ultim) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=q->urm; p->ant=q;  
if (q==ultim) ultim=p; else q->urm->ant=p; q->urm=p;} 

b) înainte de nodul de adresă q 
Nodul p care se adaugă se inserează între nodul q->ant şi nodul q. Succesorul său este nodul 
q, iar predecesorul său nodul q->ant. Nodul p va fi succesorul nodului q->ant şi predecesorul 
nodului q.  

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga_in_fata() ai cărei 
parametri sunt de tip nod: q (adresa nodului înaintea caruia se face adăugarea), care se trans-
mite prin valoare deoarece este parametru de intrare.  
void adauga in fata(nod *q) 
{nod *p=new nod; p->info=x;  
 p->urm=q; p->ant=q->ant; q->ant->urm=p; q->ant=p;} 

2.6.5.3. Parcurgerea listei 
Vizitarea fiecărui nod al listei se poate face în două moduri: 
 pornind de la primul nod, până la ultimul nod, în ordinea de înlănţuire a nodurilor – 

furnizată de adresa urm din nodul vizitat; 
 pornind de la ultimul nod, până la primul nod, în ordinea de înlănţuire a nodurilor – 

furnizată de adresa ant din nodul vizitat 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală parcurge-inainte(), 
respectiv parcurge-inapoi(), al cărei parametru prim, respectiv ultim, de tip nod, se 
transmite prin valoare deoarece este parametru de intrare.  
void parcuge_inainte(nod *prim) 
{for (nod *p=prim; p!=NULL; p=p->urm) //se prelucrează p->info} 
void parcuge_inapoi(nod *ultim) 
{for (nod *p=ultim; p!=NULL; p=p->ant) //se prelucrează p->info} 

2.6.5.4. Eliminarea unui nod din listă 
Eliminarea primului nod 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina_prim() al cărei para-
metru prim de tip nod se transmite prin referinţă deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void elimina prim(nod *&prim) 
{nod *q=prim; prim->urm->ant=NULL; prim=prim->urm; delete q;} 

prim ... q–>ant  q  q–>urm ... ultim 
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Eliminarea ultimului nod 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina_ultim() al cărei para-
metru ultim de tip nod se transmite prin referinţă deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void elimina ultim(nod *&ultim) 
{nod *q=ultim; ultim->ant->urm=NULL; ultim=ultim->ant; delete q;} 

Eliminarea unui nod din interiorul listei 

Pentru a elimina nodul p aflat în interiorul listei, trebuie să legăm predecesorul nodului p 
(p->ant) de succesorul lui (p->urm). Succesorul nodului p->ant va fi nodul p->urm, iar pre-
decesorul nodului p->urm va fi nodul p->ant. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală elimina() al cărei parametru 
este de tip nod: p (adresa nodului care se elimină), care se transmite prin valoare deoarece 
este parametru de intrare.  

void elimina(nod *p) 
{nod *q=p; p->ant->urm=p->urm; p->urm->ant=p->ant; delete q;} 

Scop: exemplificarea modului în care, pentru rezolvarea problemei, folosiţi algoritmii de prelu-
crare a listelor dublu înlănţuite şi implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.  

Enunţul problemei 1. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu 
cu care se creează o listă dublu înlănţuită în ordinea în care sunt citite numerele din fişier. 
Să se adauge valoarea 1 după fiecare număr par şi să se şteargă apoi numerele pare din 
listă. Să se afişeze numerele din listă după fiecare operaţie de prelucrare, în ambele moduri 
(de la primul la ultimul, şi de la ultimul la primul). Pentru testarea programului se va folosi 
şirul de numere: {2, 2, 5, 3, 4, 4}. 
În prelucrarea listelor dublu înlănţuite trebuie întreţinute atât adresa primului nod, cât şi 
adresa ultimului nod. Problema se descompune în următoarele subprobleme, iar algoritmii 
pentru rezolvarea subproblemelor sunt implementaţi cu ajutorul subprogramelor: 

P1  Se creează lista dublu înlănţuită – subprogramul creare(). 
P2 Se adaugă un nod cu valoarea 1 după fiecare număr par, astfel (subprogramul 

prelucrare 1()):  
 Se parcurge lista de la primul nod până la penultimul nod şi, dacă numărul din 

nodul curent este par, se adaugă după el un nod cu valoarea 1 – subprogramul 
adauga dupa(). 

 Dacă numărul din nodul ultim este par, atunci se adaugă după el un nod care con-
ţine valoarea 1 şi acest nod devine nodul ultim – subprogramul adauga ultim().  

P3 Se elimină nodurile cu numere pare, astfel (subprogramul prelucrare 2()):  
 Se parcurge lista de la succesorul primului nod până la penultimul nod şi, dacă 

numărul din nodul curent este par, atunci se elimină din listă (subprogramul 
elimina urm()); altfel, se trece la succesorul nodului curent. 

 Dacă numărul din nodul prim este par, atunci se elimină din listă şi succesorul său 
devine nodul prim – subprogramul elimina_prim().  

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *ant,*urm;}; 
fstream f("lista8.txt",ios::in); 
int x; 
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void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim) 
{prim=new nod; prim->info=x;  
 prim->urm=NULL; prim->ant=NULL; ultim=prim;} 
void adauga_ultim(nod *&ultim) 
{nod *p; p=new nod; p->info=x;  
 p->urm=NULL; p->ant=ultim; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void adauga_dupa(nod *p) 
{nod *q=new nod; q->info=x;  
 q->urm=p->urm; q->ant=p; p->urm->ant=q; p->urm=q;} 
void elimina_prim(nod *&prim) 
{nod *q=prim; prim->urm->ant=NULL; prim=prim->urm; delete q;} 
void elimina(nod *&p) 
{nod *q=p; p->ant->urm=p->urm; p->urm->ant=p->ant; p=p->urm; 
 delete q;} 
void creare(nod *&prim,nod *&ultim) 
{f>>x; adauga_nod(prim,ultim); 
 while (f>>x) adauga_ultim(ultim);} 
void prelucrare 1(nod *prim,nod *&ultim) 
{for(nod *p=prim;p->urm!=NULL;p=p->urm) 
   if (p->info%2==0) adauga_dupa(p); 
 if(ultim->info%2==0) adauga_ultim(ultim);} 
void prelucrare 2(nod *&prim) 
{for(nod *p=prim->urm;p->urm!=NULL;) 
   if (p->info%2==0) elimina(p); else p=p->urm; 
 if (prim->info%2==0) elimina_prim(prim);} 
void afisare_urm(nod *prim) 
{for (nod *p=prim;p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" ";cout<<endl;} 
void afisare_ant(nod *ultim) 
{for (nod *p=ultim;p!=NULL;p=p->ant) cout<<p->info<<" "; cout<<endl;} 
void main() 
{nod *prim,*ultim,*p; 
 creare(prim,ultim); afisare_urm(prim); afisare_ant(ultim); 
 x=1; prelucrare 1(prim,ultim); afisare_urm(prim); afisare_ant(ultim); 
 prelucrare 2(prim); afisare_urm(prim); afisare_ant(ultim);} 
Enunţul problemei 2 – Calcularea rezistenţei echivalente. Să se calculeze rezistenţa 
echivalentă între punctele A şi B pentru circuitul electric din figură. 

Pentru calcularea rezistenţei echivalente se porneşte de la ultimele rezistenţe – Rn şi Rn-1 – 
care sunt legate în serie. Se calculează rezistenţa lor echivalentă Re1, care va fi legată în 
paralel cu rezistenţa Rn-2. Prin calcularea rezistenţei echivalente a celor două rezistenţe 
legate în paralel, Re1 şi Rn-2, se va obţine o nouă rezistenţă echivalentă Re2 care este legată 
în serie cu rezistenţa Rn-3. Calcularea rezistenţei echivalente a circuitului electric este un 
proces repetitiv în care alternează calcularea unei rezistenţe echivalente a două rezistenţe 
legate în serie cu calcularea unei rezistenţe echivalente a două rezistenţe legate în paralel. 
Pentru a şti care dintre variantele de calcul se alege, se foloseşte variabila s care are 
valoarea 1 dacă rezistenţele sunt legate în serie, şi valoarea 0 dacă sunt legate în paralel. 
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Valorile pentru rezistenţe se citesc dintr-un fişier text în care sunt memorate pe acelaşi rând, 
separate prin spaţiu. Se creează o listă dublu înlănţuită în care ordinea de acces este cea în 
care sunt citite numerele din fişier. Lista se parcurge de la ultimul nod până la primul nod.     
#include<fstream.h> 
struct nod {float info; 
            nod *ant,*urm;}; 
fstream f("rezistente.txt",ios::in); 
float x; 
void adauga_nod(nod *&prim,nod *&ultim) 
{prim=new nod; prim->info=x; prim->urm=NULL; prim->ant=NULL; ultim=prim;} 
void adauga (nod *&ultim) 
{nod *p; p=new nod; p->info=x;  
 p->urm=NULL; p->ant=ultim; ultim->urm=p; ultim=p;} 
void creare(nod *&prim, nod *&ultim) 
{f>>x; adauga_nod(prim,ultim); 
 while (f>>x) adauga(ultim);} 
float R(nod *ultim) 
{int s=1; float r=ultim->info; nod *p=ultim->ant; 
 while (p!=NULL) 
  if (s) {r+=p->info; p=p->ant; s=0;} 
    else {r=(r*p->info)/(r+p->info); p=p->ant; s=1;} 
 return r;} 
void main(){nod *prim, *ultim; creare(prim,ultim); f.close(); 
            cout<<"Rezistenta echivalenta= "<<R(ultim);} 
Recomandare. Listele dublu înlănţuite se folosesc în problemele în care, pentru 
prelucrarea informaţiilor:  
 se execută frecevent operaţii de inserare şi de eliminare de noduri;  
 lista trebuie parcursă în ambele sensuri.    

Exemplu. În problemele în care trebuie prelucrate numere foarte mari (pentru memorarea 
cărora nu pot fi folosite tipurile de date implementate) se folosesc listele dublu înlănţuite: 
 pentru operaţiile aritmetice (adunare, scădere, înmulţire) listele în care sunt memorate 

cele două numere vor fi parcurse de la ultimul nod, până la primul nod; 
 pentru compararea a două numere sau determinarea numărului de cifre ale numărului, 

listele în care sunt memorate numerele vor fi parcurse de la primul până la ultimul nod. 

Scrieţi câte un program care să rezolve cerinţele fiecărei probleme.  Fiecare 
problemă se va descompune în subprobleme şi algoritmul pentru 
rezolvarea unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele 

se transmit între subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicaţie şi nu al variabilelor 
globale. Se creează liste dublu înlănţuite în nodurile cărora se memorează numere întregi. 
Şirul de numere se citeşte dintr-un fişier text în care sunt memorate pe acelaşi rând, separate 
prin spaţiu. După executarea unei operaţii de prelucrare a listei, se vor afişa numerele din 
noduri pentru a verifica dacă operaţia s-a executat corect. Se vor alege seturi de date de 
intrare astfel încât să se verifice algoritmul pe toate traseele lui. Listele se creează astfel 
încât ordinea de acces să fie cea în care sunt citite numerele din fişier.  
1. Să se elimine numerele prime şi să se insereze între fiecare pereche de numere rămase 

cel mai mare divizor comun al lor. 
2. Să se calculeze cifra de control a fiecărui număr şi, dacă numărul este divizibil cu cifra 

de control, cifra este adăugată după număr; altfel, numărul este eliminat din listă. Cifra 
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de control a unui număr este suma repetată a cifrelor numărului până când se obţine o 
sumă mai mică decât 10. 

3. Să se modifice adresele din nodurile listei astfel încât să se obţină două liste liniare 
dublu înlănţuite care să conţină numerele din poziţiile pare, respectiv din poziţiile impare. 

4. Se citesc dintr-un fişier două numere foarte mari. Să se scrie următoarele subprograme 
pentru prelucrarea numerelor: 
a. calcularea sumei, a diferenţei şi produsului numerelor; 
b. compararea a două numere (subprogramul trebuie să verifice dacă cele două 

numere sunt egale, iar dacă nu sunt egale, să precizeze care număr este mai mare); 
c. verificarea numărului dacă are un număr par sau un număr impar de cifre, fără să se 

numere cifrele numărului; 
d. determinarea numărului de cifre ale unui număr; 
e. verificarea numărului dacă este palindrom.  

2.6.6. Algoritmi pentru prelucrarea stivelor 
Cele două extremităţi ale stivei se numesc vârf şi bază. Accesul la nodurile stivei 
(adăugarea, extragerea sau consultarea unui nod) este permis numai printr-o singură 
extremitate numită vârf şi ultimul nod inserat este primul nod extras (se extrage cea mai 
nouă informaţie adăugată). La o operaţie de adăugare a unui nod, vârful stivei stivei urcă, 
iar la o operaţie de extragere a unui nod, vârful stivei coboară.  

Implementarea dinamică a stivei se face la fel ca a unei liste liniare, cu deosebirea că: 
 vârful stivei va fi indicat de pointerul varf către tipul nod; 
 pentru adăugarea unui nod, se poate folosi numai algoritmul de adăugare în faţa 

primului nod; 
 pentru extragerea unui nod se poate folosi numai algoritmul pentru eliminarea primului 

nod.  
Altfel spus, prelucrarea unei stive se face de la vârf spre bază şi se prelucrează întotdea-
una nodul din vârful stivei. Accesul la informaţia din acest nod se face cu varf->info. 

Stiva vidă este stiva care nu conţine nici un nod şi adresa nodului vârf are valoarea 
NULL (varf = NULL;). În stiva vidă nu se mai pot executa operaţii de extragere de 
noduri. Stiva poate să ajungă să fie vidă în două cazuri: la iniţializare sau după 
extragerea ultimului nod. Pentru testarea unei stive dacă este vidă, se poate 
implementa funcţia operand este_vida() care va furniza valoarea 1 („adevărat“), dacă 
stiva este vidă, şi valoarea 0 („fals“) dacă stiva nu este vidă. 

int este vida(nod *varf) 
{return varf==NULL;} 

Pentru prelucrări cu ajutorul stivei puteţi folosi următorii algoritmi: 
 iniţializarea stivei; 
 adăugarea unui nod la stivă; 
 extragerea unui nod din stivă; 
 consultarea nodului din vârful stivei. 

2.6.6.1. Iniţializarea stivei 
Prin acest algoritm se creează stiva vidă. În acest caz, nodul vârf nu există şi pointerul 
varf are valoarea NULL.  

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală init() al cărei parametru 
varf se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de ieşire.  
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void init(nod *&varf) 
{varf = NULL;} 

2.6.6.2. Adăugarea unui nod la stivă 
Nodul se adaugă la stivă ca predecesor al vârfului. Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p. 
PAS2. Se scrie informaţia în nodul p. 
PAS3. Nodul p se leagă de nodul varf.  
PAS4. Nodul p adăugat devine nodul varf. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga() al cărei parametru 
varf se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void adauga(nod *&varf) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=varf; varf=p;} 

2.6.6.3. Extragerea unui nod din stivă 
Nodurile se extrag din stivă pentru a putea consulta informaţia care există în nodurile 
următoare.  Un nod se poate extrage numai în cazul în care stiva nu este vidă. Se poate 
extrage numai nodul din vârful stivei (se eliberează spaţiul care a fost ocupat de nod). În 
vârful stivei va ajunge succesorul nodului extras. Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se salvează adresa nodului varf în pointerul p. 
PAS2. Succesorul nodului varf devine nodul varf. 
PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul p. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală extrage() al cărei para-
metru varf se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void extrage (nod *&varf) 
{nod *p =varf; varf=varf->urm; delete p;} 

2.6.6.4. Prelucrarea stivei 
Prin acest algoritm se consultă informaţia din fiecare nod al stivei. Deoarece nu poate fi 
consultată decât informaţia din vârful stivei, pentru a ajunge la un nod trebuie să se 
extragă toate nodurile până la el. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală prelucrare() al cărei parame-
tru varf de tip nod se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void prelucrare(nod *&varf) 
{while (varf!=NULL) {//se prelucrează varf->info 
                     extrage(varf);)} 

Scop: exemplificarea modului în care, pentru rezolvarea problemei, folosiţi algoritmii de prelu-
crare a stivelor şi implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.  

Enunţul problemei. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu 
care se depun într-o stivă în ordinea în care sunt citite numerele din fişier. Să se elimine 
numărul de la baza stivei şi numerele rămase în stivă să se scrie într-un fişier text. Pentru 
testarea programului se va folosi şirul de numere: {1, 2, 5, 3, 4}. 
În prelucrarea stivelor, pentru a putea ajunge la informaţia care trebuie prelucrată, trebuie 
extrase toate nodurile, până la nodul care conţine acea informaţie, deoarece nu poate fi 
prelucrată decât informaţia din vârful stivei. Pentru a nu se pierde informaţia din nodurile 
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extrase, ele vor fi descărcate într-o altă stivă (de rezervă), iar după prelucrarea informaţiei, 
nodurile vor fi încărcate din nou în stivă. 

Problema se descompune în următoarele subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei 
subprobleme este implementat cu ajutorul unui subprogram: 

P1  Se creează stiva cu numerele citite din fişier (nodul varf) – subprogramul creare()). 
P2 Se descarcă stiva într-o altă stivă (nodul varf r) până la penultimul nod (subpro-

gramul descarca()).  
P3 Se extrage ultimul nod din stivă – subprogramul extrage().  
P4 Se încarcă în stivă (nodul varf) nodurile din stiva de rezervă (nodul varf r) – sub-

programul incarca().  
P5 Se scriu numerele din stivă (nodul varf) în fişierul text  – subprogramul salveaza().  

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f1("stiva1.txt",ios::in),f2("stiva2.txt",ios::out); 
int x; 
void init(nod *&varf) {varf=NULL;} 
void adauga(nod *&varf) {nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=varf; varf=p;} 
int este vida(nod *varf) {return varf==NULL;} 
void extrage(nod *&varf) {nod *p=varf; varf=varf->urm; delete p;} 
void creare(nod *&varf) 
{init(varf);  while (f1>>x) adauga(varf);} 
void descarca(nod *&varf,nod *&varf r) 
{init(varf r); 
while (varf->urm!=NULL) {x=varf->info; extrage(varf); adauga(varf r);}} 
void incarca(nod *&varf,nod *&varf r) 
{while (!este vida(varf_r)) 
  {x=varf r->info; extrage(varf_r); adauga(varf);}} 
void salveaza(nod *&varf) 
{while (!este vida(varf)) {f2<<varf->info<<" "; extrage(varf);}} 
void main() {nod *varf, *varf_r; creare(varf); f1.close(); 
             descarca (varf,varf r); extrage(varf); 
           incarca(varf,varf_r); salveaza(varf); f2.close();} 

Fiecare problemă se va descompune în subprobleme şi algoritmul pentru 
rezolvarea unei subprobleme se va implementa cu un subprogram. Datele 
se transmit între subprograme cu ajutorul parametrilor de comunicaţie şi nu 

al variabilelor globale. Se creează stive în nodurile cărora se memorează informaţia (numere 
sau caractere). Informaţia se citeşte dintr-un fişier text în care, numerele sau caracterele, sunt 
memorate pe acelaşi rând, separate prin spaţiu. Se vor alege seturi de date de intrare astfel 
încât să se verifice algoritmul pe toate traseele lui.   

Temă 

Consultarea nodului care conţine numărul 3 

5 varf       5 varf   

4        4    

3    3 varf   3    

2  4 varf_r 2  4 varf_r 2    

1  5  1  5  1  varf_r=NULL 

stiva  stiva de rezervă stiva stiva de rezervă stiva stiva de rezervă

descarcă încarcă consultă
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1. Într-o stivă sunt memorate numere din intervalul [1,10], ordonate crescător, iar într-o altă 
stivă, numere din intervalul [20,30], ordonate crescător. Să se concateneze cele două 
şiruri de numere, păstrând ordonarea crescătoare. (Indicaţie. Se răstoarnă a doua stivă 
într-o a treia stivă, se răstoarnă şi prima stivă în a treia, peste numerele din prima stivă, şi 
se extrag numerele din a treia stivă.) 

2. Se compară două stive fără a pierde conţinutul lor în urma extragerii de noduri.  
3. Se elimină din stivă numerele pare. 
4. Se memorează într-o stivă un şir de litere mici. Se citeşte de la tastatură o literă mică a alfa-

betului – lit. Să se creeze două stive: una va conţine literele din stiva iniţială care preced în 
alfabet litera lit şi alta va conţine literele din stiva iniţială care succed în alfabet litera lit 

5. Să se afişeze în ordine inversă numerele dintr-o listă liniară simplu înlănţuită. (Indicaţie. 
Se încarcă numerele din listă într-o stivă, în ordinea de parcurgere a listei, şi apoi se 
extrag şi se afişează numerele din stivă.) 

6. Se ordonează crescător un şir de numere, cu ajutorul a două stive. Determinaţi com-
plexitatea algoritmului. (Indicaţie. Se folosesc două stive. Se scrie un număr în Stiva 1. 
Se citeşte un număr. Dacă numărul din vârful Stivei 1 este mai mare decât numărul citit, 
atunci noul număr se adaugă la Stiva 1; altfel, se descarcă din Stiva 1 în Stiva 2 numere 
până când în vârful Stivei 1 ajunge un număr mai mare decât numărul citit, se adaugă la 
Stiva 1 numărul citit, şi se încarcă în Stiva 1 numerele din Stiva 2.) 

7. Să se verifice dacă o expresie aritmetică ce conţine paranteze este balansată, adică dacă 
fiecare paranteză deschisă este închisă corect. De exemplu, expresia (a+b+{c/[d-e]})+ 
(d/s) este balansată, iar expresia (a+b+{c/[d-e}])+(d/s) nu este balansată. (Indicaţie. Se 
codifică parantezele 1–(; 2– [; 3–{; 4–); 5–]; 6–}). Dacă stiva nu este vidă şi dacă diferenţa 
dintre codul dintre paranteza citită şi codul parantezei din vârful stivei este 3, atunci se 
elimină nodul din vârful stivei; altfel, se adaugă la stivă codul parantezei citite. Dacă stiva 
este vidă la terminarea evaluării expresiei, înseamnă că expresia este balansată.) 

2.6.7. Algoritmi pentru prelucrarea cozilor 
Cele două extremităţi ale cozii se numesc cap şi bază. Adăugarea de noduri la coadă se 
face prin nodul bază, iar extragerea şi consultarea unui nod este permisă numai prin 
extremitatea cap (se extrage cea mai veche informaţie adăugată).    

Implementarea dinamică a cozii se face la fel ca a unei liste liniare, cu deosebirea că: 
 primul nod al cozii va fi indicat de pointerul cap către tipul nod, iar ultimul nod al cozii va 

fi indicat de pointerul baza către tipul nod; 
 pentru adăugarea unui nod, se poate folosi numai algoritmul de adăugare după 

ultimul nod;  
 pentru extragerea unui nod se poate folosi numai algoritmul pentru eliminarea 

primului nod.  
Altfel spus, prelucrarea unei cozi se face de la cap spre bază şi se prelucrează întotdeauna 
nodul din capul cozii. Accesul la informaţia din acest nod se face cu cap->info. 

Coada vidă este coada care nu conţine nici un nod şi adresa nodului cap are valoarea 
NULL (cap = NULL;). În coada vidă nu se mai pot executa operaţii de extragere de 
noduri. Coada poate să ajungă să fie vidă în două cazuri: la iniţializare sau după 
extragerea ultimului nod. Pentru testarea unei cozi dacă este vidă se poate implementa 
funcţia operand este_vida() care va furniza valoarea 1 („adevărat“), dacă este vidă, şi 
valoarea 0 („fals“) dacă nu este vidă. 
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int este vida(nod *cap) 
{return cap==NULL;} 

Pentru prelucrări cu ajutorul cozii puteţi folosi următorii algoritmi: 
 iniţializarea cozii; 
 adăugarea unui nod la coadă; 
 extragerea unui nod din coadă; 
 consultarea nodului din capul cozii. 

2.6.7.1. Iniţializarea cozii 
Prin acest algoritm se creează coada care conţine un nod. În acest caz, nodurile cap şi 
bază vor avea aceeaşi adresă.  
Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală init() ai cărei parametri 
cap şi baza se transmit prin referinţă, deoarece sunt parametri de ieşire.  

void init(nod *&cap, nod *&baza) 
{cap=new nod; cap->info=x; cap->urm=NULL; baza=cap;} 

2.6.7.2. Adăugarea unui nod la coadă 
Nodul se adaugă la coadă ca succesor al bazei. Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se cere alocarea de memorie pentru nodul p. 
PAS2. Se scrie informaţia în nodul p. 
PAS3. Nodul p se leagă de nodul baza.  
PAS4. Nodul p adăugat devine nodul baza. 
Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală adauga() al cărei parametru 
baza se transmite prin referinţă deoarece este parametru de intrare-ieşire.  
void adauga(nod *&baza) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; baza->urm=p; baza=p;} 

2.6.7.3. Extragerea unui nod din coadă 
Nodurile se extrag din coadă pentru a putea consulta informaţia care există în nodurile 
următoare. Un nod se poate extrage numai în cazul în care coada nu este vidă. Se poate 
extrage numai nodul din capul cozii (se eliberează spaţiul care a fost ocupat de nod). În 
capul cozii va ajunge succesorul nodului extras. Paşii algoritmului sunt: 
PAS1. Se salvează adresa nodului cap în pointerul p. 
PAS2. Succesorul nodului cap devine nodul cap. 
PAS3. Se cere eliberarea zonei de memorie de la adresa memorată în pointerul p. 

Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală extrage() al cărei para-
metru cap se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void extrage(nod *&cap) 
{nod *p =cap; cap=cap->urm; delete p;} 

2.6.7.4. Prelucrarea cozii 
Prin acest algoritm se consultă informaţia din fiecare nod al cozii. Deoarece nu poate fi 
consultată decât informaţia din capul cozii, pentru a ajunge la un nod trebuie se 
extragă toate nodurile până la el. 
Implementarea algoritmului. Se foloseşte funcţia procedurală prelucrare() al cărei parame-
tru cap de tip nod se transmite prin referinţă, deoarece este parametru de intrare-ieşire.  

void prelucrare(nod *&cap) 
{while (cap!=NULL) {//se prelucrează cap->info 
                     extrage(cap);)} 
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Scop: exemplificarea modului în care, pentru rezolvarea problemei, folosiţi algoritmii de prelu-
crare a cozilor şi implementarea lor cu ajutorul subprogramelor.  

Enunţul problemei. Se citeşte dintr-un fişier text un şir de numere separate prin spaţiu 
care se depun într-o coadă în ordinea în care sunt citite din fişier. Să se elimine numărul din 
mijlocul cozii, dacă numărul de noduri este impar, şi cele două numere din mijloc, dacă 
numărul de noduri este par, iar numerele rămase în coadă să se scrie într-un fişier text. 
Pentru testarea programului se vor folosi două seturi de numere: {1, 2, 5, 3, 4} şi {1, 2, 5, 4}. 
În prelucrarea cozilor, pentru a putea ajunge la informaţia care trebuie prelucrată, trebuie 
extrase toate nodurile până la nodul care conţine acea informaţie, deoarece nu poate fi pre-
lucrată decât informaţia din capul cozii. Pentru a nu se pierde informaţia din nodurile extrase, 
ele vor fi descărcate într-o altă coadă (de rezervă), iar după prelucrarea informaţiei, nodurile 
vor fi descărcate în continuare în coada de rezervă, până când coada iniţială devine vidă. 

Problema se descompune în următoarele subprobleme, iar algoritmul de rezolvare a unei 
subprobleme este implementat cu ajutorul unui subprogram: 
P1 Se creează coada cu numerele citite din fişier (nodurile cap şi baza) – subprogramul 

creare(). 
P2 Se descarcă coada într-o altă coadă (nodurile cap r şi baza r) până la nodurile care 

trebuie eliminate – subprogramul descarca 1().  
P3 Se extrage nodul sau se extrag nodurile din mijlocul cozii – subprogramul extrage().  
P4 Se descarcă restul nodurilor din coadă (nodul cap) în coada de rezervă (nodul 

baza_r) – subprogramul descarca_2().  
P5 Se scriu numerele din coada de rezervă (nodul cap r) în fişierul text  – subprogramul 

salveaza().  

#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod *urm;}; 
fstream f1("coada1.txt",ios::in),f2("coada2.txt",ios::out); 
int x,n,i,j; 
void init(nod *&cap,nod *&baza) 
{cap=new nod; cap->info=x; cap->urm=NULL; baza=cap;} 
int este vida(nod *cap) {return cap==NULL;} 
void adauga(nod *&baza) 
{nod *p=new nod; p->info=x; p->urm=NULL; baza->urm=p; baza=p;} 
void extrage(nod *&cap) {nod *p=cap; cap=cap->urm; delete p;} 
void creare(nod *&cap, nod *&baza) 
{f1>>x; init(cap,baza); n++;  

Consultarea nodului care conţine numărul 3 
coada  coada          coada 

1 2 3 4 5  3 4 5  cap=NULL 
cap    bază  cap  bază    
   
coada de rezervă  coada de rezervă  

1 2     1 2 3 4 5  

cap_r baza_r    cap_r    baza_r 

descarcă descarcă

consultă
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 while (f1>>x) {adauga(baza); n++;}} 
void descarca 1(nod *&cap,nod *&cap r, nod *&baza_r) 
{x=cap->info; extrage(cap); init(cap r,baza r);i++; 
 while (i<j) {x=cap->info; extrage(cap); adauga(baza_r);i++;}} 
void descarca 2(nod *&cap,nod *&baza r) 
{while (!este_vida(cap)) 
  {x=cap->info; extrage(cap); adauga(baza_r);}} 
void salveaza(nod *&cap) 
{while (!este_vida(cap)) {f2<<cap->info<<" "; extrage(cap);}} 
void main() 
{nod *cap,*baza,*cap r,*baza r; creare(cap,baza); f1.close(); 
if (n%2==0) j=n/2-1; else j=n/2; 
descarca_1(cap,cap r,baza r); extrage(cap); 
if (n%2==0) extrage(cap); 
descarca 2(cap,baza r); salveaza(cap r); f2.close();} 

Fiecare problemă se va descompune în subprobleme şi algoritmul 
pentru rezolvarea unei subprobleme se va implementa cu un subpro-
gram. Datele se transmit între subprograme cu ajutorul parametrilor de 

comunicaţie şi nu al variabilelor globale. Se creează cozi în nodurile cărora se memo-
rează numere întregi. Şirul de numere se citeşte dintr-un fişier text în care sunt memorate 
pe acelaşi rând, separate prin spaţiu. Se vor alege seturi de date de intrare astfel încât să 
se verifice algoritmul pe toate traseele lui.   
1. Se elimină din coadă numerele pare. 
2. Se verifică dacă numerele dintr-o coadă sunt ordonate (crescător sau descrescător). 
3. Se concatenează două cozi, adăugând a doua coadă la sfârşitul primei cozi. 
4. Se formează din două cozi o a treia coadă care conţine mai întâi numerele pare din pozi-

ţiile impare din prima coadă şi apoi numerele impare din poziţiile pare din a doua coadă.  
5. Se inversează ordinea numerelor dintr-o coadă cu ajutorul unei stive. 

2.6.8. Aplicaţii practice 
1. Analiza lexicală a unui text. Să se afişeze, în ordine alfabetică, cuvintele dintr-un text 

şi frecvenţa lor de apariţie în text. 
2. Există două automate care eliberează bonuri de ordine pentru o coadă de aşteptare. Pe 

fiecare bon de ordine este trecut numărul bonului şi momentul la care a fost eliberat 
(exprimat în oră, minut şi secundă). Bonurile au numere unice. Deservirea persoanelor 
se face în ordinea momentului de eliberare a bonurilor. Să se organizeze o coadă de 
aşteptare pe baza bonurilor emise de cele două automate. 

3. Jocul lui Josephus. Într-un grup de n copii, aceştia sunt aranjaţi în cerc şi sunt număraţi 
începând cu primul copil până la numărul k. Copilul care are numărul k iese din joc, iar 
numărătoarea începe din nou de la 1 cu următorul copil. Să se afişeze ordinea de ieşire 
din joc a copiilor. Se vor implementa două soluţii, folosind o structură de date de tip:  
a) coadă;    b) listă circulară simplu înlănţuită.  

4. Să se simuleze, cu ajutorul unei stive, o maşină de adunat şi multiplicat. Numerele se 
introduc într-o stivă – şi operaţia se încheie atunci când se citeşte de la tastatură 
operatorul „+” (pentru adunarea numerelor) sau operatorul „*” (pentru înmulţirea 
numerelor). Se mai folosesc: caracterul „A”, pentru a anula ultimul număr introdus, şi 
caracterul „C”, pentru a anula toate numerele introduse. 

Temă 
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5. Un automobil trebuie să parcurgă un traseu care formează un poligon, cu întoarcere la staţia 
de pornire. Pe traseu există n staţii de alimentare cu carburant care formează vârfurile poli-
gonului. Fiecare staţie de alimentare i este caracterizată de coordonatele (xi,yi). Automobilul 
consumă 1 litru de carburant la fiecare 20 km şi nu există restricţie pentru capacitatea rezer-
vorului. Se citesc dintr-un fişier text următoarele informaţii: de pe primul rând numărul de sta-
ţii n, de pe următorul rând un şir de n numere ci care reprezintă cantitatea de combustibil cu 
care este alimentat la staţia i, iar de pe următorul rând n perechi de numere xi şi yi care re-
prezintă coordonatele staţiei i. Din ce punct trebuie să plece automobilul astfel încât să par-
curgă traseul cu întoarcere în punctul de pornire şi să nu rămână fără combustibil. 

Pentru exerciţiile următoare, dacă nu se specifică semnificaţia variabilelor de memorie, se 
folosesc următoarele date: 

struct nod {int info;    
            nod *urm;}; 
nod *prim,*ultim,*p,*q,*r,*u,*vf,*cap,*baza;  
int x,k;       

Răspundeţi: 
1. Analizaţi din punct de vedere al complexităţii algoritmii pentru prelucrarea listelor. Se 

va folosi în determinarea complexităţii timpul maxim de execuţie. Pentru compararea 
algoritmilor completaţi următorul tabel: 
 Lista simplu înlănţuită Lista dublu înlănţuită 
 Neordonată Ordonată Neordonată Ordonată 
Caută (L,k)     
Adaugă (L,x)     
Elimină (L,x)     
Succesorul (L,x)     
Predecesorul (L,x)     
Minim (L)     
Maxim (L)     

2.  O listă simplu înlănţuită conţine, în ordine, următoarele noduri: 2  4  6   8  10 
 12  14  16  18  20. Ce se va afişa în urma execuţiei următoarei secvenţe 
de program? 
for(p=prim,k=1;k<5;k++,p=p->urm); cout<< p->info; 

3. O listă simplu înlănţuită conţine, în ordine, următoarele noduri: 1  2  3  4  5 
 6  7  8. Ce se va afişa în urma execuţiei următoarei secvenţe de program? 

for(k=0,p=prim;p->urm!=NULL; p=p->urm) if (p->info%2) k+= p->info; 
cout<<k; 

4. Ce se va afişa în urma execuţiei următoarei secvenţe de program, dacă lista simplu 
înlănţuită conţine, în ordine, următoarele noduri: 1  2  3  4  5? Dar dacă 
nodurile ei sunt, în ordine: 1  0  3   0  5? 
for(p=prim; p->info!=0;p=p->urm); cout<<p->info; 

5. Ce se va afişa în urma execuţiei următoarei secvenţe de program, dacă lista simplu 
înlănţuită conţine, în ordine, următoarele noduri: 1  2  3  7  8  9? Dar dacă 
nodurile ei sunt, în ordine: 1  2  4   5  7  8? 
for(k=0,p=prim;p->info!=0;p=p->urm) 
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  if (p->urm->info-p->info==1) k++; 
cout<<k; 

Adevărat sau Fals: 

1. Dacă p este primul nod al listei, pentru a afişa informaţia din al doilea nod se execută 
secvenţa de instrucţiuni: p=p->urm; cout<<p->info;  

2. Dacă p este primul nod al listei, pentru a afişa informaţia din al doilea nod se execută 
instrucţiunea: cout<<p->urm->info; 

3. Dacă p este primul nod al listei, pentru a afişa informaţia din al treilea nod se execută 
instrucţiunea: cout<<p->urm->urm->info; 

Alegeţi: 
1. Dacă p este primul nod al listei, iar q al doilea nod al listei, prin ce instrucţiune se 

leagă nodul p de nodul q? 
a.  p=q;     b.  q=p->urm;      c.  p=q->urm;               d.  p->urm=q;  

2. Care dintre următoarele variante realizează corect legăturile în cazul inserării unui 
nod nou într-o listă simplu înlănţuită, dacă nodul nou are adresa p, iar nodul după 
care se inserează are adresa q? 
a.    p->urm=q; q->urm=p->urm; b.    p->urm=q->urm; q->urm=p; 
c.    q->urm=p->urm; d.    p->urm=q->urm; p->urm=q; 

3. Dacă p este primul nod al listei, ce instrucţiune trebuie executată pentru a afişa 
informaţia memorată în al treilea nod?  

a.   cout<<p->urm->urm->info->info; b.    cout<<p->urm->info->urm->info; 
c.   cout<<p->urm->urm->info; d.    cout<< p->urm->urm->urm->info; 

4. Dacă p, q şi r sunt trei noduri consecutive ale listei, pentru a interschimba nodul q cu 
nodul r, care dintre secvenţele de instrucţiuni este corectă?  
a.   r->urm=q; q->urm=r->urm; p->urm=r; 
b.   p->urm=r; r->urm=q; q->urm=r->urm; 
c.   q->urm=r->urm; r->urm=q; p->urm=r; 
d.   r->urm=q; p->urm=r; q->urm=r->urm; 

5. Dacă p este un nod al listei şi q un pointer către tipul nod, care dintre secvenţele de 
instrucţiuni următoare realizează corect legăturile astfel încât să se elimine din listă 
cele două noduri care urmează după nodul p? 

a.  p->urm=p->urm->urm->urm->urm; b.    p->urm=p->urm->urm; 
c.  p->urm->urm=p->urm->urm->urm; d.    q=p->urm; p->urm=q->urm->urm; 

6. Dacă L1 este o listă organizată ca stivă, stabiliţi care este adresa corectă de 
extragere din stivă: 

a.    delete p; p=p->urm;  b.    r=p->urm; p=r; delete p; 
c.    r=p; p=p->urm; delete p; d.    r=p->urm; p=r; delete r; 

7. Care dintre următoarele secvenţe de program calculează, în variabila k, suma ele-
mentelor din lista simplu înlănţuită: 
a. for(k=0,p=prim;p!=NULL;p= p->urm) k+= p->info; 
b.    for(k=0,p=prim; p->urm!=NULL;p= p->urm)  k+=p->info; 
c .   k=0; p=prim; while (p!=NULL) {k+= p->info; p= p->urm;} 
d.    p=prim; k= p->info; 
   do {p= p->urm; k+= p->info;} while (p->urm!=NULL); 

În următorii 7 itemi, variabilele p şi q memorează adresele de început ale listelor 
liniare simplu înlănţuite nevide L1 şi respectiv L2. Elementele listelor sunt de tipul nod.  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
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r=p->urm; 
while (r!=p && r) 
     r=r->urm; 

n=0; r=p; 
while (egale(r,p) && r) 
   {r=r->urm; n++;} 

8. Trebuie mutat primul element al listei L1 imediat după primul element al listei L2, în 
rest listele rămânând neschimbate. Care dintre următoarele atribuiri sunt necesare şi 
în ce ordine se efectuează?  1) r=q->urm;  2) r=p->urm; 3) q->urm=p; 4) p=r; 
5) p->urm=r; 6) p->urm =q->urm; 

a.  1 6 3 4         b.  1 3 5   c.  2 6 3 4         d.  2 3 6 4  
9. Trebuie mutat primul element al listei L1 imediat după primul element al listei L2, în 

rest listele rămânând neschimbate. Care dintre următoarele atribuiri sunt necesare şi 
în ce ordine se efectuează?  1) r=q->urm;  2) r=p->urm; 3) q->urm=p; 4) p=r; 
5) p->urm=r; 6) p->urm =q->urm; 

a.  1 6 3 4         b.  1 3 5   c.  2 6 3 4         d.  2 3 6 4  

10. Dacă la sfârşitul executării secvenţei alăturate valoarea 
variabilei r este nulă, atunci lista L1: 

a.    are cel puţin două elemente  b.    este vidă 
c.    este incorect constituită d.    nu este circulară 

11. Funcţia egale(ad1,ad2) returnează valoarea 1 dacă şi numai dacă informaţiile utile 
memorate la adresele ad1 şi ad2 coincid, altfel returnează valoarea 0. Secvenţa 
alăturată calculează în variabila întreagă n numărul de elemente din lista L1: 
a. distincte consecutive aflate la începutul listei  
b. egale consecutive aflate la începutul listei 
c. care sunt egale cu primul element 
d. care sunt egale două câte două 

12. Dacă L1 este o coadă, cu p adresa primului element şi u adresa ultimului element, iar 
r este adresa unui element ce urmează a fi adăugat în coadă, stabiliţi care dintre 
următoarele este o operaţie corectă de adăugare: 

a.    r=u->urm; u=r; b.    r->urm=p; p=r; 
c.    u->urm=r; u=r; d.    r->urm=u; u=r; 

13. Pentru a uni listele L1 şi L2 plasând lista L1 în continuarea listei L2, se efectuează 
operaţiile: 
a. r=q; while (r->urm) {r=r->urm; r->urm=p;}  
b. r=p; while (r) r=r->urm; r=q; 
c. r=q; while (r->urm) r=r->urm; r->urm=p; 
d. r=p; while (r->urm) r=r->urm; r->urm=q; 

14. Pentru a determina numărul de elemente ale listei L1 se utilizează o variabilă 
întreagă n astfel: 
a. n=0; r=p; while (r->urm) {r=r->urm; n++;}  
b. n=0; r=p; while (r) r=r->urm; n++; 
c. n=0; r=p; while (r) {r=r->urm; n++;} 
d. n=0; r=p; do {n++;} while (r) 

În următorii 6 itemi, variabilele p şi u memorează adresa primului, respectiv a ultimului 
element al listei liniare simplu înlănţuite nevide L. Elementele listelor sunt de tipul nod.  

(Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 
15. Ştiind că L este formată din 4 elemente, atunci adresa penultimului element este: 

a.  p->urm->urm->     b.  p->urm->urm    c.  p->urm d.  p->urm->urm->urm  

16. Elementele din lista L aflate la adresele q şi r sunt vecine (consecutive) în listă dacă 
şi numai dacă:  

a.    q->urm == r->urm b.    r->urm == q && q->urm == r 
c.    q->urm == r || r->urm == q d.    q == r 
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r=p; 
while (r!=q && r) 
       r=r->urm; 

17. Ştiind că este definită o funcţie cnt astfel încât cnt(a1,a2) returnează numărul de 
elemente situate în listă între elementele de la adresa a1 şi a2 (fără a număra 
elementele de la adresele respective), care dintre următoarele expresii arată al 
câtelea este elementul memorat la adresa q în lista L?  

a.  cnt(p,q)+2    b.  cnt(q,u)+2     c.  cnt(q,u)+1     d.  cnt(p,q)+1 

18. Este definită o funcţie min astfel încât min(a1,a2) returnează valoarea 1 dacă şi 
numai dacă cel puţin unul dintre elementele memorate la adresele a1 şi a2 se află în 
lista L şi returnează valoarea 0 în caz contrar. Care dintre următoarele expresii are 
valoarea 1 dacă şi numai dacă elementul de la adresa q se află în lista L? 

a.  min(p,q)    b.  min(q,u)  c.  min(p,u)  d.  min(q,q) 

19. Un element aflat la adresa q face parte din lista L dacă la 
sfârşitul executării secvenţei alăturate variabila r are valoarea:  

a.  1     b.  p       c.  q       d.  NULL / 0 

20. Lista L are exact două elemente dacă: 
a.    p->urm==u b.    u->urm==NULL / !u->urm 
c.    p=u d.    p->urm==NULL / !p->urm 

21. Dacă în variabila p este memorată iniţial adresa primului nod al unei liste simplu 
înlănţuite cu cel puţin 10 elemente, pentru a obţine în variabila p adresa penultimului 
nod al listei se execută secvenţa: 

a.    while (!p) p->urm; b.    while (!p->urm) p->urm; 
c.    while (p->urm->urm) p->urm; d.    while (p->urm) p->urm; 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 
22. Ştiind că într-o listă circulară simplu înlănţuită cu cel puţin două elemente, adresele p şi 

q reprezintă adresele a două elemente distincte din listă, atunci elementul memorat la 
adresa p este succesorul elementului memorat la adresa q în listă dacă şi numai dacă: 

a.    p->urm == q; b.    q->urm == p 
c.    p->urm == q->urm; d.    q->urm->urm == p 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2004) 
23. Dacă într-o listă circulară simplu înlănţuită, cu cel puţin 4 elemente, se cunoaşte 

adresa p a unui element din listă, atunci este accesibilă adresa elementului din listă 
precedent celui aflat la adresa p? 
a. Nu.  
b. Da, în orice situaţie. 
c. Da, numai dacă p este adresa primului element al listei. 
d. Da, numai dacă p este adresa ultimului element al listei. 

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
24. Într-o listă liniară simplu înlănţuită nevidă, pentru eliminarea elementului ce urmează 

după elementul aflat la adresa p (elementul de la adresa p nu este nici primul, nici 
ultimul) un elev utilizează trei instrucţiuni simple (nestructurate). Care dintre instruc-
ţiunile următoare poate fi una dintre cele trei? 

a.    p->urm->urm = p; b.    dispose(p) 
c.    p->urm = p->urm->urm; d.    p->urm = p 

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
25. Nodurile unei liste dublu înlănţuite reţin în câmpurile info, adp şi adu o informaţie 

numerică, adresa nodului precedent şi respectiv adresa nodului următor. Ştiind că lista 
este corect construită şi că două noduri p şi q ale acesteia se învecinează, atunci: 

a.  p->adp==q->adu    b.  p->adu==q->adu c.  p->adu==q   d.  p->adp==q->adp  
(Bacalaureat – Simulare 2006) 
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 q=p->adu->adp;
 p=q->adu; 
 p->adp=NULL; 
 delete q;     

26. Dacă într-o listă liniară simplu înlănţuită adresa de început a listei este p, iar adresa de 
sfârşit este u, atunci transformarea listei în listă circulară se realizează prin instrucţiunea: 

a.  p->urm=u     b.  p=u->urm    c.  u->urm=p   d.  u=p->urm  
(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 

27. Se consideră o listă simplu înlănţuită ale cărei noduri reţin în câmpul urm adresa nodului 
următor al listei sau NULL dacă nu există un nod următor. Pentru inserarea unui nod aflat 
la adresa p imediat după un nod al listei aflat la adresa q, se utilizează unele dintre urmă-
toarele atribuiri: 1) p->urm=q; 2) q->urm=p; 3) p=q->urm; 4) q=p->urm;  
5) p->urm =q->urm; 6) q->urm=p->urm;. Stabiliţi care dintre acestea se utilizează 
şi în ce ordine: 

a.  3 6      b.  2 4      c.  5 2     d.  2 3  
(Bacalaureat – Simulare 2006) 

28. Variabila vf memorează adresa elementului din vârful stivei. Fiecare element al stivei 
memorează într-un câmp adr adresa următorului element din stivă. Variabila q poate 
memora adresa oricărui element al stivei. Să se realizeze eliminarea elementului din 
vârful stivei: 

a. q->adr=vf;vf->adr=q;delete q; b.  q=vf->adr;vf=q->adr;delete q; 
c. q=vf;vf=vf->adr; delete vf;  d.  q=vf;vf=q->adr; delete q;  

 (Bacalaureat – Simulare 2003) 
29. O listă liniară simplu înlănţuită cu adresa de început memorată în variabila p este 

vidă dacă: 
a.    *p==NULL / !*p b.    p==NULL / !p 
c.    p!=NULL / p d.    *p!=NULL / *p 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 
30. Într-o listă dublu înlănţuită cu cel puţin 4 elemente, fiecare ele-

ment reţine în câmpul adp şi adu adresa elementului prece-
dent şi respectiv următor din listă. Dacă p reprezintă adresa 
primului element din listă, iar q este de acelaşi tip cu p, atunci 
secvenţa alăturată realizează:  
a.  interschimbarea primelor două componente b.  eliminarea primului element 
c.  eliminarea celui de-al doilea element d.  eliminarea ultimului element 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2005) 
31. Într-o listă dublu înlănţuită cu cel puţin 4 elemente, fiecare element reţine în câmpul 

adp şi adu adresa elementului precedent şi respectiv următor din listă. Dacă p 
reprezintă adresa primului element din listă, atunci p->adu->adu->adp este 
a.  adresa primului element b.  adresa celui de-al doilea element 
c.  adresa celui de-al treilea element d.  adresa celui de-al patrulea element 

(Bacalaureat – Simulare 2005) 
32. Într-o listă circulară simplu înlănţuită fiecare element reţine în câmpul next adresa 

elementului următor. Ştiind că, pentru variabila p ce memorează adresa unui element 
oarecare din listă, este adevărată relaţia p->next=p, atunci lista este formată din: 

a.  zero componente     b.  o componentă      c.  2 componente   d.  minim 3 componente  
(Bacalaureat – Sesiunea august-septembrie 2005) 

33. Dacă vf indică ultimul nod al stivei, care dintre următoarele expresii trebuie să fie 
adevărate, pentru ca stiva să fie vidă? 

a.    vf==NULL b.    vf->urm==0 
c.    vf->urm==NULL d.    vf==0 
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34. Dacă vf indică ultimul nod al stivei, iar q un pointer către tipul nod, care dintre 
următoarele secvenţe de instrucţiuni extrage nodul din vârful stivei? 
a. q=vf->urm;vf=q->urm;delete q; b.  q=vf;vf=vf->urm;delete q;  
c. q=vf;vf=q->urm;delete q;  d.  q=vf;vf=q->urm;delete q;  

35. Dacă variabila cap memorează adresa primului nod din coadă şi variabila baza 
memorează adresa ultimului nod din coadă, care dintre următoarele expresii trebuie 
să fie adevărate, pentru a avea o coadă vidă? 

a.  baza==NULL     b.  cap->urm==baza    c.  cap==baza  d.  cap==NULL  

Miniproiecte: 

Observaţie: Pentru realizarea următoarelor miniproiecte se va lucra în echipă. Profe-
sorul va numi conducătorii de proiect, le va distribui proiectele şi le va aloca un buget pentru 
realizarea lor (pentru simplificare, bugetul va fi folosit numai pentru plata membrilor echipei 
care vor realiza proiectul). Conducătorii de proiect vor negocia cu profesorul termenul de 
predare a aplicaţiei, echipa cu care o vor realiza, şi, dacă este cazul, bugetul care li s-a 
alocat iniţial. Pe timpul realizării aplicaţiilor, membrii echipelor pot migra de la o echipă la 
alta, cu condiţia să rămână încadraţi într-una dintre echipe, iar migraţia să se facă numai cu 
acceptul conducătorilor echipelor între care migrează. Fiecare echipă va fi formată din: 
 Conducătorul proiectului îşi va forma echipa şi va distribui sarcinile pentru fiecare 

membru, negociind iniţial suma repartizată din bugetul alocat pentru realizarea sarcinii. Va 
fixa termene de execuţie pentru fiecare membru al echipei şi va urmări modul în care sunt 
respectate aceste termene. În cazul în care unul dintre membrii echipei nu îşi realizează 
corect şi la timp sarcinile, va redistribui o parte dintre sarcini între ceilalţi membri ai echipei, 
renegociind suma din buget alocată fiecăruia dintre ei. La sfârşit, va da calificative fiecărui 
membru al echipei, în funcţie de modul în care şi-au respectat termenele, de modul în 
care au cooperat cu ceilalţi membrii ai echipei şi de calitatea lucrărilor executate. 

 Analistul va analiza cerinţele informaţionale ale aplicaţiei, va determina funcţiile apli-
caţiei şi va elabora modul de rezolvare (datele şi structurile de date folosite, procesele 
în care este descompusă aplicaţia – care vor fi implementate cu subprograme – şi 
meniul care asigură interfaţa cu utilizatorul). În realizarea acestor sarcini va fi ajutat şi 
îndrumat de conducătorul proiectului.  

 Grupul de programatori (numărul lor trebuie să fie stabilit în funcţie de dimensiunea 
proiectului) va implementa în limbajul de programare soluţia găsită de analistul echipei. 
Conducătorul proiectului le va repartiza subprogramele pe care le vor realiza şi specifica-
ţiile fiecărui subprogram: datele de intrare, datele de ieşire şi funcţia subprogramului. 

 Testorul va testa aplicaţia. El va trebui să aleagă seturi de date de intrare astfel încât 
să găsească erorile de logică şi de execuţie ale aplicaţiei. 

 Documentaristul va întocmi documentaţiile aplicaţiei: documentaţia pentru beneficiar 
şi documentaţia pentru proiectantul aplicaţiei.  

La terminarea proiectului membrii echipelor vor primi note pentru evaluarea activităţii lor. 
Sistemul de evaluare trebuie să ţină cont de veniturile realizate pentru munca depusă, de 
calificativul obţinut de la conducătorul de proiect şi de calitatea muncii evaluată de profesor.      

1. Pentru biblioteca şcolii sunt aduse cărţi de la mai multe edituri. Cărţile trebuie organizate 
în ordinea alfabetică a autorilor, şi pe fiecare autor în ordinea alfabetică a titlurilor. Este 
posibil ca pentru acelaşi autor şi acelaşi titlu să se primească mai multe exemplare. Se 
va folosi câte o stivă pentru fiecare autor, în care se va simula teancul de titluri primite, 
pentru fiecare titlu memorându-se şi numărul de exemplare. Numele autorilor şi adresa 
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vârfului stivei de cărţi asociate se vor memora într-o listă ale cărei elemente conţin în 
informaţia utilă două câmpuri: un câmp de tip şir de caractere pentru numele autorului şi 
un câmp de tip pointer căte tipul nod al stivei pentru vârful stivei. Scrieţi o aplicaţie care 
să asigure următoarele operaţii prin intermediul unui meniu:  
a. Distribuirea pe autori şi titluri a unui teanc de cărţi sosit de la o editură. 
b. Afişarea titlurilor şi a numărului de exemplare ale unui autor al cărui nume se citeşte 

de la tastatură.  
c. Afişarea în ordine alfabetică a autorilor şi a numărului de titluri şi de exemplare 

pentru fiecare autor. 
d. Numele autorilor cu cele mai multe, respectiv cu cele mai puţine titluri.  
e. Numele autorilor cu cele mai multe, respectiv cu cele mai puţine exemplare.  

2. La un concurs participă mai mulţi candidaţi identificaţi după nume şi prenume. Fiecare 
candidat primeşte la înscriere un număr de identificare. Concursul constă în trei probe, 
notele putând lua valori de la 1 la 10. Rezultatul concursului se stabileşte pe baza medi-
ei aritmetice a notelor primite. Trebuie prevăzute două variante de admitere a candida-
ţilor: sunt admişi toţi candidaţii care au o medie mai mare decât m şi sunt admişi, în 
ordinea mediilor, primii k candidaţi (valorile pentru m şi k se citesc de la tastatură). 
Scrieţi o aplicaţie care să asigure următoarele operaţii prin intermediul unui meniu:    
a. Înscrierea unui nou candidat la concurs. 
b. Retragerea unui candidat din concurs. 
c. Completarea notelor şi calcularea mediei pentru fiecare candidat. 
d. Modificarea informaţiilor despre un candidat. 
e. Afişarea candidaţilor admişi în fiecare dintre cele două variante în ordinea descres-

cătoare a mediilor. 
f. Afişarea candidaţilor admişi în fiecare dintre cele două variante în ordinea alfabetică 

a numelui şi prenumelui.    
3. Într-un depou există o linie pe care se găsesc mai multe locomotive, aranjate în ordinea 

în care au intrat în depou, şi o linie pe care se 
găsesc mai multe vagoane, aranjate în ordinea în 
care au intrat în depou. Fiecare locomotivă şi 
fiecare vagon are un număr de identificare. În plus, 
pentru fiecare vagon este precizată şi clasa (clasa 
1 şi clasa 2).  Pentru linia care conţine locomotivele 
există un triaj cu k linii de manevră. Valoarea 
pentru k se citeşte de la tastatură. În triajul vagoa-
nelor există o linie de intrare şi o linie de ieşire pe care depla-
sarea se poate face numai în sensul săgeţilor şi o linie de 
ma-nevră pe care deplasarea se poate face în ambele 
sensuri. Scrieţi o aplicaţie care să asigure următoarele 
operaţii prin inter-mediul unui meniu:       
a. Intrarea unei locomotive în depou. 
b. Afişarea locomotivelor din depou. 
c. Intrarea unui vagon în depou. 
d. Afişarea vagoanelor din depou, precizându-se câte 

vagoane sunt de clasa 1 şi câte sunt de clasa 2. 
e. Formarea unei garnituri. Garnitura este formată dintr-o 

locomotivă cu numărul de iden-tificare p şi n vagoane, dintre care m vagoane sunt de 
clasa 1 (valorile pentru p, n şi m se citesc de la tastatură). 
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2.7. Graful 
2.7.1. Definiţia matematică a grafului 
Se numeşte graf (G) o pereche ordonată de mulţimi (X,U), unde X este o mulţime finită şi 
nevidă, iar U o mulţime de perechi formate cu elemente distincte din mulţimea X (familie 

de submulţimi cu două elemente din mulţimea X).  

Terminologie: 

 Elementele mulţimii X se numesc vârfuri sau noduri. Mulţimea X se mai numeşte şi 
mulţimea vârfurilor sau mulţimea nodurilor grafului G. Ea este de forma: 

X = {x1, x2, x3, ..., xi, ..., xn} 

unde xi reprezintă nodul i al grafului G care are n noduri. 

 Ordinul grafului reprezintă numărul de noduri ale grafului, n: 

ordinul grafului = card(X) = n 

 Elementele mulţimii U sunt perechi de noduri, adică submulţimi cu două elemente din 
mulţimea X şi se notează cu uk. Elementul uk este definit de perechea de forma {xi, xj}, 
unde xi, xj X şi xixj (elemente distincte din mulţimea X). Elementul uk leagă nodurile xi 
şi xj şi se notează astfel: [xi, xj]. Mulţimea U este de forma: 

U={u1, u2, u3, ..., uk, ..., um} 

Clasificarea grafurilor: 

Criteriul de clasificare folosit este proprietatea de simetrie a mulţimii U. 

Mulţimea U are proprietatea de simetrie dacă şi numai dacă,  
pentru orice pereche de noduri (xi, xj), dacă {xi, xj}U, atunci şi {xj, xi}U  

În funcţie de proprietatea de simetrie, grafurile se clasifică în: 
 Grafuri neorientate. Un graf G=(X,U) este un graf neorientat dacă mulţimea U are 

proprietatea de simetrie. Mulţimea U este formată din perechi neordonate {xj, xi}. 
 Grafuri orientate. Un graf G=(X,U) este un graf orientat dacă mulţimea U nu are 

proprietatea de simetrie. Mulţimea U este formată din perechi ordonate {xj, xi}.   

Pentru a identifica tipul de graf pe care îl veţi folosi pentru a reprezenta datele, definiţi rela-
ţia dintre nodurile grafului şi verificaţi dacă relaţia are proprietatea de simetrie, astfel:    
 Dacă nodul x în relaţie cu nodul y implică şi că nodul y este în relaţie cu nodul x, atunci 

graful este neorientat. 
 Dacă nodul x în relaţie cu nodul y nu implică şi că nodul y este în relaţie cu nodul x, 

atunci graful este orientat. 

Scop: identificarea tipului de graf pe care îl folosiţi pentru a rezolva problema. 

Enunţul problemei 1. Pe harta unui judeţ există mai multe localităţi care sunt legate prin 
şosele pe care se circulă în ambele sensuri. Să se identifice traseele pe care se poate 
ajunge de la localitatea A la localitatea B. 
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Nodurile grafului sunt localităţile. Relaţia care se stabileşte între nodurile grafului este: 
nodul x este în relaţie cu nodul y, dacă există o şosea care leagă direct localitatea asociată 
nodului x cu localitatea asociată nodului y. Relaţia are proprietatea de simetrie, deoarece 
şoseaua care leagă direct localitatea asociată nodului x cu localitatea asociată nodului y 
leagă direct şi localitatea asociată nodului y cu localitatea asociată nodului x. Pentru 
reprezentarea căilor de comunicaţie dintre localităţi se va folosi un graf neorientat. 

Enunţul problemei 2. Pe harta unui cartier există mai multe intersecţii care sunt legate 
de străzi. Pe unele străzi se poate circula în ambele sensuri, pe alte străzi numai într-un 
anumit sens. Să se identifice traseele prin care se poate ajunge de la intersecţia A la 
intersecţia B.      
Nodurile grafului sunt intersecţiile. Relaţia care se stabileşte între nodurile grafului este: nodul 
x este în relaţie cu nodul y, dacă există trafic care leagă direct intersecţia asociată nodului x 
cu intersecţia asociată nodului y (se poate circula de la nodul x la nodul y). Relaţia nu are 
proprietatea de simetrie deoarece, dacă există o stradă care leagă direct intersecţia asociată 
nodului x cu intersecţia asociată nodului y şi pe această stradă există trafic de la nodul x la 
nodul y, nu este obligatoriu ca pe acea stradă să existe trafic şi de la nodul y la nodul x. 
Pentru reprezentarea traficului auto dintre intersecţii se va folosi un graf orientat. 

Enunţul problemei 3. La nivelul unui grup de persoane se face un studiu social. Între 
persoane se stabilesc relaţii de prietenie, dar şi relaţii de simpatie. Să se descrie cu 
ajutorul grafului relaţiile dintre persoane.     
Nodurile grafului sunt membrii grupului de persoane. Între persoane se pot stabili relaţiile: 
 Relaţia de prietenie este o relaţie definită astfel: persoana x este în relaţie cu persoana 

y, dacă este prietenă cu ea. Relaţia este simetrică deoarece, dacă persoana x este 
prietenă cu persoana y, atunci şi persoana y este prietenă cu persoana x (relaţia de 
prietenie presupune reciprocitate). Pentru reprezentarea relaţiilor de prietenie dintre 
membrii grupului se va folosi un graf neorientat. 

 Relaţia de simpatie este o relaţie definită astfel: persoana x este în relaţie cu persoana 
y, dacă o simpatizează. Relaţia nu este simetrică deoarece, dacă persoana x 
simpatizează persoana y, nu este obligatoriu ca persoana y să simpatizeze persoana x 
(relaţia de simpatie nu presupune reciprocitate). Pentru reprezentarea relaţiilor de 
simpatie dintre membrii grupului se va folosi un graf orientat. 

1. Prin ce tip de graf va fi reprezentat un grup de persoane între care  
s-au stabilit relaţii de vecinătate? 

2. Prin ce tip de graf va fi reprezentat un grup de persoane între 
care s-au stabilit relaţii de cunoştinţă? 

2.7.2. Graful neorientat 
2.7.2.1. Terminologie 

 Elementele mulţimii U (perechile de noduri) se numesc muchii. Mulţimea U se mai 
numeşte şi mulţimea muchiilor grafului G. O muchie, fiind un element din mulţimea U, 
este determinată de o submulţime cu două elemente din mulţimea X: muchia k a 
grafului (uk), care uneşte nodurile xi şi xj, este determinată de submulţimea {xi, xj} şi se 
notează cu [xi, xj]. [xi, xj] şi [xj, xi] reprezintă aceeaşi muchie a grafului. Graful G are 
m muchii:  

numărul de muchii = card(U) = m 

Temă 
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 Numim noduri adiacente orice pereche de noduri care formează o muchie – {xi,xj}U. 
Fiecare dintre cele două noduri (xi şi xj) este nod incident cu muchia uk = [xi,xj]. 

 Nodurile vecine unui nod xi sunt toate nodurile xj care sunt adiacente cu el. 
 Se numeşte nod extrem al unei muchii oricare dintre cele două noduri care se găsesc 

la capătul muchiei. Nodurile xi şi xj sunt extremităţile muchiei [xi, xj]. 
 Se numesc muchii incidente două muchii ui şi uj care au o extremitate comună – 

nodul xk. 
Un graf neorientat G este definit de o pereche de mulţimi:  

mulţimea nodurilor sale – X şi mulţimea muchiilor sale – U. El poate fi considerat ca 
o mulţime de noduri din care unele pot fi unite două câte două printr-o muchie. 

Graful se reprezintă în plan prin intermediul unor elemente geometrice: nodurile se 
reprezintă prin cercuri, iar muchiile prin linii drepte care unesc anumite cercuri. 

Elementele mulţimii X (nodurile) se identifică cu ajutorul unor etichete, care pot fi numere 
sau litere. Pentru simplificare, vom folosi ca etichete un şir de numere consecutive, 
începând cu numărul 1. De exemplu, pentru un graf cu n noduri, vom folosi etichetele: 1, 2, 
3, …, n-1, n. O muchie se va nota cu [i,j], unde i şi j sunt etichetele nodurilor incidente cu 
muchia.  De exemplu, muchia [2,3] este muchia care uneşte nodurile cu etichetele 2 şi 3. 

Exemplul 1: 

În graful G1=(X1,U1) din figura 1: 
 Ordinul grafului este 8. 
 Graful are 8 noduri (n=8) şi mulţimea nodurilor este 

X1={1,2,3,4,5,6,7,8}. 
 Graful are 9 muchii (m=9) şi mulţimea muchiilor este 

U1={[1,2], [1,3], [1,4], [2,3], [2,5], [3,4], [3,5], [6,7], [6,8] }. 
 Nodul 1 este nod adiacent cu nodurile 2, 3 şi 4, iar nodul 6 este adiacent cu nodurile 7 

şi 8. Nodurile 3 şi 4 sunt adiacente deoarece perechea de noduri [3,4]U1. Nodurile 5 şi 
6 nu sunt adiacente deoarece perechea de noduri [5,6]U1. 

 Nodul 5 este nod incident cu muchiile [2,5] şi [3,5], dar nu este incident cu muchia [1,2]. 
 Nodul 3 este nod extrem muchiilor [1,3], [2,3], [3,4] şi [3,5]. 
 Muchiile [1,2] şi [2,3] sunt muchii incidente deoarece au un nod comun (nodul 2). 

Muchiile [1,4] şi [2,3] nu sunt muchii incidente deoarece nu au un nod comun. 

Teorema 1 

Dacă graful neorientat G are n noduri (x1, x2, ..., xn), atunci numărul total de grafuri 
neorientate care se pot forma cu aceste noduri este g:  

2g
2
nC  

Demonstraţie. Notăm cu X mulţimea nodurilor grafului, cu U mulţimea muchiilor, cu A mulţimea 
tuturor submulţimilor de două elemente din X şi cu B mulţimea {0,1}. Mulţimea A are următoarele 
elemente (submulţimi): 

Nodul xi al grafului G 

Nodul xj al grafului G 

Muchia uk=[xi,xj] a grafului G 

Fig. 1 

GGG111   
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Fig. 2 

[1,2], [1,3],  [1,4], …, [1,n]  n-1 submulţimi 
 [2,3],  [2,4], …, [2,n]  n-2 submulţimi 

……………………………………………………………………… 
   [n-1,n]  1 submulţime 

Numărul total de submulţimi este: 2
nC

2

)1n(n
1...)2n()1n( 


  

Notăm cu a – card(A) şi cu b – card(B). Fiecărui graf îi putem asocia o 
funcţie f:AB definită alăturat. Invers, unei funcţii f:AB îi putem 
ataşa un graf, astfel: f(x,y)=1 dacă şi numai dacă [x,y]U. Rezultă 
că numărul total de grafuri care se pot forma cu n noduri este egal cu 

numărul de funcţii f. Dar, numărul de funcţii f:AB este egal cu ba, unde b=2 şi a= 2
nC  

1. În graful G1 – cu ce noduri este adiacent nodul 1? 
2. În graful G1 – cu ce muchii este incident nodul 1? 
3. Daţi exemple de două noduri adiacente şi de două noduri care nu 

sunt adiacente în graful G1. 
4. Daţi exemplu de două muchii incidente şi de două muchii care nu sunt incidente în 

graful G1. 
5. Desenaţi graful G2=(X2, U2) definit astfel: 

X2={1,2,3,4,5,6,7,8} 
U2={[1,2], [1,3], [1,5], [2,3], [2,5], [3,4], [4,5], [4,6], [4,7] }. 

6. Desenaţi graful traseelor rutiere care fac legătura între localităţile Braşov, Bucureşti, 
Buzău, Ploieşti şi Constanţa. Dacă există mai multe trasee rutiere între două localităţi 
(de exemplu, Bucureşti şi Braşov), adăugaţi la graf noduri pentru localităţile care 
identifică unic aceste trasee (de exemplu, Vălenii de Munte, Târgovişte şi Piteşti).  

7. Desenaţi graful judeţelor din România (între două judeţe există o muchie dacă cele 
două judeţe sunt învecinate). 

8. Câte grafuri se pot construi cu 3 muchii? Desenaţi toate grafurile care 
se pot construi cu 3 muchii.  

9. Pentru graful G3 din figura 2, precizaţi ordinul, numărul de noduri, 
numărul de muchii şi mulţimile X3 şi U3. 

10. Structura unei molecule de substanţă chimică poate fi reprezentată 
printr-un graf neorientat, în care nodurile sunt atomii şi grupările din 
care este compusă molecula, iar muchiile sunt legăturile dintre ele. 
În figura 3 este prezentat graful moleculei de apă H2O. Repre-
zentaţi grafurile moleculelor de H2SO4, NH3, CH4 şi C2H4.   

2.4.2.2. Gradul unui nod al grafului neorientat 

Nodul unui graf este caracterizat prin grad.  

Gradul unui nod xk al grafului G este egal cu numărul muchiilor incidente  
cu nodul şi se notează cu d(xk). 

Terminologie: 
 Se numeşte nod terminal un nod care are gradul egal cu 1 –  d(xk) = 1 (este incident 

cu o singură muchie). 
 Se numeşte nod izolat un nod care are gradul egal cu 0 – d(xk) = 0 (nu este adiacent 

cu nici un alt nod al grafului, adică nu se găseşte în extremitatea nici unei muchii). 

Temă 

                    1, dacă [x,y]  U 
  f(x,y) = 
        0, dacă [x,y]  U 

Fig. 3 
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Fig. 4 

Exemplul 1: 

Graful G4=(X4,U4) din figura 4 este definit astfel: 
X4={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} 
U4={[1,2], [1,4], [2,3], [2,5], [3,4], [3,5], [5,6], [5,7], [5,8], 
[7,9] }. 

În graful G4: 
 Gradul nodului 5 este 5, deoarece are 5 muchii incidente: [2,5], [3,5], [5,6], [5,7] şi [5,8]. 
 Nodul 9 este nod terminal, deoarece are gradul 1 (o singură muchie incidentă: [7,9]). 
 Nodul 10 este nod izolat, deoarece are gradul 0 (nicio muchie incidentă). 

Exemplul 2: 

Fie graful G5=(X5,U5), unde X5={1,2,3,4,5,6,7,8} şi U5={[1,2], [1,5], [2,3], [2,5], [3,4], [3,5], [4,5], 
[4,6], [4,7]}. Din lista muchiilor unui graf neorientat, puteţi preciza următoarele informaţii: 
 Determinaţi gradul unui nod – numărând de câte ori apare eticheta nodului în lista de mu-

chii. Nodul 5 are gradul 3 (în mulţimea muchiilor, eticheta 5 apare de 3 ori: [1,5], [2,5], [3,5]). 
 Determinaţi dacă un nod este terminal – verificând dacă eticheta lui apare o singură 

dată. Nodul 7 este nod terminal (eticheta lui apare numai într-o singură muchie: [4,7]). 
 Determinaţi dacă un nod este izolat – verificând dacă eticheta lui nu apare în lista de 

muchii. Nodul 8 este nod izolat (eticheta lui nu apare în lista muchiilor). 
 Determinaţi numărul de noduri izolate (n1) astfel: număraţi etichetele distincte care 

apar în lista muchiilor (n2) şi n1=n-n2. În graful G5, în lista de muchii există 7 etichete 
distincte. Numărul de noduri izolate este 1 (8-7).   

Observaţie: Într-un graf cu n noduri, oricare ar fi nodul xk, gradul său este mai mare sau 
egal cu 0 şi mai mic sau egal cu n-1 (0d(xk)n-1).  

1. În graful G4: precizaţi gradul nodului 3 şi identificaţi nodul cu gradul cel 
mai mare, nodurile izolate şi nodurile terminale. 

2. În graful G3: identificaţi nodurile care au gradul 2, precizaţi câte noduri 
au gradul impar şi care este nodul cu gradul cel mai mare. 

3. În graful G5: precizaţi gradul nodului 3, identificaţi nodurile izolate şi nodurile terminale, 
precizaţi câte noduri au gradul 2 şi câte noduri au gradul impar. 

Teorema 2 

Dacă graful G are m muchii (u1, u2, ..., um) şi n noduri (x1, x2, ..., xn), atunci între gradul 
nodurilor şi numărul de muchii există următoarea relaţie: suma gradelor tuturor nodurilor 

grafului este egală cu dublul numărului de muchii: 





n

1i
i m2)d(x  

Demonstraţie. Fiecare muchie uk = [xi, xj] corespunde unei unităţi din gradul nodului xi şi unei unităţi 
din gradul nodului xj. Rezultă că fiecare muchie contribuie cu 2 unităţi la suma gradelor.     

Exemplu. În graful G4: d(1) + d(2) + d(3) + d(4) + d(5) + d(6) + d(7) + d(8) + d(9) + d(10) + 
d(11) = 2+2+3+2+4+1+2+1+1+0+0 = 18 = 29 = 2m 

Propoziţia 1.  Pentru orice graf G, numărul nodurilor de grad impar este par. 

Demonstraţie. Suma gradelor nodurilor fiind un număr par, această sumă trebuie să conţină un  
număr par de termeni care sunt numere impare.     

Exemplu. În graful G3 există 4 noduri cu grad impar (3, 6, 8 şi 9). 

Temă 
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Propoziţia 2. Numărul minim de muchii, mmin, pe care trebuie să le aibă un graf neorientat, 
cu n noduri, ca să nu existe noduri izolate, este:  





 


2

1n
mmin

 

Demonstraţie. Pentru ca un nod xi să nu fie izolat, trebuie ca d(xi)1. Pentru ca toate nodurile să nu 
fie izolate, trebuie ca suma gradelor să fie mai mare sau egală cu n. Dar, suma gradelor este dublul 
numărului de muchii – m. Înseamnă că, pentru n par – mmin=n/2, iar pentru n impar – mmin=(n+1)/2.   

Teorema 3 

Dacă graful G are n noduri (n2), atunci cel puţin două noduri au acelaşi grad. 

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Presupunem că nu este adevărat. Cum, oricare ar fi nodul 
xk, 0d(xk)n-1, înseamnă că singurul şir de n numere, diferite între ele două câte două, care pot 
reprezenta gradele unghiurilor este 0, 1, 2, …, n-1. Deoarece un nod este izolat, cel mai mare grad al 
unui nod nu poate fi decât n-2 (nodul nu se poate lega de el însuşi şi de nodul izolat).  Rezultă că şirul 
de numere definit mai sus (singurul şir care se poate defini) nu poate reprezenta şirul gradelor în graf.     

1. În graful G1 – verificaţi că este îndeplinită relaţia dintre gradul nodurilor 
şi numărul de muchii ale grafului. Identificaţi nodurile cu grad impar şi 
verificaţi că numărul lor este par. 

2. Dacă un graf are 8 noduri, care este numărul minim de muchii pe care trebuie să le 
aibă, ca să nu fie noduri izolate. Desenaţi un graf care, având numărul minim de muchii 
stabilit, nu conţine noduri izolate. Dacă un graf are 9 noduri, care este numărul minim de 
muchii pe care trebuie să le aibă, ca să nu fie noduri izolate. Desenaţi un graf care 
având numărul minim de muchii stabilit nu conţine noduri izolate. 

2.7.2.3. Şirul grafic 

Se numeşte şir grafic un şir s de n numere întregi pozitive (d1, d2, ..., dn) care pot 
reprezenta gradele unui graf neorientat, cu n noduri. 

Propoziţia 3 

Condiţiile necesare ca un şir de n numere întregi pozitive (d1, d2, ..., dn)  
să fie un şir grafic sunt: 

  (1)   di  n-1, pentru orice i=1,n; 
  (2)   suma  d1 + d2 + ... + dn  trebuie să fie un număr par. 

Demonstraţie. Necesitatea condiţiei (1) rezultă din faptul că gradul maxim al unui nod dintr-un graf cu 
n noduri poate fi n-1. Necesitatea condiţiei (2) rezultă din Teorema 2 – suma gradelor fiind egală cu 
dublul numărului de muchii, este un număr par.   

Aceste condiţii nu sunt întotdeauna şi suficiente. Pentru a verifica dacă şirul de 
numere este şir grafic, se face analiza şirului de numere. 

Exemple: 
(a)  s=(1,1,2,3,3,4,5,5,7,8) 
Acest şir nu îndeplineşte una dintre condiţiile necesare – (2) – suma numerelor este 39. 
(b)  s=(1,1,1,2,2,3,5,6,8,9) 
Acest şir îndeplineşte condiţiile necesare (suma numerelor este 38 şi fiecare număr este 
mai mic sau egal cu 9: 9=10-1). Aceste condiţii nu sunt însă suficiente. Din analiza şirului 
rezultă că nodul 10, având gradul 9, este legat de toate celelalte 9 noduri. Nodurile 1, 2 şi 
3 sunt noduri terminale. Ele nu pot fi legate decât de nodul 10. Rezultă că gradul maxim 
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pe care îl poate avea oricare dintre celelalte şase noduri este 6 (ele nu se pot lega de ele 
însele şi de nodurile 1, 2 şi 3). Dar nodul 9 are gradul 8, ceea ce este imposibil. 
(c)  s=(1,1,1,2,3,4,5,6,6,9) 
Şi acest şir îndeplineşte condiţiile necesare (suma numerelor este 38 şi fiecare număr 
este mai mic sau egal cu 9). În plus, faţă de şirul (b), având aceleaşi grade pentru 
nodurile 1, 2, 3 şi 10, îndeplineşte şi condiţia ca celelalte noduri să aibă gradul mai mic 
sau egal cu gradul maxim posibil (6). Dar, există două noduri cu gradul 6. Ele trebuie să 
se lege amândouă de nodul 4, la care este legat şi nodul 10. Nodul 4 trebuie să aibă cel 
puţin gradul 3. Dar nodul 4 are gradul 2, ceea ce este imposibil. 
(d)  s=(1,1,1,3,3,4,4,5,5,9) 
Acest şir îndeplineşte condiţiile necesare (suma numerelor este 38 şi fiecare număr este 
mai mic sau egal cu 9) şi este un şir grafic căruia i se poate asocia graful G6=(X6,U6), cu 
18 muchii, definit astfel: 

X6={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 
U6={[1,10], [2,10], [3,10], [4,8], [4,9], [4,10], [5,8], [5,9], [5,10], [6,7], [6,8], [6,9], [6,10],  
      [7,8], [7,9], [7,10], [8,10], [9,10]}. 

Precizaţi dacă şirurile s1=(1,1,2,2,4) şi s2=(0,1,1,1,4) pot fi şiruri grafice. 
Pentru şirul care este şir grafic, găsiţi un graf care i se poate asocia. 

2.7.3. Graful orientat 
Spre deosebire de graful neorientat, în graful orientat perechile de noduri sunt ordonate. 
Graful orientat se mai numeşte şi digraf. 

2.7.3.1. Terminologie 
 Elementele mulţimii U (perechile de noduri) se numesc arce. Mulţimea U se mai numeş-

te şi mulţimea arcelor grafului G. Un arc, fiind un element din mulţimea U, este 
determinat de o submulţime ordonată, cu două elemente, din mulţimea X: arcul k al 
grafului (uk), ce uneşte nodurile xi şi xj, este determinat de submulţimea {xi,xj} şi se 
notează cu [xi, xj]. [xi, xj] şi [xj, xi] nu reprezintă acelaşi arc al grafului. Graful G are 
m arce:  

numărul de arce = card(U) = m 

 Se numesc noduri adiacente în graful G oricare din perechile de noduri care formează 
un arc – (xi,xj)U sau (xj,xi)U. Fiecare dintre cele două noduri (xi şi xj) este nod 
incident cu arcul uk = [xi, xj] sau cu arcul uk = [xj, xi]. 

 Nodurile xi şi xj sunt extremităţile arcului [xi, xj]. Nodul xi este extremitatea iniţială a 
arcului, iar nodul xj este extremitatea finală a arcului. 

 Se numesc arce incidente două arce ui şi uj care au o extremitate comună – nodul xk. 
 Se numeşte succesor al nodului xi orice nod la care ajunge un arc care iese din nodul 

xi. Mulţimea succesorilor nodului xi este formată din mulţimea nodurilor la care ajung 
arcele care ies din nodul xi. Se notează cu S(xi) şi se defineşte ca mulţimea: 

S(x) = {xj X(xi, xj)U}. 

 Se numeşte predecesor al nodului xi orice nod de la care intră un arc în nodul xi. 
Mulţimea predecesorilor nodului xi este formată din mulţimea nodurilor de la care 
ajung arcele care intră în nodul xi. Se notează cu P(xi) şi se defineşte ca mulţimea: 

P(x) = {xj X(xj, xi)U}. 

Temă 
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Fig. 5 

 Mulţimea arcelor care ies din nodul xi se notează cu U+(xi) şi se defineşte ca mulţimea 
U+(xi) = {u=(xi, xj)uU}.  

 Mulţimea arcelor care intră în nodul xi se notează cu U-(xi) şi se defineşte ca mulţi-
mea U-(xi) = {u=(xj, xi)uU}. 

 Nodul sursă al grafului este nodul care are mulţimea succesorilor formată din toate 
celelalte noduri, mai puţin el, iar mulţimea predecesorilor săi este mulţimea vidă. 

 Nodul destinaţie al grafului este nodul care are mulţimea predecesorilor formată din 
toate celelalte noduri, mai puţin el, iar mulţimea succesorilor săi este mulţimea vidă. 

Observaţii  
1. card(S(x))=card(U+(x)) şi card(P(x))=card(U-(x)). 
2. Pentru nodul sursă al grafului card(S(x))=card(X)-1 şi card(P(x))=0. 
3. Pentru nodul destinaţie al grafului card(P(x))=card(X)-1 şi card(S(x))=0. 
4. Dacă un graf are un nod sursă, atunci nu poate avea un nod destinaţie, şi invers. 

Un graf orientat G este definit de o pereche de mulţimi: mulţimea nodurilor sale – X 
şi mulţimea arcelor sale – U. El poate fi considerat ca o mulţime de noduri din care 

unele pot fi unite două câte două, prin unul sau două arce. 

Graful orientat se reprezintă în plan prin intermediul unor elemente geometrice: nodurile 
se reprezintă prin cercuri, iar arcele prin linii drepte care unesc anumite cercuri  şi care au o 
săgeată la capătul care corespunde extremităţii finale a arcului. 

Exemplu: 

În graful G7=(X7,U7) – din figura 5: 
 Ordinul grafului este 5. 
 Graful are 5 noduri (n=5) şi mulţimea nodurilor este X7={1,2,3,4,5}. 
 Graful are 7 arce (m=7) şi mulţimea arcelor este U7={[1,2], [1,4], 

[2,3], [4,1], [4,3], [5,2], [5,3] }. 
 Nodul 1 este nod adiacent cu nodurile 2 şi 4, iar nodul 3 este adiacent cu nodurile 2, 4 

şi 5. Nodurile 3 şi 4 sunt adiacente deoarece perechea de noduri [4,3]U7. Nodurile 5 şi 
4 nu sunt adiacente, deoarece nici una dintre perechile de noduri [4,5] şi [5,4] U7. 

 Nodul 4 este nod incident cu arcele [1,4], [4,1] şi [4,3], dar nu este incident cu arcul [1,2]. 
 Nodul 2 este extremitatea iniţială a arcului [2,3] şi extremitatea finală a arcului [1,2] şi 

[5,2]. 
 Arcele [1,2] şi [5,2] sunt arce incidente deoarece au un nod comun (nodul 2). Arcele 

[1,4] şi [2,3] nu sunt arce incidente, deoarece nu au un nod comun. 

 Mulţimea succesorilor nodului 1 este formată din nodurile 2 şi 4. Nodul 2 este nod 
succesor al nodului 1, dar şi al nodului 5. Nodul 1 este nod succesor al nodului 4, dar şi 
nodul 4 este nod succesor al nodului 1. Nodul 3 nu are succesori. 

 Mulţimea predecesorilor nodului 3 este formată din nodurile 2, 4 şi 5. Nodul 2 este 
nod predecesor al nodului 3. Nodul 1 este nod predecesor al nodului 4, dar şi nodul 4 
este nod predecesor al nodului 1. Nodul 5 nu are predecesori. 

Nodul xi al grafului G 

Nodul xj al grafului G 

Arcul uk=[xi,xj] al grafului G 
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                      3,  dacă [x,y]  U şi  [y,x]  U       
                      2,  dacă [x,y]  U 
  f(x,y) =     
                      1, dacă [y,x]  U       
                      0, dacă [x,y]  U şi  [y,x]  U 

Teorema 4 

Dacă graful orientat G are n noduri (x1, x2, ..., xn), atunci numărul total de grafuri 
orientate care se pot forma cu aceste noduri este g:  

2

)1n(n

4g


  

Demonstraţie. Se demonstrează la fel ca Teorema 1, 
cu deosebirea că mulţimea B este {0,1,2,3} – 
card(B)=4, iar funcţia f este definită alăturat. 

 

1. În graful G7 – cu ce noduri este adiacent nodul 2? 
2. În graful G7 – cu ce arce este incident nodul 2? 

3. Daţi exemplu de două noduri adiacente în graful G7. 
4. Daţi exemplu de două noduri care nu sunt adiacente în graful G7. 
5. Daţi exemplu de două arce incidente în graful G7. 
6. Daţi exemplu de două arce care nu sunt incidente în graful G7. 
7. În graful G7 precizaţi ce fel de extremitate este nodul 4 pentru fiecare arc cu care este 

incident.  Precizaţi mulţimea succesorilor şi mulţimea predecesorilor nodului 4. 
8. Desenaţi graful G8=(X8,U8), definit astfel. 

X8={1,2,3,4,5,6,7} 
U8={[1,2], [1,5], [2,1], [2,4], [3,4], [4,3], [5,3], [6,5], [6,7], [7,5] }. 

9. Câte grafuri orientate se pot construi cu 3 arce? 
Desenaţi 10 dintre aceste grafuri.  

10. Pentru graful G9 din figura 6, precizaţi ordinul, numărul de 
noduri, numărul de arce şi mulţimile X9 şi U9. 

2.7.3.2. Gradele unui nod al grafului orientat   

Nodul unui graf orientat este caracterizat prin gradul intern şi gradul extern.  

Gradul intern al unui nod xi al grafului G este egal cu numărul arcelor care intră în nodul 
xi (arce de forma [xj, xi]) şi se notează cu d-(x). 

Gradul extern al unui nod xi al grafului G este egal cu numărul arcelor care ies din nodul 
xi (arce de forma [xi, xj]) şi se notează cu d+(x). 

Terminologie: 

 Se numeşte nod terminal un nod care are suma gradelor egală cu 1 (gradul intern sau 
gradul extern egal cu 1 şi gradul extern, respectiv gradul intern, egal cu 0 – d+(xk) = 1 şi 
d-(xk) = 0 sau d-(xk) = 1 şi d+(xk) = 0). Nodul terminal este incident cu un singur arc. 

 Se numeşte nod izolat un nod care are suma gradelor egală cu 0 (gradul intern şi 
gradul extern egale cu 0 – d+(xk) = d-(xk) = 0). Nodul izolat nu este adiacent cu nici un 
alt nod al grafului, adică nu se găseşte la extremitatea niciunui arc. 

Observaţii: 
1. d+(x)=card(S(x)) şi d-(x)=card(P(x)). 
2. Dacă graful are n noduri, pentru un nod sursă al grafului d+(x)=n-1 şi d-(x)=0, iar 

pentru un nod destinaţie al grafului d-(x)=n-1 şi d+(x)=0. 

Temă 

Fig. 6 
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Exemplul 1: 

Graful G10=(X10,U10) din figura 7 este definit astfel: 
X10={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 
U10={[1,2], [1,4], [2,1], [2,3], [2,5], [2,6], [2,7], [4,1], 
[7,2], [8,9], [9,8] }. 

În graful G10: 
 Gradul intern al nodului 2 este 2, deoarece are 2 arce 

care intră: [1,2] şi [7,2]. Gradul extern al nodului 2 este 4, deoarece are 4 arce care ies: 
[2,1], [2,3], [2,5] şi [2,7]. 

 Nodul 5 este nod terminal deoarece are suma gradelor egală cu 1 (gradul intern este 1 
şi gradul extern este 0) şi un singur arc incident: [2,5]). 

 Nodul 10 este nod izolat, deoarece are gradul 0 (niciun arc incident). 

Exemplul 2: 

Fie graful G11=(X11,U11), unde X11={1,2,3,4,5,6,7,8} şi U11={[1,2], [1,5], [2,1], [2,3], [2,5], 
[3,4], [3,5], [4,3], [4,5], [4,6], [4,7], [5,4]}. Din lista arcelor unui graf orientat, puteţi preciza 
următoarele informaţii: 
 Gradul extern al unui nod – numărând de câte ori apare eticheta nodului în lista de 

arce, ca prim element din pereche. Nodul 3 are gradul extern 2 (în mulţimea arcelor, 
eticheta 3 apare de 2 ori ca prim element: [3,4] şi [3,5]). 

 Gradul intern al unui nod – numărând de câte ori apare eticheta nodului în lista de 
arce, ca al doilea element din pereche. Nodul 5 are gradul 4 (în mulţimea arcelor, 
eticheta 5 apare  de 4 ori ca al doilea element: [1,5], [2,5], [3,5] şi [4,5]). 

 Mulţimea succesorilor unui nod este formată din nodurile a căror etichetă apare ca al 
doilea element în perechile în care primul element este nodul precizat. Mulţimea 
succesorilor nodului 4 este {3, 5, 6, 7}  – arcele: [4,3], [4,5], [4,6] şi [4,7]. 

 Mulţimea predecesorilor unui nod este formată din nodurile a căror etichetă apare ca 
prim element în perechile în care al doilea element este nodul precizat. Mulţimea 
predecesorilor nodului 3 este {2, 4}  – arcele: [2,3] şi [4,3]. 

Exemplul 3 

Fie grafurile G12=(X12,U12), unde X12={1,2,3,4} şi U12={[1,2], [1,3], [1,4] [2,3], [3,4], [4,3]}, şi  
G13=(X13,U13), unde X13={1,2,3,4} şi U13={[2,1], [2,3], [3,1], [3,4], [4,1], [4,3]}. Din lista 
muchiilor unui graf, puteţi preciza următoarele informaţii: 
 Nodul sursă al unui graf apare pe primul loc din pereche de n-1 ori – şi niciodată pe 

locul al doilea. În graful G12, nodul 1 este nod sursă. Desenaţi graful G12 pentru a 
verifica această afirmaţie. 

 Nodul destinaţie al unui graf apare pe al doilea loc din pereche de n-1 ori – şi niciodată 
pe primul loc. În graful G13, nodul 1 este nod destinaţie. Desenaţi graful G13 pentru a 
verifica această afirmaţie. 

Observaţie: Într-un graf cu n noduri, oricare ar fi nodul xk, oricare dintre gradele sale este 
mai mare sau egal cu 0 şi mai mic sau egal cu n-1 (0d+(xk) n-1 şi 0d-(xk) n-1). 

1. În graful G9 – precizaţi gradul intern şi gradul extern ale nodului 5, 
identificaţi nodul cu gradul extern cel mai mare şi nodurile cu gradul 
intern cel mai mic. 

2. În graful G10 – identificaţi nodurile care au gradul intern 1, precizaţi câte noduri au gradul 
intern egal cu gradul extern, care sunt nodurile terminale şi care sunt nodurile izolate. 

Temă 

GGG111 000    

GGG111 111    

GGG111 222    

GGG111 333    

Fig. 7 
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3. În graful G11 – precizaţi gradul intern şi gradul extern ale nodului 4, identificaţi nodurile 
izolate şi nodurile terminale, identificaţi nodurile care au gradul extern maxim şi nodurile 
care au gradul intern egal cu gradul extern. 

Teorema 5 

Dacă graful orientat G are m arce (u1, u2, ..., um) şi n noduri (x1, x2, ..., xn), atunci între 
gradele nodurilor şi numărul de muchii există următoarea relaţie: suma gradelor interne 

ale  tuturor nodurilor este egală cu suma gradelor externe ale  tuturor nodurilor şi cu 
numărul de arce: 

 
 

 
n

1i

n

1i
ii m)(xd)(xd  

Demonstraţie. Fiecare arc uk = [xi, xj] corespunde unei unităţi din gradul extern al nodului xi şi unei 
unităţi din gradul intern al nodului xj. Rezultă că fiecare arc contribuie cu o unitate la suma gradelor 
interne şi cu o unitate la suma gradelor externe.     

Exemplu. În graful G9: d
+(1) + d+(2) + d+(3) + d+(4) + d+(5) + d+(6) = 1+3+1+2+2+1 = 10 şi 

d-(1) + d-(2) + d-(3) + d-(4) + d-(5) + d-(6) = 1+2+2+2+2+1 = 10, m fiind egal cu 10. 

În graful G11 verificaţi că este îndeplinită relaţia dintre gradurile nodurilor 
şi numărul de arce ale grafului.  

 

2.7.4. Reprezentarea şi implementarea grafului 
Există mai multe moduri de reprezentare la nivel logic a unui graf, care pot fi implementate în 
memoria unui calculator, folosind diverse tipuri de structuri de date. Aceste reprezentări pot fi 
folosite în algoritmii care prelucrează grafuri şi, implicit, în programele prin care vor fi imple-
mentaţi în calculator aceşti algoritmi. Printre modurile de reprezentare a unui graf se numără: 

 reprezentarea prin matricea de adiacenţă; 
 reprezentarea prin matricea de incidenţă; 
 reprezentarea prin lista muchiilor (arcelor); 
 reprezentarea prin lista de adiacenţă (listele vecinilor); 
 reprezentarea prin matricea costurilor. 

Fiecare reprezentare prezintă avantaje în ceea ce priveşte utilizarea eficientă a memoriei 
interne, în funcţie de tipul grafului (cu noduri puţine, dar cu muchii multe – sau cu noduri 
multe, dar cu muchii puţine) şi din punct de vedere al eficienţei algoritmilor de prelucrare 
(în funcţie de aplicaţie). În următoarele reprezentări se consideră că graful G=(X,U) are n 
noduri şi m muchii.  

2.7.4.1. Reprezentarea prin matricea de adiacenţă 

Matricea de adiacenţă a unui graf este o matrice pătrată binară de ordinul n (An,n),  
ale cărei elemente ai,j sunt definite astfel: 

Implementarea grafului prin matricea de adiacenţă se face printr-un tablou bidimensional 
(o matrice pătrată cu dimensiunea n), astfel:  

int  a[<n>][<n>]; 

Temă 









Uj][i, dacă 0,
Uj][i, dacă 1,

 a j i,
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Exemple: 

Proprietăţile matricei de adiacenţă: 

1. Elementele de pe diagonala principală au valoarea 0 – din definiţia grafului rezultă că 
orice muchie (arc) [i, j] trebuie să respecte condiţia ij. 

2. În cazul unui graf neorientat, matricea de adiacenţă este o matrice simetrică faţă de 
diagonala principală, deoarece, dacă există muchia [i, j], atunci există şi muchia [j, i]. 

Această reprezentare este recomandată pentru problemele în care se testează pre-
zenţa unei muchii sau a unui arc între două noduri, se calculează gradul unui nod 
etc.  – deoarece permite un acces rapid la nodurile şi muchiile (arcele) unui graf. 

Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind matricea de adiacenţă 
Din matricea de adiacenţă puteţi obţine următoarele informaţii: 

Graf neorientat Graf orientat 
Suma elementelor matricei de adiacenţă este 
egală cu 2m (dublul numărului de muchii). 

Suma elementelor matricei de adiacenţă este 
egală cu m (numărul de arce). 

Gradul unui nod i este egal cu suma 
elementelor de pe linia i  (sau cu suma 

elementelor din coloana i). 

Gradul extern al nodului i este egal cu suma 
elementelor de pe linia i. 

Gradul intern al nodului i este egal cu suma 
elementelor din coloana i. 

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j 
(j=1,n) pentru care elementele din linia i sunt 

egale cu 1 (a[i][j]=1). Mai pot fi definite ca 
nodurile j (j=1,n) pentru care elementele din 

coloana i sunt egale cu 1  (a[j][i]=1). 

Succesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n) 
pentru care elementele din linia i sunt egale cu 

1 (a[i][j]=1). 
Predecesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n) 

pentru care elementele din coloana i  sunt 
egale cu 1 (a[j][i]=1). 

 Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j 
(j=1,n) pentru care elementele din linia i sau 
din coloana i  sunt egale cu 1 (a[i][j]=1 sau 

a[j][i]=1) – reuniunea dintre mulţimea 
succesorilor şi mulţimea predecesorilor nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal cu 
gradul nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal  cu 
cardinalul mulţimii de noduri adiacente nodului i. 

Muchia [i,j] a grafului reprezintă un element al 
matricei de adiacenţă care îndeplineşte condiţia:

 a[i][j] = 1 (sau a[j][i] = 1). 

Arcul [i,j] al grafului reprezintă un element al 
matricei de adiacenţă care îndeplineşte condiţia: 

a[i][j] = 1 

Graful neorientat G1 
 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 0 1 1 1 0 0 0 0 

2 1 0 1 0 1 0 0 0 

3 1 1 0 1 1 0 0 0 

4 1 0 1 0 0 0 0 0 

5 0 1 1 0 0 0 0 0 

6 0 0 0 0 0 0 1 1 

7 0 0 0 0 0 1 0 0 

8 0 0 0 0 0 1 0 0 

 
Graful orientat G9 

 1 2 3 4 5 6 
1 0 1 0 0 0 0 

2 1 0 1 1 0 0 

3 0 0 0 0 1 0 

4 0 1 0 0 1 0 

5 0 0 1 0 0 1 

6 0 0 0 0 1 0 
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Exemplu 

Se consideră graful din figura alăturată. Identificaţi matricea de adiacenţă a 
grafului. 

 (Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 

Răspunsul corect este matricea a). Pentru a identifica matricea de adiacenţă a grafului din 
figură, se vor elimina pe rând variantele incorecte, prin verificarea următoarelor condiţii: 

1. Matricea trebuie să fie binară – toate matricele îndeplinesc această condiţie;  
2. Elementele de pe diagonala principală trebuie să aibă valoarea 0 – matricea b) nu 

îndeplineşte această condiţie.  
3. Deoarece  graful este neorientat, matricea trebuie să fie simetrică – matricea c) nu 

îndeplineşte această condiţie. 
4. Din analiza grafului se observă că două noduri au gradul 2 şi două noduri au gradul 

3; în matricea de adiacenţă trebuie să existe două linii care să conţină două ele-
mente cu valoarea 1 şi două linii care să conţină trei elemente cu valoarea 1 – 
matricea d) nu îndeplineşte această condiţie. 

1. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului G4. Folosind informaţiile din 
matricea de adiacenţă, determinaţi: gradul nodului 5, nodurile izolate 
şi nodurile terminale. 

2. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului neorientat G14=(X14,U14), unde X14={1,2,3,4} şi 
U14={[1,2], [2,3], [3,4], [4,1]}. Ce proprietate are acest graf? 

3. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului G8. Folosind informaţiile din matricea de adia-
cenţă, determinaţi: gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 4, succesorii şi 
predecesorii nodului 2 şi predecesorii nodului 3. 

4. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului G11. Folosind informaţiile din matricea de 
adiacenţă, determinaţi: gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 2, nodurile 
adiacente nodului 5, succesorii şi predecesorii nodului 4, 
nodurile terminale şi nodurile izolate. 

5. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului orientat G15 din 
figura 8. 

6. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului G12. Cum iden-
tificaţi în matricea de adiacenţă nodul sursă al grafului? 

7. Scrieţi matricea de adiacenţă a grafului G13. Cum 
identificaţi în matricea de adiacenţă nodul destinaţie al grafului? 

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu matricea de adiacenţă 

1. Crearea matricei de adiacenţă prin introducerea datelor de la tastatură. Deter-
minarea gradului unui nod. Salvarea matricei de adiacenţă într-un fişier text. 

Se citesc de la tastatură muchiile (arcele) unui graf orientat (neorientat), se creează matri-
cea de adiacenţă a grafului, se afişează nodurile izolate şi terminale şi se salvează matri-
cea de adiacenţă în fişierul text graf1.txt, pentru graful neorientat, şi graf2.txt, pentru graful 
orientat. În fişierul text se scriu, pe primul rând, ordinul grafului, şi pe următoarele rânduri, 
liniile matricei de adiacenţă. Funcţia scrie() se foloseşte pentru a scrie matricea de 

Temă 

Fig. 8 

GGG111444

GGG111555

0 1 1 1 
1 0 1 0 
1 1 0 1 
1 0 1 0 

a) 0 1 1 1 
1 1 1 0 
1 1 0 1 
1 0 1 0 

b) 0 1 1 1 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
1 0 1 0 

c) 0 1 0 1 
1 0 1 0 
0 1 0 1 
1 0 1 0 

d)
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adiacenţă în fişier. Deoarece matricea de adiacenţă a fost declarată ca variabilă globală, 
elementele ei sunt iniţializate cu valoarea 0. Pentru testarea programelor se folosesc 
graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

Graful neorientat. Funcţia grad() se foloseşte pentru a determina gradul unui nod.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m; 
fstream f("graf1.txt",ios::out); 
void scrie() 
{int i,j; f<<n<<endl; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  {for (j=1;j<=n;j++) f<<a[i][j]<<" "; f<<endl;}  
 f.close();} 
int grad(int i) 
{int j,g=0; 
 for (j=1;j<=n;j++) g+=a[i][j]; return g;} 
void main() 
{int i,j,k; 
 cout<<"numar de noduri "; cin>>n; cout<<"numar de muchii "; cin>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
  {cout<<"primul nod al muchiei "<<k<<": "; cin>>i; 
   cout<<"al doilea nod al muchiei "<<k<<": "; cin>>j; 
   a[i][j]=1; a[j][i]=1;} 
  cout<<"Nodurile izolate sunt: "; 
  for(i=1;i<=n;i++) if (grad(i)==0) cout<<i<<" "; 
  cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: "; 
  for(i=1;i<=n;i++) if (grad(i)==1) cout<<i<<" "; 
  scrie();} 
Graful orientat. Funcţia grad int()se foloseşte pentru a determina gradul intern al unui 
nod, iar funcţia grad_ext()se foloseşte pentru a determina gradul extern al unui nod.   

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m; 
fstream f("graf2.txt",ios::out); 
void scrie() {//este identică cu cea de la graful neorientat} 
int grad ext(int i) 
{int j,g=0; 
 for (j=1;j<=n;j++) g+=a[i][j]; return g;} 
int grad int(int i) 
{int j,g=0; 
 for (j=1;j<=n;j++) g+=a[j][i]; return g;} 
void main() 
{int i,j,k; 
 cout<<"numar de noduri "; cin>>n; cout<<"numar de arce "; cin>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
  {cout<<"nodul initial al arcului "<<k<<": "; cin>>i; 
   cout<<"nodul final al arcului "<<k<<": "; cin>>j; a[i][j]=1;} 
  cout<<"Nodurile izolate sunt: "; 
  for(i=1;i<=n;i++) if (grad int(i)+grad ext(i)==0) cout<<i<<" "; 
  cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: "; 
  for(i=1;i<=n;i++) if (grad int(i)+grad ext(i)==1) cout<<i<<" "; 
  scrie();} 
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2. Crearea matricei de adiacenţă prin citirea datelor din fişier. Determinarea numă-
rului de vecini ai unui nod. Afişarea muchiilor (arcelor) grafului. 

Se citesc din fişierele text create anterior matricele de adiacenţă ale celor două grafuri – 
graf1.txt, respectiv graf2.txt. Se afişează nodurile care au cei mai mulţi vecini (cele mai multe 
noduri adiacente). Se determină numărul de muchii (arce) ale grafului şi se afişează muchiile 
(arcele). Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de adiacenţă din fişier.   

Graful neorientat. Funcţia nr m() se foloseşte pentru a determina numărul de muchii ale 
grafului. La afişarea muchiilor, pentru a nu se afişa de două ori aceeaşi muchie, se 
parcurge matricea de adiacenţă numai deasupra diagonalei principale.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n; 
fstream f("graf1.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i,j; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<=n;j++) f>>a[i][j]; f.close();} 
int nr m() 
{int i,j,m=0; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for (j=1;j<=n;j++) m+=a[i][j];  return m/2;} 
int grad(int i) {// este identică cu cea de la exemplul anterior} 
void main() 
{int i,j,max; citeste(); max=grad(1); 
 for(i=2;i<=n;i++)  if (grad(i)>max) max=grad(i); 
 cout<<"Nodurile cu cei mai multi vecini sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) if (grad(i)==max) cout<<i<<" "; 
 cout<<endl<<"Graful are "<<nr m()<<" muchii "<<endl; 
 cout<<"Muchiile grafului sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for (j=i+1;j<=n;j++) if (a[i][j]==1) cout<<i<<"-"<<j<<" "; } 
Graful orientat. Funcţia nr_a() se foloseşte pentru a determina numărul de arce ale 
grafului. Funcţia vecini() se foloseşte pentru a determina numărul de vecini ai unui nod. 
La afişarea arcelor, se parcurge toată matricea de adiacenţă.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n; 
fstream f("graf2.txt",ios::in); 
void citeste(){//este identică cu cea de la graful neorientat}  
int nr a() 
{int i,j,m=0; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for (j=1;j<=n;j++) m+=a[i][j];  return m;} 
int vecini(int i) 
{int j,v=0; 
 for (j=1;j<=n;j++) if (a[i][j]==1 || a[j][i]==1) v++;  return v;} 
void main() 
{int i,j,max; citeste(); max=vecini(1); 
 for(i=2;i<=n;i++) if (vecini(i)>max) max=vecini(i); 
 cout<<"Nodurile cu cei mai multi vecini sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) if (vecini(i)==max) cout<<i<<" "; 
 cout<<endl<<"Graful are "<<nr a()<<" arce "<<endl; 
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 cout<<"Arcele grafului sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<=n;j++) if (a[i][j]==1) cout<<i<<"-"<<j<<" ";} 
3. Crearea matricei de adiacenţă prin citirea muchiilor (arcelor) din fişier. Determi-

narea vecinilor unui nod.  

Datele se citesc din fişierul text graf3.txt, pentru graful neorientat, şi graf4.txt, pentru graful 
orientat. În fişier sunt scrise, pe primul rând, despărţite prin spaţii, numărul de noduri şi nu-
mărul de muchii (arce) ale grafului, şi apoi pe câte un rând, separate prin spaţiu, cele două 
noduri terminale ale fiecărei muchii (arc). Se afişează vecinii fiecărui nod. Funcţia 
citeste() se foloseşte pentru a citi datele din fişier, iar funcţia vecini() pentru a deter-
mina vecinii unui nod. Fişierele text se creează cu ajutorul unui editor de texte. Pentru 
testarea programelor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

Graful neorientat.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m; 
fstream f("graf3.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int k,i,j; f>>n>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j; a[i][j]=1; a[j][i]=1;}  f.close();} 
void vecini(int i) 
{for(int j=1;j<=n;j++) if(a[i][j]==1) cout<<j<<" ";} 
void main() 
{int i; citeste(); cout<<"Vecinii fiecarui nod sunt: "<<endl; 
 for (i=1;i<=n;i++) {cout<<"Nodul "<<i<<": "; vecini(i); cout<<endl;}} 
Graful orientat.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m; 
fstream f("graf4.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int k,i,j; f>>n>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j; a[i][j]=1;} f.close();} 
void vecini(int i) 
{for(int j=1;j<=n;j++) if(a[i][j]==1 || a[j][i]==1) cout<<j<<" ";} 
void main() 
{int i; citeste(); cout<<"Vecinii fiecarui nod sunt: "<<endl; 
 for (i=1;i<=n;i++){cout<<"Nodul "<<i<<": "; vecini(i); cout<<endl;}} 
4. Generarea matricei de adiacenţă.  

Pentru a testa programele care prelucrează grafuri implementate cu matricea de adiacenţă, 
puteţi să generaţi aleatoriu matricea de adiacenţă. Funcţia generare() generează matri-
cea de adiacenţă a unui graf neorientat, cu n noduri şi m muchii. 

#include<iostream.h> 
#include<stdlib.h> 
int a[10][10],n,m; 
void generare() 
{int k=0,i,j; randomize(); 
 while(k<m) 
   {i=rand()%n+1; j=rand()%n+1; 
    if(i!=j && a[i][j]==0)  {a[i][j]=1; a[j][i]=1; k++;}}} 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         175 

 

Graful neorientat G1 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 

2 1 0 0 1 1 0 0 0 0 

3 0 1 0 1 0 1 1 0 0 

4 0 0 1 0 0 1 0 0 0 

5 0 0 0 0 1 0 1 0 0 

6 0 0 0 0 0 0 0 1 1 

7 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

8 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

Graful G1 

Fig. 9 

void main() {cout<<"n= "; cin>>n; cout<<"m= "; cin>>m; 
             while (m>n*(n-1)/2) {cout<<"m= "; cin>>m;} 
             generare(); ...  } 

1. Într-un fişier este scrisă o matrice pătrată, astfel: pe primul rând, un 
număr care reprezintă dimensiunea matricei, şi pe următoarele rânduri, 
valori numerice despărţite prin spaţiu – care reprezintă elementele de 

pe câte o linie a matricei. Să se verifice dacă această matrice poate fi matricea de adia-
cenţă a unui graf. În caz afirmativ, să se precizeze dacă graful este orientat sau neorientat  

2. Scrieţi un program care să genereze aleatoriu matricea de adiacenţă a unui graf orientat.  
3. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier matricea de adiacenţă a unui graf neorien-

tat şi care determină numărul minim de muchii care trebuie adăugate pentru ca graful să 
nu conţină noduri izolate.  

4. Scrieţi un program care citeşte, din două fişiere text, g1.txt şi g2.txt, matricele de 
adiacenţă a două grafuri, Ga=(X,Ua) şi Gb=(X,Ub), şi care determină matricea de 
adiacenţă a grafului reuniune Gr=(X,Ur), unde Ur= Ua Ub, care se salvează în fişierul 
g3.txt şi matricea de adiacenţă a grafului intersecţie Gi=(X,Ui), unde Ui= Ua Ub, care 
se salvează în fişierul g4.txt. 

5. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf2.txt informaţii despre un graf 
orientat (de pe prima linie – numărul de noduri, apoi matricea de adiacenţă) şi de la 
tastatură o mulţime A de numere care reprezintă etichetele unor noduri din graf – şi 
care afişează mulţimea arcelor ce au o extremitate într-un nod din mulţimea A şi o 
extremitate în muţimea X-A (X fiind mulţimea nodurilor grafului). Pentru testarea 
programului, se vor folosi graful G9 şi mulţimea A={1,3,4,6}. 

2.7.4.2. Reprezentarea prin matricea de incidenţă  

Matricea de incidenţă a unui graf neorientat este o matrice binară cu n linii şi m 
coloane  (An,m), ale cărei elemente ai,j sunt definite astfel: 

Implementarea grafului neorientat prin matricea de incidenţă se face printr-un tablou 
bidimensional (o matrice cu dimensiunea nm), astfel:  

int  a[<n>][<m>]; 

Proprietăţile matricei de incidenţă a 
grafului neorientat: 

1. Pe fiecare coloană există două ele-
mente cu valoarea 1 (pe liniile i şi j care corespund nodurilor incidente cu muchia), iar 
restul elementelor au valoarea 0. 









Uj][i, dacă 0,
Uj][i, dacă 1,

 a j i,
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2. Matricea de incidenţă are 2m elemente egale cu 1, deoarece fiecare muchie este 
incidentă cu două noduri. 

 
Matricea de incidenţă a unui graf orientat este o matrice cu n linii şi m coloane  

(An,m), ale cărei elemente ai,j sunt definite astfel: 
 

Implementarea grafului neorientat prin matricea de incidenţă se face printr-un tablou 
bidimensional (o matrice cu dimensiunea nm), astfel:  

int  a[<n>][<m>]; 

Proprietăţile matricei de incidenţă a grafului orientat: 

1. Pe fiecare coloană există un element cu valoarea 1 (pe linia i care corespunde extremităţii 
finale a arcului) şi un element cu valoarea -1 (pe linia j care care corespunde extremităţii 
iniţiale a arcului), iar restul elementelor au valoarea 0. 

2. Matricea de incidenţă are m elemente egale cu 1 şi m elemente egale cu -1, deoarece fie-
care arc are o extremitate finală şi o extremitate iniţială. Suma elementelor matricei este 0. 

Această reprezentare este recomandată pentru grafurile care au un număr mare de 
noduri şi un număr mic de muchii. 

Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind matricea de incidenţă 
Din matricea de incidenţă puteţi obţine următoarele informaţii: 

Graf neorientat Graf orientat 
Gradul unui nod i este egal cu suma 

elementelor de pe linia i. 
Gradul intern al unui nod i este egal cu 

numărul de elemente cu valoarea 1 de pe 
linia i. Gradul extern al unui nod i este egal 

cu numărul de elemente cu valoarea -1 de pe 
linia i. 

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile j 
(j=1,n) pentru care elementele din linia j sunt 

egale cu 1 în coloana k (k=1,m) în care şi 
elementele de pe linia i au valoarea 1:  

a[i][k] = 1 şi a[j][k] = 1. 

Succesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n) pen-
tru care elementele din linia j sunt egale cu 1 
în coloana k (k=1,m) în care elementele de pe 
linia i au valoarea -1: a[i][k] = -1 şi a[j][k] = 1. 
Predecesorii nodului i sunt nodurile j (j=1,n) 

penru care elementele din linia j sunt egale cu 
-1 în coloana k (k=1,m) în care elementele de pe 

linia i au valoarea 1: a[i][k] = 1 şi a[j][k] = -1. 








j arcului a eextremitat este nu i nodul dacă 0,

j arcului a iniţniţi eaextremitat este i nodul dacă 1,

j arcului a finală eaextremitat este i nodul dacă 1,

 a j i,

Graful orientat G9 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 -1 1 -1 -1 1 0 0 0 0 0 

3 0 0 1 0 0 1 -1 0 0 0 

4 0 0 0 1 -1 0 0 -1 0 0 

5 0 0 0 0 0 -1 1 1 1 -1 

6 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 
Graful G9 

Fig. 10 
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Graf neorientat Graf orientat 
Nodurile adiacente nodului i sunt date de 
reuniunea dintre mulţimea succesorilor şi 

mulţimea predecesorilor nodului. 
Numărul de vecini ai nodului i este egal cu 

gradul nodului. 
Numărul de vecini ai nodului i este egal  cu 

cardinalul mulţimii de noduri adiacente nodului i. 
Muchia k = [i,j] a grafului este determinată de 

două elemente ale matriceii a[i]kj] şi a[j]kj],  care 
îndeplinesc condiţia a[i][k] = 1 şi a[j][k] = 1,  şi 
semnifică faptul că muchia k este incidentă cu 

nodurile i şi j. 

Arcul k = [i,j] al grafului este determinat de 
două elemente ale matricei, a[i]kj] şi a[j]kj],  care 
îndeplinesc condiţia a[i][k] = -1 şi a[j][k] = 1, şi 
semnifică faptul că arcul k iese din nodul i şi 

intră în nodul j 

1. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului neorientat G4. Folosind infor-
maţiile din matricea de incidenţă, determinaţi: gradul nodului 5, nodurile 
izolate şi nodurile terminale. 

2. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului neorientat G14. Ce proprietate are acest graf? 
3. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului G8. Folosind informaţiile din matricea de inci-

denţă, determinaţi: gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 4, succesorii şi 
predecesorii nodului 2 şi predecesorii nodului 3. 

4. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului orientat G16 din figura 11. 
5. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului G11. Folosind informa-

ţiile din matricea de incidenţă determinaţi: gradul intern al 
nodului 5, gradul extern al nodului 2, nodurile adiacente 
nodului 5, succesorii şi predecesorii nodului 4, nodurile termi-
nale şi nodurile izolate. 

6. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului G13. Cum identificaţi, în matricea de incidenţă, 
nodul sursă al unui graf? 

7. Scrieţi matricea de incidenţă a grafului G14. Cum identificaţi, în matricea de incidenţă, 
nodul destinaţie al unui graf? 

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu matricea de incidenţă 

1. Crearea matricei de incidenţă prin introducerea datelor de la tastatură. Deter-
minarea gradului unui nod. Salvarea matricei de incidenţă într-un fişier text. 

Se citesc de la tastatură muchiile (arcele) unui graf orientat (neorientat). Se creează 
matricea de incidenţă a grafului. Se afişează gradul nodului p a cărui etichetă se introduce 
de la tastatură. Se salvează matricea de incidenţă în fişierul text graf5.txt, pentru graful 
neorientat, şi graf6.txt, pentru graful orientat. În fişierul text se scriu pe primul rând ordinul 
grafului şi numărul de muchii, iar pe următoarele rânduri, liniile matricei de incidenţă. 
Funcţia scrie() se foloseşte pentru a scrie matricea de incidenţă în fişier. Pentru testarea 
programelor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

Graful neorientat. Funcţia grad() se foloseşte pentru a determina gradul unui nod.   

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m; 
fstream f("graf5.txt",ios::out); 
void scrie() 
{int i,j; f<<n<<" "<<m<<endl; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  {for(k=1;k<=m;k++) f<<a[i][k]<<" ";  f<<endl;} 
 f.close();} 

Temă 

Fig. 11 
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int grad(int i) 
{int g=0,k; 
 for(k=1;k<=m;k++) g+=a[i][k];  return g;} 
void main() 
{int i,j,p,k; 
 cout<<"numar de noduri "; cin>>n; cout<<"numar de muchii "; cin>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
  {cout<<"primul nod al muchiei "<<k<<": "; cin>>i; 
   cout<<"al doilea nod al muchiei "<<k<<": "; cin>>j; 
   a[i][k]=1; a[j][k]=1;} 
  cout<<"nodul= "; cin>>p; 
  cout<<"Gradul nodului "<<p<<" este "<<grad(p)<<endl; 
 scrie();} 
Graful orientat. Funcţia grad_int() se foloseşte pentru a determina gradul intern al unui 
nod, iar funcţia grad_ext()se foloseşte pentru a determina gradul extern al unui nod.   

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m; 
fstream f("graf6.txt",ios::out); 
int scrie() {//este identică cu cea de la graful neorientat } 
int grad int(int i) 
{int g=0,k; 
 for(k=1;k<=m;k++)  if (a[i][k]==1) g++;  return g;} 
int grad ext(int i) 
{int g=0,k; 
 for(k=1;k<=m;k++) if (a[i][k]==-1) g++;  return g;} 
void main() 
{int i,j,p,k; 
 cout<<"numar de noduri "; cin>>n; cout<<"numar de muchii "; cin>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
  {cout<<"nodul initial al arcului "<<k<<": "; cin>>i; 
   cout<<"nodul final al arcului "<<k<<": "; cin>>j; 
   a[i][k]=-1; a[j][k]=1;} 
 cout<<"nodul= "; cin>>p; 
 cout<<"Gradul intern al nodului "<<p<<" este "<<grad int(p)<<endl; 
 cout<<"Gradul extern al nodului "<<p<<" este "<<grad ext(p)<<endl; 
scrie();} 
2. Crearea matricei de incidenţă prin citirea datelor din fişier. Afişarea vecinilor 

unui nod. 

Se citesc din fişierele create anterior (graf5.txt, respectiv graf6.txt) matricele de incidenţă 
ale celor două grafuri şi se afişează vecinii unui nod x a cărui etichetă se introduce de la 
tastatură. Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de incidenţă din fişier.  

Graful neorientat. Funcţia vecini() se foloseşte pentru a determina vecinii unui nod.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n; 
fstream f("graf5.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i,k; f>>n>>m; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for (k=1;k<=m;k++) f>>a[i][k]; f.close();} 
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void vecini(int i) 
{int k,j; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
   if(a[i][k]==1) for(j=1;j<=n;j++) 
                      if(j!=i && a[j][k]==1) cout<<j<<" ";} 
void main() 
{int p; cout<<"nodul= "; cin>>x; citeste(); 
 cout<<"Vecinii nodului "<<x<<" sunt nodurile "; vecini(x);} 
Graful orientat. Vectorii binari s şi p se folosesc pentru a memora succesorii, respectiv prede-
cesorii nodului x. Elementul i are valoarea 1 dacă nodul i este succesor, respectiv predecesor 
al nodului x; altfel, are valoarea 0. Funcţiile succ() şi pred() se folosesc pentru a determina 
în vectorii s şi p succesorii, respectiv predecesorii unui nod. Funcţia vecini() se foloseşte 
pentru a determina vecinii unui nod, prin reuniunea mulţimii predecesorilor şi a succesorilor.  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],n,m,s[10],p[10]; 
fstream f("graf6.txt",ios::in); 
void citeste() {//este identică cu cea de la graful neorientat } 
void succ(int i) 
{for(int k=1;k<=m;k++) 
    if(a[i][k]==-1) for(int j=1;j<=n;j++) 
                          if(j!=i && a[j][k]==1) s[j]=1;} 
void pred(int i) 
{for(int k=1;k<=m;k++) 
    if(a[i][k]==1) for(int j=1;j<=n;j++) 
                          if(j!=i && a[j][k]==-1) p[j]=1;} 
void vecini(int i) 
{int j; succ(i); pred(i); 
 for(j=1;j<=n;j++) if (j!=i && (s[j]==1 || p[j]==1)) cout<<j<<" ";} 
void main() 
{int x; cout<<"nodul= "; cin>>x; citeste(); 
 cout<<"Vecinii nodului "<<x<<" sunt nodurile "; vecini(x);} 
3. Crearea matricei de incidenţă prin citirea muchiilor (arcelor) din fişier. Prelucrarea 

informaţiilor asociate muchiilor.  

Datele se citesc din fişierul text graf7.txt, pentru graful neorientat, şi graf8.txt, pentru graful 
orienatat. În fişier sunt scrise, pe primul rând, despărţite prin spaţii, numărul de noduri şi 
numărul de muchii (arce) ale grafului, şi apoi, pe câte un rând, separate prin spaţiu, cele două 
noduri terminale ale fiecărei muchii (arc) şi lungimea muchiei (arcului). Se afişează muchiile 
(arcele) care au lungimea mai mare decât lungimea medie a muchiilor (arcelor) din graf. Se 
foloseşte vectorul d pentru a memora lungimea fiecărei muchii (arc).  Funcţia citeste() se 
foloseşte pentru citi datele din fişier, funcţia medie() pentru a determina lungimea medie a 
muchiilor (arceor) din graf iar funcţia afisare() pentru a afişa muchiile (arcele) care au 
lungimea mai mare decât media. Fişierele text se creează cu ajutorul unui editor de texte. 
Pentru testarea programelor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. În aceste 
grafuri se asociază fiecărei muchii (arc) o valoare pentru lungime. 

Graful neorientat  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],d[10],n,m; 
fstream f("graf7.txt",ios::in); 
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void citeste() 
{int k,i,j,l; f>>n>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j>>l; a[i][k]=1; a[j][k]=1; d[k]=l;} 
 f.close();} 
float media() 
{int i,s=0; 
 for(i=1;i<=m;i++) s+=d[i]; return (float)s/m;} 
void afiseaza() 
{int i,k; float dm=media(); 
 for(k=1;k<=m;k++) 
    if (d[k]>dm) 
       {for (i=1;i<=n;i++) if (a[i][k]==1) cout<<i<<" "; 
        cout<<" cu lungimea "<<d[k]<<endl;}} 
void main() 
{citeste(); cout<<"Media lungimii este: "<<media()<<endl; 
 cout<<"Muchiile sunt: "<<endl; afiseaza();} 
Graful orientat  

#include<fstream.h> 
int a[10][15],d[15],n,m; 
fstream f("graf8.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int k,i,j,l; f>>n>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) {f>>i>>j>>l; a[i][k]=-1; a[j][k]=1; d[k]=l;} 
 f.close(); } 
float media() {//este identică cu cea de la graful neorientat } 
void afiseaza() 
{int i,k,x,y; float dm=media(); 
 for(k=1;k<=m;k++) 
    if (d[k]>dm) 
       {for (i=1;i<=n;i++) {if (a[i][k]==-1) x=i; 
                            if (a[i][k]==1) y=i;} 
        cout<<x<<"-"<<y<<" cu lungimea "<<d[k]<<endl;}} 
void main() 
{citeste(); cout<<"Media lungimii este: "<<media()<<endl; 
 cout<<"Arcele sunt: "<<endl; afiseaza();} 
4. Crearea matricei de incidenţă prin citirea datelor din matricea de adiacenţă.  

Afişarea muchiilor şi a nodurilor izolate.  

Matricele de adiacenţă se citesc din fişierele text create anterior: graf1.txt, pentru graful 
neorientat, şi graf2.txt, pentru graful orientat. Se creează matricele de incidenţă ale celor două 
grafuri, se afişează muchiile (arcele) şi nodurile izolate. Se salvează în fişierul text graf9.txt, 
respectiv graf10.txt, informaţiile despre muchii, astfel: pe primul rând, despărţite prin spaţii, 
numărul de noduri şi numărul de muchii (arce) ale grafului, şi apoi, pe câte un rând, separate 
prin spaţiu, cele două noduri terminale ale fiecărei muchii (arc). Se folosesc matricele a pentru 
matricea de adiacenţă şi b pentru matricea de incidenţă şi funcţiile citeste() pentru a citi 
matricea de adiacenţa din fişier, salveaza() pentru a salva în fişierul text informaţiile despre 
muchiile (arcele) grafului, transforma() pentru a obţine matricea de incidenţă din matricea 
de adiacenţă, afiseaza_noduri_izolate() pentru a afişa nodurile izolate, şi 
afiseaza_muchii() pentru a afişa muchiile (arcele). Pentru testarea programelor se 
folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 
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Graful neorientat  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],b[10][20],n,m; 
fstream f1("graf1.txt",ios::in),f2("graf9.txt",ios::out); 
void citeste() 
{int i,j; f1>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for(j=1;j<=n;j++) {f1>>a[i][j]; if(a[i][j]==1) m++;} 
 m=m/2; f1.close();} 
void transforma() 
{int i,j,k=1; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
  for (j=1;j<i;j++) if (a[i][j]==1) {b[i][k]=1; b[j][k]=1; k++;}} 
void afiseaza muchii() 
{for (int k=1; k<=m; k++) 
   {cout<<"Muchia "<<k<<": "; 
    for (int i=1;i<=n;i++) if (b[i][k]==1) cout<<i<<" ";  cout<<endl;}} 
void afiseaza noduri izolate() 
{int i,k,x; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
  {for (k=1,x=0;k<=m && x==0;k++) if (b[i][k]==1) x=1; 
   if (!x) cout<<i<<" ";}} 
void salveaza() 
{f2<<n<<" "<<m<<endl; 
 for (int k=1;k<=m;k++) 
   {for (int i=1;i<=n;i++) if (b[i][k]==1) f2<<i<<" "; f2<<endl;} 
 f2.close();} 
void main() 
{citeste(); transforma(); afiseaza_muchii(); 
 cout<<"Nodurile izolate sunt: "; afiseaza_noduri_izolate(); 
 salveaza();} 
Graful orientat  

#include<fstream.h> 
int a[10][10],b[10][20],n,m; 
fstream f1("graf1.txt",ios::in),f2("graf9.txt",ios::out); 
void citeste() 
{int i,j; f1>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for(j=1;j<=n;j++) {f1>>a[i][j]; if(a[i][j]==1) m++;} f1.close();} 
void transforma() 
{int i,j,k=1; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
  for (j=1;j<=n;j++) if (a[i][j]==1) {b[i][k]=-1; b[j][k]=1; k++;}} 
void afiseaza arce() 
{int i,k,x,y; 
 for (k=1; k<=m; k++) 
   {cout<<"Arcul "<<k<<": "; 
    for (i=1;i<=n;i++) {if (b[i][k]==-1) x=i; if (b[i][k]==1) y=i;} 
    cout<<x<<"-"<<y<<endl;}} 
void afiseaza noduri izolate() 
{int i,k,x; 
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 for (i=1;i<=n;i++) 
  {for (k=1,x=0;k<=m && x==0;k++) if (b[i][k]==1 || b[i][k]==-1) x=1; 
   if (!x) cout<<i<<" ";}} 
void salveaza() 
{int i,k; 
 f2<<n<<" "<<m<<endl; 
 for (k=1;k<=m;k++) 
   {for (i=1;i<=n;i++) {if (b[i][k]==-1) x=i; if (b[i][k]==1) y=i;} 
    f2<<x<<" "<<y<<endl;} 
 f2.close();} 
void main() 
{citeste(); transforma(); afiseaza arce(); 
 cout<<"Nodurile izolate sunt: "; afiseaza noduri izolate(); 
 salveaza();} 

1. Într-un fişier text este scrisă o matrice, astfel: pe primul rând – două 
numere separate prin spaţiu, care reprezintă numărul de linii şi 
numărul de coloane ale matricei, şi, pe următoarele rânduri – valori 

numerice despărţite prin spaţiu, care reprezintă elementele de pe câte o linie a matricei.  
a. Scrieţi un program care să verifice dacă această matrice poate fi matricea de 

incidenţă a unui graf neorientat. În caz afirmativ, să se afişeze câte noduri izolate are 
graful (Indicaţie. Se verifică următoarele condiţii: a) să fie o matrice binară; b) suma 
elementelor de pe fiecare coloană să fie egală cu 2; c) să nu existe două coloane 
identice. Un nod este izolat dacă suma elementelor de pe linia sa este egală cu 0). 

b. Scrieţi un program care să verifice dacă această matrice poate fi matricea de 
incidenţă a unui graf orientat. În caz afirmativ, să se determine câte noduri care au 
gradul intern egal cu gradul extern există (Indicaţie. Se verifică următoarele condiţii: 
a) pe fiecare coloană să nu existe decât o valoare egală cu 1, una egală cu -1 şi 
restul egale cu 0; b) să nu existe două coloane identice. Un nod are gradul intern 
egal cu gradul extern dacă suma elementelor de pe linia sa este egală cu 0). 

2. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf6.txt matricea de incidenţă a grafului 
orientat şi care: 
a. afişează numărul de vecini ai unui nod p a cărui etichetă se citeşte de la tastatură; 
b. generează matricea de adiacenţă a grafului din matricea de incidenţă şi o salvează 

în fişierul graf6a.txt.  

2.7.4.3. Reprezentarea prin lista muchiilor  

Lista muchiilor unui graf este formată din m elemente care conţin, fiecare, 
 câte o pereche de două noduri, xi şi xj, care formează o muchie,  

adică pentru care [xi, xj]U. 

Implementarea acestui tip de reprezentare se poate face folosind una dintre următoarele 
structuri de date: 

 Matricea muchiilor u cu dimensiune m2, în care fiecare linie corespunde unei 
muchii (arc) şi în fiecare linie se înregistrează în cele două coloane etichetele nodu-
rilor care se găsesc la extremităţile muchiei (arcului). 

  int u [<m>][2]; 
Referirea la nodurile adiacente muchiei (arcului) i se face prin u[i][0] – extremitatea 
iniţială a muchiei (arcului), respectiv u[i][1] – extremitatea finală a muchiei (arcului). 
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 Vectorul muchiilor u cu dimensiunea m ale cărui elemente sunt înregistrări, fiecare 
înregistrare fiind formată din două câmpuri x şi y ce conţin etichetele nodurilor care 
se găsesc la extremităţile muchiei (arcului). Pentru elementele vectorului se defineş-
te tipul de dată muchie, de tip înregistrare. 

         struct muchie {int x,y;};  
          muchie u[<m>]; 

Referirea la o muchie (arc) i se face prin u[i], iar la unul dintre nodurile adiacente 
muchiei (arcului) se face prin u[i].x – extremitatea iniţială a muchie (arcului), 
respectiv u[i].y – extremitatea finală a muchiei (arcului). 

Exemple: 
Dacă implementarea se face folosind matricea, atunci pentru orice muchie (arc) i, u[i][0] 
 u[i][1]. Dacă implementarea se face folosind vectorul de înregistrări, atunci pentru 
orice muchie (arc) i, u[i].x  u[i].y . 

Această reprezentare este recomandată pentru problemele în care se face 
prelucrarea succesivă a muchiilor (arcelor). Are avantajul că permite adăugarea la 

tipul de dată muchie şi a altor câmpuri (lungime, cost, timp etc.), corespunzător 
unor mărimi care pot fi asociate muchiilor (arcelor). 

Implementarea cu matrice 
 0 1 
1 1 2 

2 1 3 

3 1 4 

4 2 3 

5 2 4 

6 3 4 

7 3 5 

8 6 7 

9 6 8 
 

Graful neorientat G1 

Implementarea cu vector de înregistrări 
 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 2 1 3 2 4 2 3 2 4 3 4 3 5 6 7 6 8 

Muchiile 

Implementarea cu matrice 
 0 1 
1 1 2 

2 2 1 

3 2 4 

4 3 2 

5 3 5 

6 4 2 

7 4 5 

8 5 3 

9 5 6 

10 6 5 

Graful orientat G9 

Implementarea cu vector de înregistrări 
 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 2 2 1 2 4 3 2 3 5 4 2 4 5 5 3 5 6 6 5 
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Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind lista muchiilor 
Din lista muchiilor puteţi obţine următoarele informaţii: 

Graf neorientat Graf orientat 
Gradul unui nod i este egal, în funcţie de 
implementare, cu numărul de apariţii ale 
etichetei nodului în matrice, respectiv în 

câmpurile vectorului de înregistrări. 

Gradul extern al nodului i este egal, în funcţie 
de implementare, cu numărul de apariţii ale eti-
chetei nodului în coloana 0 a matricei, respec-

tiv în primul câmp, în vectorul de înregistrări. 
Gradul intern al nodului i este egal, în funcţie 
de implementare, cu numărul de apariţii ale eti-
chetei nodului în coloana 1 a matricei, respec-
tiv în al doilea câmp, în vectorul de înregistrări. 

Nodurile adiacente nodului i sunt, în funcţie 
de implementare, etichetele j din coloana 1, 

pentru care u[k][0]=i, sau din coloana 0, pentru 
care u[k][1]=i, respectiv etichetele j din câmpul 

u[k].y, pentru care u[k].x=i, sau din câmpul 
u[k].x, pentru care u[k].y=i  (k=1,m). 

Succesorii nodului i sunt, în funcţie de 
implementare, etichetele j  din coloana 1 pentru 
care u[k][0]=i, respectiv etichetele j din câmpul 

u[k].y pentru care u[k].x=i (k=1,m). 
Predecesorii nodului i sunt, în funcţie de 

implementare, etichetele j  din coloana 0 pentru 
care u[k][1]=i, respectiv etichetele j din câmpul 

u[k].x pentru care u[k].y=i (k=1,m). 
 Nodurile adiacente nodului i sunt date de 

reuniunea dintre mulţimea succesorilor şi 
mulţimea predecesorilor nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal cu 
gradul nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal  cu 
cardinalul mulţimii de noduri adiacente nodului i. 

1. Scrieţi lista muchiilor a grafului G4. Folosind informaţiile din lista mu-
chiilor, determinaţi: gradul nodului 5, nodurile izolate şi nodurile termi-
nale. 

2. Scrieţi lista muchiilor a grafului neorientat G14. Ce proprietate are acest graf? 
3. Scrieţi lista muchiilor a grafului G8. Folosind informaţiile din lista muchiilor, determinaţi: 

gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 4, succesorii şi predecesorii nodului 2 
şi predecesorii nodului 3. 

4. Scrieţi lista muchiilor a grafului G11. Folosind informaţiile din lista muchiilor, determinaţi: 
gradul intern al nodului 5, gradul extern al nodului 2, nodurile adiacente nodului 5, 
succesorii şi predecesorii nodului 4, nodurile terminale şi nodurile izolate. 

5. Scrieţi lista muchiilor a grafului orientat G17 din figura 12. Folo-
sind informaţiile din lista muchiilor, identificaţi nodurile izolate. 

6. Scrieţi lista muchiilor a grafului G13. Cum identificaţi, în lista 
muchiilor, nodul sursă? 

7. Scrieţi lista muchiilor a grafului G14. Cum identificaţi, în lista 
muchiilor, nodul destinaţie? 

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu lista muchiilor 

1. Crearea matricei cu lista muchiilor prin introducerea datelor de la tastatură. Deter-
minarea gradului unui nod. Salvarea informaţiilor despre muchii într-un fişier text. 

Se citesc de la tastatură muchiile (arcele) unui graf orientat (neorientat). Se creează matri-
cea cu muchiile grafului. Se afişează nodurile izolate şi terminale. Se salvează matricea cu 
muchiile grafului în fişierul text graf11.txt, pentru graful neorientat, şi graf12.txt, pentru graful 
orientat. În fişierul text se vor scrie, pe primul rând, ordinul grafului şi numărul de muchii, iar 
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Fig. 12 
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pe următoarele rânduri, nodurile de la extremităţile unei muchii (arc). Funcţia scrie() se 
foloseşte pentru a scrie informaţiile din matricea muchiilor în fişier. Pentru testarea progra-
melor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9.  

Graful neorientat. Funcţia grad() se foloseşte pentru a determina gradul unui nod.   

#include<fstream.h> 
int a[10][2],n,m; 
fstream f("graf11.txt",ios::out); 
int grad(int i) 
{int k,g=0; 
 for (k=1;k<=m;k++) if (a[k][0]==i || a[k][1]==i) g++;  return g;} 
void scrie() 
{int k; f<<n<<" "<<m<<endl; 
 for(k=1;k<=m;k++) f<<a[k][0]<<" "<<a[k][1]<<endl; f.close();} 
void main() 
{int i,j,k; 
 cout<<"numar de noduri "; cin>>n; cout<<"numar de muchii "; cin>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
  {cout<<"primul nod al muchiei "<<k<<": "; cin>>i; 
   cout<<"al doilea nod al muchiei "<<k<<": "; cin>>j; 
   a[k][0]=i; a[k][1]=j;} 
 cout<<"Nodurile izolate sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) if (grad(i)==0) cout<<i<<" "; 
 cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) if (grad(i)==1) cout<<i<<" "; 
 scrie();} 
Graful orientat. Funcţia grad_int()se foloseşte pentru a determina gradul intern al unui 
nod, iar funcţia grad_ext()se foloseşte pentru a determina gradul extern al unui nod.   

#include<fstream.h> 
int a[10][2],n,m; 
fstream f("graf12.txt",ios::out); 
int grad int(int i) 
{int g=0,k; 
 for(k=1;k<=m;k++) if (a[k][1]==i) g++; return g;} 
int grad ext(int i) 
{int g=0,k; 
 for(k=1;k<=m;k++) if (a[k][0]==i) g++; return g;} 
void scrie() {//este identică cu cea de la graful neorientat } 
void main() 
{int i,j,k; 
 cout<<"numar de noduri "; cin>>n; cout<<"numar de arce "; cin>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) 
  {cout<<"nodul initial al arcului "<<k<<": "; cin>>i; 
   cout<<"nodul final al arcului "<<k<<": "; cin>>j; 
   a[k][0]=i; a[k][1]=j;} 
 cout<<"Nodurile izolate sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) if (grad int(i)+grad ext(i)==0) cout<<i<<" "; 
 cout<<endl<<"Nodurile terminale sunt: "; 
 for(i=1;i<=n;i++) if (grad int(i)+grad ext(i)==1) cout<<i<<" "; 
 scrie();} 
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2. Crearea vectorului de muchii prin citirea muchiilor (arcelor) din fişier. Prelucrarea 
informaţiilor asociate muchiilor. 

Datele se citesc din fişierele text create anterior: graf7.txt, pentru graful neorientat, şi 
graf8.txt, pentru graful orientat. Pentru un nod p a cărui etichetă se citeşte de la tastatură, 
se afişează cel mai apropiat vecin (sau cei mai apropiaţi vecini, dacă există mai mulţi) la 
care se poate ajunge din nodul p. În cazul grafului neorientat, cel mai apropiat vecin este 
nodul adiacent nodului p care formează cu acesta muchia care are lungimea cea mai mică 
faţă de muchiile incidente cu ceilalţi vecini. În cazul grafului orientat, cel mai apropiat vecin 
la care se poate ajunge din nodul p este nodul succesor nodului p care formează cu acesta 
arcul care are lungimea cea mai mică faţă de arcele incidente cu ceilalţi succesori. Funcţia 
citeste() se foloseşte pentru a citi datele din fişier. Pentru testarea programelor se 
folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

Graful neorientat.  Funcţia izolat() determină dacă nodul este izolat. 

#include<fstream.h> 
struct muchie {int x,y,d;}; 
muchie u[20]; int n,m; 
fstream f("graf7.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int k; f>>n>>m; 
 for(k=1;k<=m;k++) f>>u[k].x>>u[k].y>>u[k].d; f.close();} 
int izolat(int i) 
{int k,g=0; 
 for (k=1;k<=m;k++) if (u[k].x==i || u[k].y==i) g++;  return g==0;} 
void main() 
{int k,p,min; 
 citeste(); cout<<"Nodul: "; cin>>p; 
 if (izolat(p)) cout<<"Nodul "<<p<<" nu are vecini"; 
   else 
    {k=1; 
     while (u[k].x!=p && u[k].y!=p) k++; 
     min=u[k].d; 
     for (k++;k<=m;k++) 
       if (u[k].x==p || u[k].y==p) 
         if (u[k].d<min) min=u[k].d; 
     cout<<"Distanta minima este "<<min<<endl; 
     cout<<"Nodurile aflate la distanta minima sunt: "; 
     for (k=1;k<=m;k++) 
       {if (u[k].x==p && u[k].d==min) cout<<u[k].y<<" "; 
        if (u[k].y==p && u[k].d==min) cout<<u[k].x<<" ";}}} 
Graful orientat. Funcţia succ()determină dacă nodul are succesori.  

#include<fstream.h> 
struct arc {int x,y,d;}; 
arc u[20]; 
int n,m; 
fstream f("graf8.txt",ios::in); 
void citeste() {//este identică cu cea de la graful neorientat } 
int succ(int i) 
{int k,g=0; 
 for (k=1;k<=m;k++) if (u[k].x==i) g++; return g!=0;} 
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Graful neorientat G1 

Nod Lista de adiacenţă 
1 2, 3, 4 
2 1, 3, 5 
3 1, 2, 4, 5 
4 1, 3 
5 2, 3 
6 7, 8 
7 6 
8 6 

void main() 
{int k,p,min; citeste(); cout<<"Nodul: "; cin>>p; 
 if (!succ(p))  
    cout<<"Nodul "<<p<<" nu are vecini la care sa se poata ajunge"; 
   else 
    {k=1; 
     while (u[k].x!=p) k++; 
     min=u[k].d; 
     for (k++;k<=m;k++) if (u[k].x==p && u[k].d<min) min=u[k].d; 
     cout<<"Distanta minima este "<<min<<endl; 
     cout<<"Nodurile aflate la distanta minima sunt: "; 
     for (k=1;k<=m;k++) 
       if (u[k].x==p && u[k].d==min) cout<<u[k].y<<" ";}} 

1. Scrieţi un program care realizează următoarele: 
a. reface matricea cu muchiile grafului orientat din fişierul text graf12.txt; 
b. determină câte noduri izolate are graful şi afişează aceste noduri; 

c. generează matricea de adiacenţă din matricea muchiilor şi o salvează în fişierul text 
graf12a.txt.  

(Indicaţie. Se numără nodurile distincte care apar în lista muchiilor – n1, iar numărul de 
noduri izolate va fi dat de diferenţa n-n1.)  

2. Scrieţi un program care construieşte vectorul de muchii din matricea de adiacenţă a 
grafului orientat care se citeşte din fişierul text graf2.txt şi care determină vecinii unui 
nod p a cărui etichetă se citeşte de la tastatură. 

3. Scrieţi un program care să genereze aleatoriu, într-un fişier, lista muchiilor unui graf 
neorientat (orientat). Numărul de noduri şi numărul de muchii se citesc de la tastatură. 

4. Scrieţi un program care să genereze aleatoriu, într-un fişier, lista muchiilor unui graf 
neorientat (orientat) în care muchiile au asociate o mărime numită cost. Se citesc de la 
tastatură: numărul de noduri, numărul de muchii şi limitele intervalului în care mărimea 
cost poate lua valori. 

2.7.4.4. Reprezentarea prin lista de adiacenţă 

Lista de adiacenţă este formată din listele Li (1in) care conţin toţi vecinií  
unui nod xi la care se poate ajunge direct din nodul xi,  

adică toate nodurile xj pentru care [xi,xj]U. 

Observaţie. În cazul grafului neorientat, lista Li a vecinilor unui nod xi al grafului este 
formată din nodurile xj adiacente nodului xi. În cazul grafului orientat, lista Li a vecinilor 
unui nod xi al grafului este formată din nodurile xj care sunt succesorii nodului xi. 

Implementarea acestui tip de reprezentare se poate face: 
 static, folosind una dintre următoarele structuri de date:  

A.  Matricea  listei de adiacenţă 
B.  Vectorii  listei de adiacenţă 

 dinamic, cu ajutorul listelor înlănţuite. 

Implementarea statică 
A. Matricea listei de adiacenţă L cu 2 linii şi n+2m 

coloane pentru graful neorientat, respectiv cu n+m co-
loane pentru graful orientat, definită astfel: 
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Graful orientat G9 

Nod Listă de adiacenţă 
1 2 
2 1, 3, 4 
3 5 
4 2, 5 
5 3, 6 
6 5 

–   Prima linie conţine etichetele nodurilor şi listele de adiacenţă ale fiecărui nod; este 
formată din două secţiuni: 

a. Primele n coloane conţin etichetele nodurilor: 
L[0][i]=i (1in). 

b. Următoarele m2 coloane, respectiv m coloa-
ne, conţin în ordine cele n liste de adiacenţă 
ale celor n noduri. 

–   A doua linie conţine informaţiile necesare pentru a 
identifica în prima linie lista de adiacenţă a fiecărui 
nod; este formată din două secţiuni: 

a. Primele n coloane conţin, în ordine, pentru fiecare nod i (1in), indicele 
coloanei din prima linie din care începe lista de adiacenţă a nodului: 
L[1][i]=j, unde j este indicele coloanei de unde începe lista de adiacenţă 
a nodului i. Dacă nodul este izolat, se va memora valoarea 0 – L[1][i]=0 
(nu există listă de adiacenţă pentru acel nod). 

b. Următoarele m2 coloane, respectiv m coloane, conţin în ordine informaţii 
despre modul în care se înlănţuiesc elementele din listă. Dacă nodul 
L[0][i] se găseşte în interiorul listei, atunci L[1][i]=i+1 (indicele 
următorului element din listă). Dacă nodul L[0][i] se găseşte la sfârşitul 
listei, atunci L[1][i]=0 (s-a terminat lista de adiacenţă a nodului i).  

Matricea este definită astfel: 
a) pentru graful neorientat: int L[2][<n>+2*<m>]; 
b) pentru graful orientat: int L[2][<n>+<m>]; 

B. Vectorii listei de adiacenţă: un vector L cu dimensiunea m2, pentru graful neorien-
tat, respectiv cu dimensiunea m, pentru graful orientat, care conţine listele de adia-
cenţă ale fiecărui nod, şi un vector cap, cu dimensiunea n, care conţine indicii de la 
care începe lista vecinilor fiecărui nod în vectorul L. Indicii din vectorul cap corespund 
etichetelor nodurilor. Cei doi vectori sunt definiţi astfel: 

a) pentru graful neorientat: int cap[<n>],L[2*<m>]; 
b) pentru graful orientat: int cap[<n>],L[<m>]; 

   

L4L3L2L1Nodurile 

1 2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 1 3 5 1 2 4 5 1 3 2 3 7 8 6 6 
9 12 15 19 21 23 25 26 10 11 0 13 14 0 16 17 18 0 20 0 22 0 24 0 0 0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Indicii coloanelor

L5 L6 L7 L8

Graful neorientat G1 

L4L3L2L1Nodurile 

1 2 3 4 5 6 2 1 3 4 5 2 5 3 6 8 
7 8 11 12 14 16 0 9 10 0 0 20 0 22 0 0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Indicii coloanelor

L5 L6 

Graful orientat G9 
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Observaţie. Fiecare listă de vecini Li, conţine indicii coloanelor j în care se găsesc valori 
de 1 în matricea de adiacenţă (a[i][j]=1). 

Implementarea dinamică 

Lista de adicenţă a fiecărui nod se memorează într-o listă simplu înlănţuită, ale cărei ele-
mente sunt de tip nod (informaţia utilă memorează eticheta unui nod din listă), iar adresa 
primului element din fiecare listă se memorează într-un vector L, care are lungimea logică 
egală cu numărul de noduri n şi ale cărui elemente sunt de tip pointer către tipul nod: 

 struct nod {int info; 
             nod * urm;}; 
 nod *L[<n>]; 
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1   3   4  
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2   5  

3   6  
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Graful orientat G9 

L 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 4 7 11 13 15 17 18 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
2 3 4 1 3 5 1 2 4 5 1 3 2 3 7 8 6 6 

cap 

L 

L1 L2 L4 L3 L5 L6 L7 L8 

Graful neorientat G1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
2 1 3 4 5 2 5 3 6 5 

1 2 3 4 5 6 
1 2 5 6 8 10 cap 

L 

L1 L2 L4 L3 L5 L6 

Graful orientat G9 
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Această reprezentare este recomandată pentru grafurile care au un număr mare de 
noduri şi un număr mic de muchii. 

Algoritmi pentru reprezentarea grafurilor folosind listele de adiacenţă 

Din lista de adiacenţă implementată static cu matrice puteţi obţine următoarele informaţii: 

Graf neorientat Graf orientat 
Lungimea listei de adiacenţă a nodului i 

neizolat, cu eticheta mai mică decât n, este 
egală cu diferenţa dintre primul indice j (j=i+1,n-
1) diferit de 0, din prima secţiune a liniei a doua 
(L[1][j]0), şi indicele coloanei din care începe 
lista de adiacenţă a nodului i (L[1][j] - L[1][i]). 
Pentru nodul n, lungimea listei de adiacenţă 

este egală cu diferenţa dintre numărul total de 
coloane, plus 1, şi indicele coloanei din care 

începe lista de adiacenţă a nodului n (n+2m+1 
- L[1][n]). Lungimea listei de adiacenţă se mai 
poate determina prin numărarea în linia a doua 

a elementelor diferite de 0, începând cu 
elementul din coloana L[1][i]), la care se 

adaugă 1.   
Gradul unui nod i este egal cu lungimea listei 

de adiacenţă a nodului sau cu numărul de 
apariţii ale etichetei nodului în a doua secţiune a 

primei linii a matricei (L[0][j]=i, cu 
j=n+1,n+2*m). 

Lungimea listei de adiacenţă a nodului i 
neizolat, cu eticheta mai mică decât n, se 

calculează la fel ca şi în cazul grafului 
neorientat. Pentru nodul n lungimea listei de 
adiacenţă este egală cu (n+m+1 - L[1][n]). 

Gradul extern al nodului i este egal cu 
lungimea listei de adiacenţă a nodului. 
Gradul intern al nodului i este egal, cu 

numărul de apariţii ale etichetei nodului în a 
doua secţiune a primei linii a matricei (L[0][j]=i, 

cu j=n+1,n+m). 

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile a 
căror etichetă apare în lista de adiacenţă a 

nodului i. 

Succesorii nodului i sunt nodurile a căror 
etichetă apare în lista de adiacenţă a nodului i. 

Predecesorii nodului i sunt nodurile j  în a 
căror listă de adiacenţă apare nodul i. 

1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

2   3   4  

1   3   5  

1   2   4   5  

1   3  

2   3  

7   8  

6  

6  

Graful neorientat G1 

L 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         191 

 

Graf neorientat Graf orientat 
 Nodurile adiacente nodului i sunt date de 

reuniunea dintre mulţimea succesorilor şi 
mulţimea predecesorilor nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal cu 
gradul nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal  cu 
cardinalul mulţimii de noduri adiacente nodului i. 

Muchia [i,j] a grafului reprezintă nodul i şi un nod j 
din lista de adiacenţă a nodului i din prima linie a 

matricei (L[0][j]Li).  

Arcul [i,j] al grafului reprezintă nodul i şi un nod 
j din lista de adiacenţă a nodului i din vectorul L 

(L[0][j]Li) 

Din lista de adiacenţă implementată static cu doi vectori puteţi obţine următoarele informaţii: 

Graf neorientat Graf orientat 
Lungimea listei de adiacenţă a nodului i 

neizolat, cu eticheta mai mică decât n, este 
egală cu diferenţa dintre primul indice j (j=i+1,n-1) 

diferit de 0, din vectorul cap (cap[j]0), şi 
indicele elementului de la care începe lista de 
adiacenţă a nodului i (cap[j] - cap[i]). Pentru 

nodul n, lungimea listei de adiacenţă este egală 
cu diferenţa dintre numărul total de elemente 

ale vectorul L, plus 1, şi indicele elementului din 
care începe lista de adiacenţă a nodului n 

(2m+1 - cap[n]). 
 

Gradul unui nod i este egal cu lungimea listei 
de adiacenţă a nodului sau cu numărul de 

apariţii ale etichetei nodului în vectorul listei L 
(L[j]=i, cu j=1,2*m). 

Lungimea listei de adiacenţă a nodului i 
neizolat, cu eticheta mai mică decât n, se 

calculează la fel ca şi în cazul grafului 
neorientat. Pentru nodul n, lungimea listei de 

adiacenţă este egală cu (m+1 - cap[n]). 
Gradul extern al nodului i este egal cu 
lungimea listei de adiacenţă a nodului. 
Gradul intern al nodului i este egal cu 

numărul de apariţii ale etichetei nodului în 
vectoul listei L (L[j]=i, cu j=1,m). 

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile a 
căror etichetă apare în lista de adiacenţă a 

nodului i din vectorul L. 

Succesorii nodului i sunt nodurile a căror 
etichetă apare în lista de adiacenţă a nodului i 

din vectorul L. 
Predecesorii nodului i sunt nodurile j  în a 
căror listă de adiacenţă din vectorul L apare 

nodul i. 
 Nodurile adiacente nodului i sunt date de 

reuniunea dintre mulţimea succesorilor şi 
mulţimea predecesorilor nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal cu 
gradul nodului. 

Numărul de vecini ai nodului i este egal  cu 
cardinalul mulţimii de noduri adiacente nodului i. 

Muchia [i,j] a grafului reprezintă nodul i şi un nod j 
din lista de adiacenţă a nodului i din vectorul L 

(L[j]Li). 

Arcul [i,j] al grafului reprezintă nodul i şi un nod 
j din lista de adiacenţă a nodului i din vectorul L 

(L[j]Li). 

Din lista de adiacenţă implementată dinamic puteţi obţine următoarele informaţii: 

Graf neorientat Graf orientat 
Numărul de elemente din toate listele simplu 
înlănţuite este egal cu 2m (dublul numărului 

de muchii). 

Numărul de elemente din toate listele simplu 
înlănţuite este egal cu m (numărul de arce). 

Lungimea listei de adiacenţă a nodului i este 
egală cu numărul de noduri ale listei ce are 

adresa nodului prim egală cu L[i]. 

Lungimea listei de adiacenţă i este egală cu 
numărul de noduri ale listei care are adresa 

nodului prim egală cu L[i]. 
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Graf neorientat Graf orientat 
Gradul unui nod i este egal cu lungimea listei 

de adiacenţă. 
Gradul extern al nodului i este egal cu 
lungimea listei de adiacenţă a nodului. 
Gradul intern al nodului i este egal, cu 

numărul de apariţii ale etichetei nodului în 
toate listele simplu înlănţuite. 

Nodurile adiacente nodului i sunt nodurile a 
căror etichetă apare în lista ce are adresa 

nodului prim egală cu L[i]. 

Succesorii nodului i sunt nodurile a căror 
etichetă apare în lista ce are adresa nodului 

prim egală cu L[i]. 
Predecesorii nodului i sunt nodurile j  în ale 

căror liste (ce au adresa nodului prim egală cu 
L[j]) apare nodul i. 

 Nodurile adiacente nodului i sunt date de 
reuniunea dintre mulţimea succesorilor şi 

mulţimea predecesorilor nodului. 
Numărul de vecini ai nodului i este egal cu 

gradul nodului. 
Numărul de vecini ai nodului i este egal  cu 

cardinalul mulţimii de noduri adiacente nodului i. 
Muchia [i,j] a grafului reprezintă nodul i şi un nod j 
din lista ce are adresa nodului prim egală cu L[i]. 

Arcul [i,j] al grafului reprezintă nodul i şi un nod  j 
din lista ce are adresa nodului prim egală cu L[i]. 

1. Scrieţi lista de adiacenţă (folosind cele trei metode de implementare) a 
grafului neorientat G4. Folosind informaţiile din lista de adiacenţă, 
determinaţi: gradul nodului 5, nodurile izolate şi nodurile terminale. 

2. Scrieţi lista de adiacenţă a grafului orientat G14. Se vor folosi cele trei metode de 
implementare. Ce proprietate are acest graf? 

3. Scrieţi lista de adiacenţă a grafului orientat G8 (folosind cele trei metode de implemen-
tare). Folosind informaţiile din lista de adiacenţă, determinaţi: gradul intern al nodului 5, 
gradul extern al nodului 4, succesorii şi predecesorii nodului 2 şi predecesorii nodului 3. 

4. Scrieţi lista de adiacenţă a grafului orientat G11. Se vor folosi cele trei metode de imple-
mentare. Din lista de adiacenţă, determinaţi: gradul intern al nodului 5, gradul extern al 
nodului 2, nodurile adiacente nodului 5, succesorii şi predecesorii nodului 4, nodurile 
terminale şi nodurile izolate. 

5. Scrieţi lista de adiacenţă a grafului orientat G18 din figura 13. 
Se vor folosi cele trei metode de implementare. 

6. Scrieţi lista de adiacenţă a grafului G13. Se vor folosi cele trei 
metode de implementare. Cum identificaţi – în fiecare imple-
mentare a listei de adiacenţă – nodul sursă al grafului? 

7. Scrieţi lista de adiacenţă a grafului G14. Se vor folosi cele 
trei metode de implementare. Cum identificaţi – în fiecare implementare a listei de 
adiacenţă – nodul destinaţie al grafului? 

Implementarea algoritmilor pentru reprezentarea grafurilor cu lista de adiacenţă 

1. Crearea listei de adiacenţă în implementare statică prin citirea listelor de vecini 
din fişier. Determinarea gradului unui nod. Obţinerea matricei de adiacenţă din 
matricea listei de adiacenţă.  

Într-un fişier text se găsesc următoarele informaţii despre un graf neorientat (şi varianta 
orientat): pe prima linie, valorile pentru numărul de noduri n şi numărul de muchii m, 
despărţite prin spaţiu, iar pe următoarele n linii, despărţite prin spaţiu, numărul de vecini ai 
unui nod şi lista vecinilor (şi varianta numărul de succesori ai unui nod şi lista succesorilor). 

Temă 

Fig 13 
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Se citesc din fişierul text aceste informaţii şi se creează lista de adiacenţă implementată cu 
matrice, respectiv cu vectori. Se afişează nodurile cu gradul cel mai mare (şi varianta cu 
gradul extern cel mai mare). Se obţine matricea de adiacenţă din lista de adiacenţă. Se 
salvează apoi matricea de adiacenţă într-un fişier text. În fişierul text se scriu: pe primul 
rând ordinul grafului, iar pe următoarele rânduri – liniile matricei de adiacenţă. Funcţia 
citeste() se foloseşte pentru a citi listele de adiacenţă din fişier, funcţia grad() pentru 
a determina gradul (şi varianta gradul extern) al unui nod, funcţia grad max() pentru a 
determina gradul maxim (şi varianta gradul extern maxim) al nodurilor din graf, funcţia 
transpune() pentru a obţine matricea de adiacenţă din lista de adiacenţă, iar funcţia 
scrie() pentru a scrie matricea de adiacenţă în fişier. Informaţiile se citesc din fişierul text 
graf13.txt, pentru graful neorientat, şi graf14.txt, pentru graful orientat, şi se salvează în 
fişierul text graf15.txt, pentru graful neorientat, şi graf16.txt, pentru graful orientat. Fişierele 
text graf13.txt şi graf14.txt se creează cu un editor de texte. Pentru testarea programelor se 
folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

Graful neorientat şi graful orientat – implementarea cu matrice 

#include<fstream.h> 
int n,m,L[3][50],a[10][10]; 
//pentru graful neorientat 
fstream f1("graf13.txt",ios::in),f2("graf15.txt",ios::out); 
//pentru graful orientat 
//fstream f1("graf14.txt",ios::in),f2("graf16.txt",ios::out); 
void citeste() 
{int i,j,x,k; f1>>n>>m; 
 for(i=1;i<=n;i++) L[1][i]=i; j=n+1; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   {f1>>x; 
    if (x==0) L[2][i]=0; 
       else {L[2][i]=j; 
             for (k=1;k<=x;k++) {f1>>L[1][j]; 
                                 if(k!=x) L[2][j]=j+1; 
                                     else L[2][j]=0; 
                                  j++;}}} 
 f1.close();} 
int grad(int i) 
{int g,j=L[2][i]; 
 if (L[2][i]==0) g=0; 
   else {g=1; 
         while (L[2][j]!=0) {g++;j++;}} 
 return g;} 
int grad max() 
{int i,max=0; 
 for (i=1; i<=n; i++) if (grad(i)>max) max=grad(i); 
 return max;} 
void transpune() 
{int i,j; 
 for (i=1; i<=n; i++) 
  {j=L[2][i]; 
   if (L[2][i]!=0) 
     {while (L[2][j]!=0) {a[i][L[1][j]]=1; j++;} 
      a[i][L[1][j]]=1;}}} 
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void scrie() 
{int i,j; f2<<n<<endl; 
 for (i=1; i<=n; i++) 
  {for (j=1; j<=n; j++) f2<<a[i][j]<<" "; f2<<endl;} 
f2.close();} 
void main() 
{int i; citeste(); 
 cout<<"Gradul cel mai mare este "<<grad max()<<endl; 
 cout<<"Nodurile cu gradul cel mai mare sunt: "; 
 for (i=1; i<=n; i++) if (grad(i)==grad_max()) cout<<i<<" "; 
transpune(); scrie();} 
Graful neorientat şi graful orientat – implementarea cu vectori. 

#include<fstream.h> 
int n,m, L[50],a[10][10],cap[10]; 
//pentru graful neorienat 
fstream f1("graf13.txt",ios::in),f2("graf15.txt",ios::out); 
//pentru graful orienat 
//fstream f1("graf14.txt",ios::in),f2("graf16.txt",ios::out); 
void citeste() 
{int i,j=1,x,k; f1>>n>>m; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   {f1>>x; 
    if (x==0) cap[i]=0; 
        else {cap[i]=j; 
              for (k=1;k<=x;k++) {f1>>L[j]; j++;}}} 
 f1.close();} 
int grad(int i) 
{int g,j; 
 if (cap[i]==0) g=0; 
  else 
   {if (i<n) {j=i+1; 
              while (cap[j]==0 && j<=n) j++; 
              if (j==n+1) g=2*m+1-cap[i]; 
                        // g=m+1-cap[i]; pentru graful orientat     
                     else g=cap[j]-cap[i];} 
        else g=2*m+1-cap[i];} 
 return g;} 
int grad max() {//este identică cu cea de la implementarea cu matrice} 
void transpune() 
{int i,j; 
 for (i=1; i<=n; i++) 
  for (j=0;j<grad(i);j++) a[i][L[cap[i]+j]]=1;} 
void scrie() {//este identică cu cea de la implementarea cu matrice} 
void main() {//este identică cu cea de la implementarea cu matrice} 
2. Crearea listei de adiacenţă în implementare statică din matricea de adiacenţă. 

Salvarea listelor de adiacenţă într-un fişier. 

Se citeşte din fişierul creat anterior (graf15.txt, respectiv graf16.txt) matricea de adiacenţă a  
grafului şi se obţine din ea lista de adiacenţă implementată cu matrice, respectiv cu vectori. 
Se salvează listele de adiacenţă într-un fişier text (graf17.txt, respectiv graf18.txt), astfel: pe 
prima linie, valorile pentru numărul de noduri n şi numărul de muchii m, despărţite prin 
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spaţiu, iar apoi, pe următoarele n linii, despărţite prin spaţiu, numărul de vecini ai unui nod 
şi lista vecinilor pentru graful neorientat, respectiv numărul de succesori ai unui nod şi lista 
succesorilor pentru graful orientat. Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea 
de adiacenţă din fişier, funcţia transpune() pentru a obţine lista de adiacenţă din 
matricea de adiacenţă, iar funcţia scrie() pentru a scrie listele de adiacenţă în fişier. 
Pentru testarea programelor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

Graful neorientat şi graful orientat – implementarea cu matrice  

#include<fstream.h> 
int n,m,L[3][50],a[10][10]; 
//pentru graful neorientat 
fstream f1("graf15",ios::in),f2("graf17.txt",ios::out); 
//pentru graful orientat 
//fstream f1("graf16.txt",ios::in),f2("graf18.txt",ios::out); 
void citeste() 
{int i,j; f1>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for(j=1;j<=n;j++) {f1>>a[i][j]; if(a[i][j]==1) m++;} f1.close(); 
 m=m/2;} //numai pentru graful neorientat 
void transpune() 
{int i,j,k,g; 
 for(i=1;i<=n;i++) L[1][i]=i; k=n+1; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   {for(j=1,g=0;j<=n;j++)  
       if (a[i][j]==1) {L[1][k]=j; L[2][k]=k+1; k++; g++;} 
    if (g==0) L[2][i]=0; 
        else {L[2][i]=k-g; L[2][k-1]=0;}}} 
int grad(int i) {//identică cu cea de la implementarea cu matrice} 
void scrie() 
{int i,j=1,k; f2<<n<<" "<<m<<endl; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   if (L[2][i]==0) f2<<0<<endl; 
             else {f2<<grad(i)<<" "; 
                   for (k=1;k<=grad(i);k++,j++) f2<<L[1][j]<<" "; 
                   f2<<endl;} f2.close();} 
void main() 
{citeste(); transpune(); scrie();} 
Graful neorientat şi graful orientat – implementarea cu vectori 

#include<fstream.h> 
int n,m,L[50],cap[10],a[10][10]; 
//pentru graful neorientat 
fstream f1("graf13.txt",ios::in),f2("graf15.txt",ios::out); 
//pentru graful orientat 
//fstream f1("graf14.txt",ios::in),f2("graf16.txt",ios::out); 
void citeste() {//este identică cu cea de la implementarea cu matrice} 
void transpune() 
{int i,j,k=1,g; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   {for(j=1,g=0;j<=n;j++) if (a[i][j]==1) {L[k]=j; k++; g++;} 
    if(g==0) cap[i]=0; else cap[i]=k-g;}} 
int grad(int i) {//identică cu cea de la implementarea cu vectori} 
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void scrie() 
{int i,j; f2<<n<<" "<<m<<endl; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
    {f2<<grad(i)<<" "; 
     for(j=0;j<grad(i);j++) f2<<L[cap[i]+j]<<" "; 
     f2<<endl;} 
 f2.close();} 
void main() {//este identică cu cea de la implementarea cu matrice} 
3. Crearea listei de adiacenţă în implementare dinamică prin citirea listei muchiilor 

din fişier. Determinarea vecinilor şi a gradului unui nod.  

Într-un fişier text se găsesc următoarele informaţii despre un graf neorientat (şi varianta 
orientat): pe prima linie, valorile pentru numărul de noduri n şi numărul de muchii m, iar de pe 
următoarele m linii, câte o pereche de numere despărţite prin spaţiu, care reprezintă etiche-
tele nodurilor ce formează o muchie (arc). Se citesc din fişierul text aceste informaţii şi se 
creează lista de adiacenţă implementată dinamic. Se afişează vecinii şi gradul fiecărui nod. 
Funcţia init() se foloseşte pentru a iniţializa cu valoarea NULL elementele vectorului L 
(pointerii nodului prim al listei de adiacenţă a fiecărui nod din graf), funcţia adauga nod() 
pentru a adăuga un nod înaintea nodului prim la lista simplu înlănţuită a unui nod din graf, 
funcţia creare() pentru a crea lista de adiacenţă, funcţia grad() pentru a determina 
gradul (şi varianta, gradul extern) al unui nod, funcţia afisare_vecini() pentru a afişa 
vecinii fiecărui nod, iar funcţia afisare_grad() pentru a afişa gradul fiecărui nod. Infor-
maţiile se citesc din fişierul text graf11.txt pentru graful neorientat şi graf12.txt pentru graful 
orientat. Pentru testarea programelor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 
#include<fstream.h> 
struct nod {int info; 
            nod * urm;}; 
nod *L[20]; 
int n,m; 
fstream f1("graf11.txt",ios::in); 
void init() 
{f>>n>>m; for (int i=1;i<=n;i++) L[i]=NULL;} 
void adauga nod(nod *&prim, int y) 
{nod *p=new nod; p->info=y; p->urm=prim; prim=p;} 
void creare() 
{int x,y; 
 while (f>>x>>y) {adauga nod(L[x],y);adauga nod(L[y],x);} 
 f.close();} 
void afisare vecini() 
{for (int i=1;i<=n;i++) 
  {cout<<"Vecinii nodului "<<i<<": "; 
   for (nod *p=L[i];p!=NULL;p=p->urm) cout<<p->info<<" "; 
  cout<<endl;}} 
int grad(int i) 
{int g=0; 
 for (nod *p=L[i];p!=NULL; p=p->urm) g++; return g;} 
void afisare grade() 
{for (int i=1;i<=n;i++) 
  cout<<"Gradul nodului "<<i<<": "<<grad(i)<<endl;} 
void main() 
{init(); creare(); afisare vecini(); afisare grade();} 
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1. Scrieţi un program care citeşte listele de adiacenţă ale grafului din 
fişierul text graf13.txt, pentru graful neorientat, respectiv din fişierul 
graf14.txt, pentru graful orientat, şi care afişează nodurile izolate. 

Listele de adiacenţă se implementează dinamic şi static, în cele două variante.  
2. Scrieţi un program care citeşte listele de adiacenţă ale grafului din fişierul text graf13.txt, 

pentru graful neorientat, respectiv din fişierul graf14.txt, pentru graful orientat, şi care 
afişează muchiile (arcele) grafului. Listele de adiacenţă se implementează dinamic şi 
static în cele două variante. 

3. Scrieţi un program care citeşte din două fişiere text, respectiv din g5.txt un graf orientat, 
reprezentat prin lista muchiilor, şi din fişierul g6.txt un graf orientat, reprezentat prin lista 
vecinilor, şi care verifică dacă cele două grafuri sunt identice (Indicaţie. Se reprezintă  
ambele grafuri prin matricea de adiacenţă şi se compară cele două matrice de adiacenţă). 

2.7.4.5. Aplicaţii practice 

1. Într-un grup de n persoane s-au stabilit două tipuri de relaţii: de prietenie şi de vecină-
tate. Scrieţi un program care să citească matricele de adiacenţă ale celor două grafuri 
dintr-un fişier text (pe primul rând, numărul de persoane, şi pe următoarele rânduri, în 
ordine, liniile fiecărei matrice de adiacenţă) şi care să afişeze: 
a. persoanele care sunt şi prietene şi vecini (Indicaţie. Se determină muchiile din 

graful intersecţie a celor două grafuri neorientate);   
b. cel mai mare număr de persoane care se găsesc într-un grup de vecini prieteni 

(Indicaţie. Se determină gradul maxim în graful intersecţie a celor două grafuri.) 
Pentru testarea programului formaţi un grup cu 10 dintre colegii voştri şi descrieţi cu 
ajutorul a două grafuri cele două tipuri de relaţii. 

2. Într-un grup de n persoane s-a stabilit o relaţie de cunoştinţă: persoana x este în 
relaţie cu persoana y dacă o cunoaşte pe aceasta. Relaţia de cunoştinţă nu este 
reciprocă. O celebritate este o persoană care este cunoscută de toate persoanele din 
grup, dar care nu cunoaşte nici o persoană (este un nod destinaţie al grafului). Un 
necunoscut este o persoană care cunoaşte toate persoanele din grup dar nu este 
cunoscută de nici o persoană din grup (este un nod sursă al grafului). Un singuratic 
este o persoană care cunoaşte o singură persoană din grup sau este cunoscută de o 
singură persoană din grup (este un nod terminal al grafului). Un străin de grup este o 
persoană care nu cunoaşte nici o persoană din grup şi nu este cunoscută de nici o 
persoană din grup (este un nod izolat al grafului). Demonstraţi că în grup nu poate 
exista decât o singură celebritate şi un singur necunoscut. Scrieţi un program care să 
citească dintr-un fişier matricea de adiacenţă a grafului şi care să afişeze: 
a. dacă există o celebritate, să se precizeze persoana, iar dacă nu există, să se 

precizeze: persoana care cunoaşte cele mai puţine persoane şi persoana care este 
cunoscută de cele mai multe persoane; 

b. dacă există un necunoscut, să se precizeze persoana, iar dacă nu există, să se 
precizeze: persoana care este cunoscută de cele mai puţine persoane şi per-
soana care cunoaşte cele mai multe persoane; 

c. dacă există singuratici, să se precizeze persoanele; 
d. dacă există străini de grup, să se precizeze persoanele; 
e. câte persoane cunosc doar două persoane din grup şi sunt cunoscute la rândul 

lor de trei persoane din grup (nodurile care au gradul intern egal cu 3, iar gradul 
extern egal cu 2); 

Temă 
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f. câte persoane sunt cunoscute de un număr de membri egal cu numărul de 
membri pe care îi cunosc (nodurile care au gradul intern egal cu gradul extern); 

g. care sunt persoanele care se cunosc reciproc (perechile de noduri între care 
există arce duble).   

3. La graful judeţelor, adăugaţi un nod cu eticheta 0, care reprezintă exteriorul ţării, şi 
muchiile corespunzătoare, care evidenţiază judeţele limitrofe. Creaţi cu un editor de 
texte fişierul judete.txt care să conţină următoarele informaţii: pe primul rând, numărul de 
judeţe, pe următoarele rânduri matricea de adiacenţă, pe următorul rând, în ordinea 
etichetelor nodurilor, denumirile judeţelor separate prin spaţiu (pentru judeţele care au 
un nume format din mai multe cuvinte folosiţi ca separator linia de subliniere), pe 
următorul rând numele vecinilor României separate prin spaţiu, şi apoi, câte un rând 
pentru fiecare judeţ limitrof, în care scrieţi separate prin spaţiu următoarele informaţii: 
eticheta nodului şi ţara (ţările) cu care se învecinează, precizate prin numărul de ordine 
din lista numelor. Scrieţi un program care să citească aceste informaţii din fişier şi să le 
transpună într-o implementare a grafului, adecvată problemei, şi care să afişeze: 
a. judeţele care au cele mai multe judeţe vecine – se va preciza numărul maxim de vecini 

şi numele judeţelor care au această proprietate;   
b. judeţele care au cele mai puţine judeţe vecine – se va preciza numărul minim de vecini 

şi numele judeţelor care au această proprietate;   
c. judeţele de la graniţă – pentru fiecare judeţ se va preciza numele său şi numele ţărilor 

cu care se învecinează. 

4. Într-o zonă turistică există n localităţi. Între unele localităţi există legături directe, fie 
prin şosele naţionale, fie prin şosele judeţene. Legăturile directe sunt caracterizate de 
lungimea drumului, măsurată în kilometri. Se vor folosi două grafuri: Gn=(X,Un) pentru 
legăturile prin şosele naţionale şi Gj=(X,Uj) pentru legăturile prin şosele judeţene. Cele 
două grafuri se vor citi din două fişiere text, care conţin pentru fiecare legătură directă, 
pe câte un rând, separate prin spaţiu, cele două etichete ale nodurilor asociate 
localităţilor şi distanţa dintre localităţi. Scrieţi un program care să citească aceste 
informaţii din fişier şi să le transpună într-o implementare a grafului, adecvată proble-
mei, şi care să afişeze: 
a. localităţile la care nu ajung drumuri naţionale (nodurile izolate, în primul graf);   
b. cea mai scurtă legătură directă dintre două localităţi – se va preciza eticheta 

nodurilor asociate localităţilor, distanţa dintre localităţi şi tipul şoselei prin care se 
asigură legătura; 

c. pentru două localităţi precizate, a şi b (etichetele nodurilor a şi b se citesc de la 
tastatură), să se precizeze dacă există legătură directă; dacă există, să se mai 
precizeze tipul şoselei şi distanţa dintre localităţi; 

d. pentru o localitate p (eticheta p a nodului se citeşte de la tastatură), să se afişeze 
toate localităţile cu care are legături directe şi distanţa până la aceste localităţi 
(Indicaţie. Se determină graful reuniune a celor două grafuri.); 

e. localitatea care are cele mai multe legături directe cu alte localităţi – şi să se 
afişeze localităţile cu care are legături (nodul cu gradul maxim în graful reuniune).  

5. Într-un munte există n grote. Fiecare grotă i se găseşte la înălţimea hi faţă de baza 
muntelui. Între unele grote există comunicare directă, prin intermediul unor tuneluri. 
Există şi grote care comunică cu exteriorul. Desenaţi o reţea ipotetică de grote şi con-
struiţi matricea de adiacenţă a grafului neorientat asociat (grotele sunt nodurile, iar 
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tunelurile sunt muchiile). Înălţimile grotelor se vor memora într-un vector. Găsiţi o 
modalitate de a evidenţia grotele care comunică cu exteriorul. (Indicaţie. Adăugaţi la 
graf nodul 0, care reprezintă exteriorul muntelui.) Scrieţi matricea de adiacenţă şi 
vectorul cu înălţimile grotelor, în fişierul text grote.txt. Scrieţi un program care să 
citească matricea de adiacenţă şi vectorul din fişier – şi care să afişeze: 
a. numărul de tuneluri de comunicare (numărul de muchii ale grafului); 
b. grotele care au legătură cu exteriorul (nodurile i pentru care există muchie cu 

nodul 0);   
c. grotele care comunică direct cu cele mai multe grote (nodurile cu cel mai mare grad); 
d. grotele care nu comunică prin tuneluri cu alte grote (nodurile izolate); 
e. cea mai înaltă grotă şi cea mai joasă grotă care comunică cu exteriorul; 
f. pentru o grotă a cărei etichetă se citeşte de la tastatură, să se afişeze grotele cu 

care comunică direct, precizând pentru fiecare tunel dacă suie, coboară sau este 
la acelaşi nivel cu grota.   

6. Reţeaua de străzi dintr-un oraş este formată din străzi cu două sensuri şi străzi cu sens 
unic de circulaţie. Ea poate fi reprezentată printr-un graf orientat, în care intersecţiile sunt 
nodurile, iar arcele – sensul de circulaţie pe străzile care leagă două intersecţii (traficul 
auto). Nodurile sunt intersecţii de cel puţin 3 străzi. Pentru a stabili prioritatea în intersecţii 
şi pentru a fluidiza traficul intersecţiile vor fi modernizate. Pentru modernizare se vor folosi 
panouri cu semne de circulaţie, semafoare – şi se vor amenaja sensuri giratorii. Pentru 
fiecare stradă din care se poate intra în intersecţie, se montează în intersecţie un panou 
cu semn pentru prioritate. Pentru fiecare stradă pe care nu se poate intra din intersecţie se 
montează în intersecţie un panou cu semnul de interzicere a circulaţiei. În toate 
intersecţiile vor fi montate panouri cu semne de circulaţie, corespunzător străzilor incidente 
cu intersecţia. Fiecare dintre aceste mijloace de modernizare are un cost: panoul cu semn 
de circulaţie – costul c1, semaforul – costul c2, şi sensul giratoriu – costul c3. Pentru a 
stabili modul în care este modernizată fiecare intersecţie, intersecţiile au fost clasificate în 
intersecţii mici (intersecţii cu 3 străzi, în care vor fi montate numai panouri cu semne de 
circulaţie), intersecţii mari (intersecţii cu 4 străzi, care vor fi semaforizate) şi intersecţii 
foarte mari (intersecţii cu peste 4 străzi, în care se vor amenaja sensuri giratorii). Desenaţi 
o reţea ipotetică de străzi şi construiţi matricea de adiacenţă a grafului orientat asociat. 
Scrieţi matricea de adiacenţă în fişierul text strazi.txt. Scrieţi un program care să citească 
matricea de adiacenţă din fişier şi care să afişeze:     
a. intersecţiile la care nu se poate ajunge din nici o altă intersecţie (nodurile care nu 

au predecesori);  
b. intersecţiile de la care nu se poate ajunge la o nici o altă intersecţie (nodurile care 

nu au succesori); 
c. dacă există intersecţii fără nici o intersecţie succesor sau fără nici o intersecţie  prede-

cesor, să se corecteze desenul reţelei (prin adăugarea unui număr minim de arce), 
astfel încât să nu existe asemenea intersecţii – şi să se actualizeze şi fişierul strazi.txt.  

d. intersecţiile la care se poate ajunge direct din cele mai multe intersecţii (nodurile 
care au cel mai mare grad intern); 

e. intersecţiile de la care se poate ajunge direct la cele mai multe intersecţii 
(nodurile care au cel mai mare grad extern); 

f. numărul de străzi pe care se circulă în ambele sensuri (numărul de perechi de 
noduri i şi j  pentru care, în matricea de adiacenţă, elementele a[i][j] şi a[j][i] sunt 
egale cu 1); 
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g. numărul de intersecţii mici, mari şi foarte mari (clasificarea nodurilor în funcţie de 
numărul de noduri adiacente: noduri cu 3 noduri adiacente, cu 4 noduri adiacente 
şi cu cel puţin 5 noduri adiacente); 

h. numărul de panouri cu semne pentru prioritate care se vor folosi (suma gradelor 
interne ale nodurilor);   

i. numărul de panouri cu semne pentru interzicerea circulaţiei care se vor folosi 
(diferenţa dintre suma gradelor externe ale nodurilor şi numărul de străzi cu sens 
dublu de circulaţie);  

j. numărul de semafoare care se vor monta (suma gradelor interne ale nodurilor 
care au 4 noduri adiacente);  

k. costul de modernizare necesar pentru fiecare intersecţie şi costul total al moder-
nizării. 

7. Pe un munte există mai multe parcele cu fâneţe ale sătenilor. Unele fâneţe au acces 
direct la drumul sătesc, altele nu. Între proprietarii parcelelor vecine există relaţie de 
prietenie – sau nu. Dacă doi proprietari vecini sunt prieteni, îşi permit unul altuia 
accesul pe propria parcelă. Pentru a transporta fânul, sătenii care nu au acces la 
drumul sătesc, trebuie să treacă peste parcelele altor săteni, ca să ajungă la el. Un 
proprietar este considerat izolat dacă nu are acces direct la drumul sătesc şi nici nu 
este în relaţie de prietenie cu vreunul dintre vecinii lui. Se vor folosi două grafuri: unul 
pentru a reprezenta relaţia de vecinătate a fâneţelor, iar altul pentru a reprezenta 
relaţia de prietenie dintre proprietari. Desenaţi o hartă ipotetică a fâneţelor şi stabiliţi 
relaţii ipotetice de prietenie între vecini. Construiţi matricele de adiacenţă ale celor 
două grafuri asociate. Scrieţi matricele de adiacenţă în fişierele text fanete.txt şi 
prieteni.txt. Scrieţi un program care să citească matricele de adiacenţă din fişiere şi 
care să furnizeze următoarele informaţii: 
a. dacă există proprietari izolaţi, să se afişeze lista proprietarilor vecini cu care 

trebuie să stabilească relaţii de prietenie, pentru a ajunge la drumul sătesc, şi să 
se identifice vecinii care au acces direct la drumul sătesc; 

b. care este proprietarul cel mai neprietenos (care are cel mai mare procent de 
vecini cu care nu este prieten).  

8. Se analizează migraţia unei specii de păsări călătoare pe perioada unui an. Migraţia are 
două etape: migraţia de toamnă, când păsările migrează din zonele reci către zonele 
calde (migraţia de la rece la cald), şi migraţia de primăvară, când păsările migrează din 
zonele calde către zonele reci (migraţia de la cald la rece). Fiecare etapă a migraţiei va 
fi reprezentată printr-un graf orientat. În graful migraţiei de la rece la cald, nodurile care 
aparţin zonei reci au numai succesori, iar nodurile care aparţin zonei calde au numai 
predecesori. În graful migraţiei de la cald la rece nodurile care aparţin zonei calde au 
numai succesori, iar nodurile care aparţin zonei reci au numai predecesori. Fiecărui nod 
i se asociază coordonatele geografice. Desenaţi câte o hartă ipotetică pentru fiecare 
etapă de migraţie. Construiţi, cu un editor de texte, fişierul migratie1.txt, care va conţine 
pe prima linie n1, numărul de noduri ale primului graf, pe următoarele n1 linii, matricea 
de adiacenţă a grafului, şi apoi, pe următoarele n1 linii, coordonatele geografice ale 
fiecărui nod de pe hartă (sunt 6 entităţi de informaţie, separate prin spaţiu: două valori 
numerice întregi pentru latitudine, în grade şi minute, şi un caracter pentru emisferă, 
două valori numerice întregi pentru longitudine, în grade şi minute, şi un caracter pentru 
meridian). Construiţi cu un editor de texte fişierul migratie2.txt, care va conţine acelaşi 
tip de informaţii, pentru cel de al doilea graf al migraţiei. Scrieţi un program care să 
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citească aceste informaţii din fişier, să le transpună într-o implementare a grafului 
adecvată problemei (recomandare – implementare prin matrice de adiacenţă şi vector 
de structuri pentru coordonatele geografice) şi care să afişeze următoarele informaţii: 
a. dacă cele două grafuri sunt corecte (dacă a[i][j]=1, atunci a[j][i]=0 – şi produsul 

dintre gradul intern şi gradul extern ale fiecărui nod trebuie să fie 0; în plus, 
trebuie ca nodurile din zona caldă să coincidă – în ambele grafuri); 

b. dacă în graful migraţiei de la rece la cald există un nod destinaţie al grafului – şi 
ce semnificaţie are existenţa lui pentru migraţie; 

c. dacă păsările s-au reîntors în aceleaşi zone, primăvara (nodurile din zona rece 
coincid în cele două grafuri); în caz contrar, să se specifice noile locaţii apărute în 
zona rece în care a ajuns specia respectivă; 

d. să se obţină matricea de adiacenţă a hărţii migraţiei, pe întreaga perioadă a anului, 
prin reuniunea celor două grafuri (dacă după migraţia de primăvară au apărut noi 
locaţii pe hartă în zona rece, se vor adăuga la primul graf ca noduri izolate).      

2.7.5. Grafuri speciale 
Se definesc următoarele grafuri speciale: 

 graful nul; 
 graful complet. 

2.7.5.1. Graful nul  

Graful G=(X,U) se numeşte graf nul dacă mulţimea U este vidă (U=),  
adică graful nu are muchii. 

Reprezentarea sa în plan se face prin noduri izolate. 

Exemplu: 

Graful N=(X,V) – unde mulţimea X={1,2,3,4} este mulţimea nodurilor, iar 
mulţimea V= este mulţimea muchiilor – este un graf nul (graful are noduri dar 
nu are muchii) – figura 14. 

Observaţie. Matricea de adiacenţă a unui graf nul este matricea zero (nu 
conţine nici un element cu valoarea 1). 

2.7.5.2. Graful complet  

Un graf cu n noduri este un graf complet dacă are proprietatea că, oricare ar fi două 
noduri ale grafului, ele sunt adiacente. El se notează cu Kn. 

Observaţii. 

1. Se poate construi un singur graf neorientat complet, cu n noduri, deoare-
ce între două noduri, x şi y, există o singură muchie [x,y]. În figura 15 este 
prezentat graful neorientat complet K4. El are 6 muchii. Desenaţi grafurile 
neorientate complete K5 şi K6.  Număraţi câte muchii au aceste grafuri. 

Teorema 6 

Numărul m de muchii ale unui graf neorientat complet, cu n noduri (Kn), este: 

2

1n
nm


  

Fig. 14 

Fig. 15 
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Demonstraţie. Numărul de muchii este dat de numărul de submulţimi de 2 elemente care se pot 

forma dintr-o mulţime cu n elemente, adică m = 2
nC . 

2. Se pot construi mai multe grafuri orientate complete, cu n noduri, deoarece două 
noduri x şi y pot fi adiacente în trei situaţii: există arcul [x,y], există arcul [y,x] sau există 
arcele [x,y] şi [y,x]. 

Teorema 7 

Numărul de grafuri orientate complete care se pot construi cu n noduri este egal cu 
2
nC

k 3n   

Demonstraţie. Deoarece numărul de submulţimi de 2 noduri care se pot forma dintr-o mulţime de n 

noduri este a= 2
nC , şi pentru fiecare pereche astfel definită se pot defini trei situaţii de adiacenţă, 

rezultă că numărul de grafuri complete care se pot construi este de 3
a
.  

Exemplu. Pentru n=4 se pot 
defini 36=729 grafuri orientate 
complete. În figura 16 sunt pre-
zentate patru dintre acestea. 
Definiţi alte patru grafuri com-
plete cu 4 noduri. 

Observaţii  

1. În cazul matricei de adiacenţă a unui graf neorientat complet, valoarea fiecărui 
element care nu se găseşte pe diagonala principală este 1. 

2. În cazul matricei de adiacenţă a unui graf orientat complet – pentru orice pereche de 
noduri, i şi j,  diferite între ele (ij) – a[i][j]=1 sau a[j][i]=1. 

3. Numărul minim de arce într-un graf orientat complet cu n noduri este egal cu 
numărul de muchii ale grafului neorientat complet Kn. 

4. Numărul maxim de arce într-un graf orientat complet cu n noduri este egal cu dublul 
numărului de muchii ale grafului neorientat complet Kn. 

Algoritmi pentru prelucrarea grafurilor complete 

1. Algoritm pentru a determina numărul minim de arce care trebuie adăugate la un 
graf orientat, pentru a obţine un graf orientat complet.  

Algoritmul. Se numără perechile de noduri i şi j (ij) între care nu există nici un arc. 

Implementarea algoritmului În program, informaţiile despre graful orientat se citesc din 
fişierul text gc.txt: de pe prima linie numărul de noduri, şi apoi, de pe următoarele rânduri 
matricea de adiacenţă.  

#include<iostream.h> 
int n,a[10][10]; 
fstream f("gc.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void main() 
{int i,j,m=0; citeste(); 
 for(i=2;i<=n;i++) 
   for(j=1;j<i;j++) if(a[i][j]==0 && a[j][i]==0) m++; 
 cout<<"Numarul de arce care trebuie adaugate este "<<m;} 

Fig. 16 
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2. Algoritm pentru a determina numărul maxim de noduri izolate pe care poate să 
le conţină un graf neorientat care are n noduri şi m muchii.  

Algoritmul. Se identifică graful complet care se poate forma astfel încât să consume 
cât mai multe muchii (mmax) din cele m muchii ale grafului (mmaxm). Graful complet astfel 
obţinut are n1 noduri: 

Numărul de noduri n1 este partea întreagă din rădăcina pozitivă a ecuţiei de gradul II: 











 


2

m811
1n  

Pentru diferenţa de muchii rămase (m-mmax) mai este necesar un nod, pentru a lega aceste 
muchii de nodurile grafului complet care s-a format. Numărul de noduri izolate este: n–n1–1. 

#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
void main() 
{int m,n,n1; cout<<"muchii= "; cin>>m; cout<<"noduri= "; cin>>n; 
 n1=(int)((1+sqrt(1+8*m))/2); 
 cout<<"Numarul maxim de noduri izolate este "<<n-n1-1;} 

1. Scrieţi un program care citeşte, din fişierul text graf_c1.txt, informaţii 
despre un graf neorientat (de pe prima linie, numărul de noduri, apoi 
matricea de adiacenţă), şi care verifică dacă este un graf complet. 

2. Scrieţi un program care citeşte, din fişierul graf_c2.txt, informaţii despre un graf orientat 
(de pe prima linie, numărul de noduri, apoi matricea de adiacenţă) – şi care verifică 
dacă este un graf complet. 

2.7.6. Grafuri derivate dintr-un graf 
Se definesc următoarele grafuri: 

 graful parţial; 
 subgraful; 
 graful complementar. 

2.7.6.1. Graful parţial  

Fie graful G = (X,U) şi mulţimea VU. Graful Gp = (X,V) se numeşte graf parţial  
al grafului G. 

Altfel spus, un graf parţial al grafului G este el însuşi sau un graf care s-a obţinut prin 
eliminarea unor muchii (arce) din graful G.  

Exemple: 

1.  Pentru graful neorientat G1 = (X1,U1), definit anterior, graful G1p = (X1,U1p), definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X1={1,2,3,4,5,6,7,8}. 
 mulţimea muchiilor este U1p ={[1,2], [1,3], [1,4], [2,3], [2,5], [3,4], [6,7]}. 

este subgraf al grafului G1 – figura 17.  
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2.  Pentru graful orientat G10=(X10,U10) definit anterior, graful G10p = (X10, U10p) definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X10={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. 
 mulţimea arcelor este U10p ={[2,3], [2,5], [2,6], [2,7], [4,1], [7,2], [8,9], [9,8]}. 

este subgraf al grafului G10 – figura 18.  

Teorema 8 

Numărul de grafuri parţiale ale unui graf cu m muchii (arce) este egal cu 2m. 

Demonstraţie. Grafurile parţiale se pot obţine: fără eliminarea unei muchii (arc)  – obţinându-se 
graful iniţial; prin eliminarea unei muchii (unui arc) – obţinându-se grafurile parţiale cu m-1 muchii); 
...; prin eliminarea a m-1 muchii (arce) – obţinându-se grafurile parţiale cu o muchie (un arc); şi a 
tuturor muchiilor (arcelor) – obţinându-se un graf parţial numai cu noduri şi fără muchii (arce), adică 
graful vid: 

Numărul de grafuri parţiale care se pot obţine cu m muchii (arce):  m
mC  

Numărul de grafuri parţiale care se pot obţine cu m-1 muchii (arce):  1m
mC   

Numărul de grafuri parţiale care se pot obţine cu m-2 muchii (arce)::  2m
mC   

.........................................................................................................  
Numărul de grafuri parţiale care se pot obţine cu o muchie (un arc):  1

mC  

Numărul de grafuri parţiale care se pot obţine fără nici o muchie (nici un arc):  0
mC  

Numărul total de grafuri parţiale este: m
mC  + 1m

mC   + 2m
mC   + … + 1

mC  + 0
mC  = 2m. 

Algoritmi pentru prelucrarea  grafurilor parţiale 

1. Generarea tuturor grafurilor parţiale ale unui graf neorientat.  

Algoritmul. Se foloseşte metoda backtracking. În stivă se vor genera muchiile grafului 
parţial. Deoarece graful parţial poate avea p muchii (0pm), se va apela repetat subpro-
gramul bt(), la fiecare apel generându-se variantele cu p muchii. Fiecare apel al subpro-
gramului bt() trebuie să genereze p

nC  de muchii (arce) din graf. La fiecare apel al subpro-
gramului, soluţia se obţine atunci când în stivă s-au generat cele p muchii ale grafului 
parţial. Evidenţa muchiilor este păstrată în matricea de incidenţă.  
Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul text graf15.txt matricea de adiacenţă 
a unui graf neorientat. Pentru fiecare graf parţial se afişează muchiile. Matricea de inci-
denţă b se obţine din matricea de adiacenţă cu funcţia transformare(). În variabila nr 
se contorizează numărul de grafuri parţiale generate. În funcţia tipar() se afişează 
graful parţial generat. Pentru testarea programului se foloseşte graful G1. 

#include<iostream.h> 
fstream f("graf13.txt",ios::in); 
typedef int stiva[100]; 
int n,m,p,k,ev,as,a[10][10],b[10][20],nr; 
stiva st; 
void citeste() 
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{int i,j; f1>>n>>x; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<=n;j++) {f1>>a[i][j]; if (a[i][j]==1) m++;} 
 m=m/2; f.close();} 
void transformare() 
{int i,j,k=1; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
  for (j=1;j<i;j++) if (a[i][j]==1) {b[i][k]=1; b[j][k]=1; k++;}} 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor()  
{if (st[k]<m) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;} 
int valid() 
{if (k>1 && st[k]<st[k-1]) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() {return k==p;} 
void tipar() 
{int i,j; nr++; 
 cout<<"Graful partial "<<nr<<endl; cout<<"Muchiile: "; 
 for(i=1;i<=p;i++) 
   {for(j=1;j<=n;j++) if (b[j][st[i]]==1) cout<<j<<" "; 
    cout<<";   ";}  
cout<<endl;} 
void bt() {//partea fixă a algoritmului backtracking} 
void main() 
{citeste(); transformare(); 
 for(p=m;p>=0;p--) bt();} 
2. Verificarea dacă un graf Gp este graf parţial al unui graf G.  

Algoritmul. Se verifică dacă cele două grafuri au acelaşi număr de noduri şi dacă graful 
Gp nu conţine muchii care nu există în graful G. 

Implementarea algoritmului. Se citesc, din două fişiere text g1p.txt şi g2p.txt, informaţii 
despre două grafuri neorientate (sau orientate): de pe prima linie, numărul de noduri, şi 
apoi, de pe următoarele rânduri, matricea de adiacenţă. Matricele de adiacenţă ale celor 
două grafuri sunt a1 şi a2, cu dimensiunea n, respectiv m. Funcţia grafp() verifică dacă 
graful Gp este graf parţial al grafului G. 

#include<iostream.h> 
fstream f1("g1p.txt",ios::in),f2("g2p.txt",ios::in); 
int m,n,a1[10][10],a2[10][10]; 
int grafp() 
{if (m!=n) return 0; 
  else for (int i=1;i<=n;i++) 
         for(int j=1;j<=n;j++) if (a2[i][j]==1 && a1[i][j]==0) return 0; 
 return 1;} 
void main() 
{int i,j; f1>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for(j=1;j<=n;j++) f1>>a1[i][j]; f1.close();  
 f2>>m; 
 for(i=1;i<=m;i++) 
   for(j=1;j<=m;j++) f2>>a2[i][j]; f2.close(); 
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 if(grafp()) cout<<"este graf partial "; 
        else cout<<"nu este graf partial";} 
3. Obţinerea unui graf parţial Gp al unui graf G.  

Algoritmul. Se elimină din graful G muchiile, în funcţie de condiţia impusă de problemă. 
Reprezentarea cea mai adecvată pentru graf este matricea de adiacenţă, în care se 
atribuie valoarea 0 elementelor a[i][j] şi a[j][i], corespunzătoare muchiilor [i,j] 
care trebuie eliminate.. 

Implementarea algoritmului. Se citesc, din fişierul text g3p.txt, informaţii despre graful 
neorientat: de pe prima linie numărul de noduri n şi eticheta unui nod x, şi apoi, de pe 
următoarele rânduri, matricea de adiacenţă a grafului. Informaţiile despre graful parţial obţi-
nut se scriu în fişierul text g4p.txt, astfel: pe primul rând numărul de noduri n şi numărul de 
muchii m şi pe următoarele m rânduri – muchiile, sub formă de perechi de etichete de 
noduri despărţite prin spaţiu. Cerinţa este să se obţină subgraful prin eliminarea tuturor 
muchiilor care au la extremităţi un nod cu grad par şi nodul x. În vectorul v se memorează 
nodurile care au grad par. Funcţia citeşte() se foloseşte pentru a citi informaţiile despre 
matricea de adiacenţă a grafului din fişierul text, funcţia scrie() pentru a scrie în fişierul 
text informaţiile despre lista muchiilor grafului parţial, funcţia grad() pentru a determina 
gradul unui nod, iar funcţia graf partial() pentru a obţine graful parţial. Pentru a obţine 
graful parţial, se caută toate muchiile care au la extremităţi un nod cu gradul par şi nodul x 
(muchiile [v[i],x] pentru care a[v[i]][x]==1) şi se elimină aceste muchii. Pentru testa-
rea programului se va folosi graful G3 şi nodul 6. 

#include<iostream.h> 
fstream f1("g3p.txt",ios::in),f2("g4p.txt",ios::out); 
int a[20][20],n,m,x,v[10]; 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
int grad(int i) 
{int j,g=0; 
 for (j=1;j<=n;j++) g+=a[i][j]; return g;} 
void graf partial() 
{int i,k=0; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   if (grad(i)%2==0) {k++; v[k]=i;} 
 for (i=1;i<=k;i++) 
   if (a[v[i]][x]==1) {a[v[i]][x]=0; a[x][v[i]]=0; m--;}} 
void scrie() 
{int i,j; f2<<n<<" "<<m<<endl; 
 for (i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<i;j++) if (a[i][j]==1) f2<<i<<" "<<j<<endl; 
 f2.close();} 
void main() {citeste(); graf partial(); scrie();} 

1. Scrieţi un program care citeşte, din fişierul text graf16.txt, matricea 
de adiacenţă a grafului orientat G9 şi care generează toate grafu-
rile parţiale care se pot obţine. Informaţiile despre grafurile parţiale 

se vor salva în fişierul text graf_p16.txt. Pentru fiecare graf parţial generat se va scrie 
pe un rând textul Graful parţial, urmat de numărul de ordine al grafului generat, iar pe 
rândul următor textul Arcele urmat de lista de arce a grafului generat. 

2. Scrieţi un program care citeşte, din două fişiere text graf_1p.txt şi graf_2p.txt informaţii 
despre matricele de adiacenţă a două grafuri neorientate (şi varianta grafuri orientate): 

Temă 
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de pe prima linie numărul de noduri, apoi matricea de adiacenţă, şi care verifică dacă 
unul dintre grafuri este graf parţial al celuilalt. În caz afirmativ, se afişează care este 
graful şi care este graful parţial. (Indicaţie. Dacă cele două grafuri au acelaşi ordin n, 
se identifică graful care are mai multe muchii (m) şi numărul de muchii ale celuilalt graf 
– p (mp). Pentru graful cu m muchii, se generează toate matricele de adiacenţă ale 
grafurilor parţiale cu m muchii şi n noduri – şi se verifică dacă una dintre ele este 
identică cu matricea de adiacenţă a celuilalt graf.) 

3. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf19.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf neorientat şi care generează un graf parţial prin eliminarea muchiilor care au la 
extremităţi un nod ce are gradul minim şi un nod ce are gradul maxim în graf. 
Informaţiile despre graful parţial obţinut se scriu într-un fişier text sub forma listei de 
muchii. Pentru testarea programului se va folosi graful G4. 

2.7.6.2. Subgraful  

Fie graful G = (X,U). Graful Gs = (Y,V) se numeşte subgraf al grafului G dacă YX 
(subgraful conţine numai noduri ale grafului) şi muchiile (arcele) din mulţimea V sunt 

toate muchiile (arcele) din mulţimea U care au ambele extremităţi în mulţimea de 
noduri Y. Se spune că subgraful Gs este indus sau generat de mulţimea de noduri Y. 

Altfel spus, un subgraf al grafului G este el însuşi sau un graf care s-a obţinut prin 
suprimarea din graful G a unor noduri şi a tuturor muchiilor (arcelor) incidente cu 
aceste noduri.  

Exemple: 

1.  Pentru graful neorientat G1 = (X1,U1), definit anterior, graful G1s = (Y1,V1), definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este Y1={1,2,4,5,6,7}. 
 mulţimea muchiilor este V1={[1,2], [1,4], [2,5], [6,7]}. 

este subgraf al grafului G1 – figura 19.  

2.  Pentru graful orientat G10=(X10,U10), definit anterior, graful G10s = (Y10,V10) definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este Y10={1,2,3,6,7,9,10}. 
 mulţimea arcelor este V10={[1,2], [2,1], [2,3], [2,6], [2,7], [7,2]}. 

este subgraf al grafului G10 – figura 20.  

Teorema 9 

Numărul de subgrafuri ale unui graf cu n noduri este egal cu 2n-1. 
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Demonstraţie. Subgrafurile se pot obţine: prin eliminarea niciunui nod (obţinându-se graful iniţial); 
a unui nod (obţinându-se subgrafurile cu n-1 noduri); ...; a n-1 noduri (obţinându-se subgrafurile cu 
un nod): 

Numărul de subgrafuri care se pot obţine cu n noduri:  n
nC  

Numărul de subgrafuri care se pot obţine cu n-1 noduri:  1n
nC   

Numărul de subgrafuri care se pot obţine cu n-2 noduri:  2n
nC   

.........................................................................................................  
Numărul de subgrafuri care se pot obţine cu 1 nod:  1

nC  

Numărul total de subgrafuri este: n
nC  + 1n

nC   + 2n
nC   + … + 1

nC  = 2n-1. 

Algoritmi pentru prelucrarea  subgrafurilor  

1. Generarea tuturor subgrafurilor unui graf.  

Algoritmul. Se foloseşte metoda backtracking. În stivă se generează nodurile subgra-
fului. Deoarece subgraful poate avea p noduri (1pn), se va apela repetat subprogramul 
bt(), la fiecare apel generându-se variantele cu p noduri. Fiecare apel al subprogramului 

bt() trebuie să genereze p
nC  de noduri din graf. La fiecare apel al subprogramului, soluţia 

se obţine atunci când în stivă s-au generat cele p noduri ale subgrafului. Pentru nodurile 
generate în stivă se afişează muchiile (arcele) care există în graf. 

Implementarea algoritmului. Se citesc, din fişierul text graf1.txt, matricea de adiacenţă 
a unui graf neorientat, respectiv, din fişierul graf2.txt, matricea de adiacenţă a unui graf 
orientat. Pentru fiecare subgraf generat, se afişează numărul de noduri şi muchiile 
(arcele). În variabila nr se contorizează numărul de subgrafuri generate. În funcţia 
tipar() se afişează subgraful generat. Pentru testarea programelor se folosesc graful 
neorientat G1 şi graful orientat G9. 

#include<fstream.h> 
fstream f("graf1.txt",ios::in); 
// fstream f("graf2.txt",ios::in); pentru graful orientat 
typedef int stiva[100]; 
int n,p,k,ev,as,a[10][10],nr; 
stiva st; 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;} 
int valid() 
{if (k>1 && st[k]<st[k-1]) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() {return k==p;} 
void tipar() 
{int i,j; nr++; 
 cout<<"Subgraful "<<nr<<endl<<"Nodurile:"; 
 for (i=1;i<=p;i++) cout<<st[i]<<"  "; cout<<endl; 
 cout<<"Muchiile: "; // cout<<"Arcele: "; pentru graful orientat 
 for(i=1;i<=p;i++) 
   for(j=i+1;j<=p;j++) // for(j=1;j<=p;j++) pentru graful orientat 
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     if (a[st[i]][st[j]]==1) cout<<st[i]<<"-"<<st[j]<<"  "; 
cout<<endl;} 
void bt() {//partea fixă a algoritmului backtracking} 
void main() 
{citeste(); for(p=n;p>=1;p--) bt();} 
2. Verificarea dacă un graf Gs este subgraf al unui graf G.  

Algoritmul. Se verifică dacă: 
 numărul de noduri din graful Gs este mai mic sau cel mult egal cu numărul de noduri 

din graful G;  
 etichetele nodurilor din graful Gs există printre etichetele grafului G; 
 între nodurile din graful Gs există muchiile dintre nodurile din graful G şi numai acelea. 

Implementarea algoritmului. Se citesc, din două fişiere text g1s.txt şi g2s.txt, informaţii 
despre două grafuri neorientate (orientate): de pe prima linie numărul de noduri şi apoi, 
de pe următoarele rânduri, matricea de adiacenţă. În fişierul g2s.txt pe ultimul rând, după 
matricea de adiacenţă, este memorat un şir de numere care reprezintă etichetele nodu-
rilor din acest graf. Matricele de adiacenţă ale celor două grafuri sunt a1 şi a2, cu 
dimensiunea n, respectiv m. În vectorul v se memorează etichetele nodurilor celui de al 
doilea graf. Funcţia subgraf() verifică dacă graful Gs este subgraf al grafului G. 

#include<iostream.h> 
int m,n,a1[10][10],a2[10][10],v[10]; 
fstream f1("g1s.txt",ios::in),f2("g2s.txt",ios::in); 
int subgraf() 
{if (m>n) return 0; 
   else 
     {for (int i=1;i<=m;i++) if (v[i]>n) return 0; 
      for(int i=1;i<=m;i++) 
        for(int j=1;j<=m;j++) if (a2[i][j]!=a1[v[i]][v[j]]) return 0;} 
return 1;} 
void main() 
{int i,j; f1>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for(j=1;j<=n;j++) f1>>a1[i][j]; f1.close(); 
 f2>>m; 
 for(i=1;i<=m;i++) 
   for(j=1;j<=m;j++) f2>>a2[i][j]; 
 for(i=1;i<=m;i++) f2>>v[i]; f2.close(); 
 if(subgraf()) cout<<"este subgraf "; 
          else cout<<"nu este subgraf";} 
3. Verificarea dacă două matrice de adiacenţă pot reprezenta matricele de 

adiacenţă ale unui graf şi ale unui subgraf al acestuia.  

Algoritmul.  Matricele de adiacenţă ale celor două grafuri au dimensiunea n, respectiv p. 
Se identifică graful care are ordinul mai mare (n) şi gradul celuilalt graf – p (np). Pentru 
graful cu n noduri se generează toate matricele de adiacenţă ale subgrafurilor cu p noduri 
şi se verifică dacă una dintre ele este identică cu matricea de adiacenţă a celuilalt graf). 
Generarea tuturor subgrafurilor cu p noduri se face cu metoda backtracking. În stivă se 
vor genera nodurile subgrafului. 

Implementarea algoritmului. Se citesc din două fişiere text, graf_1s.txt şi graf_2s.txt, 
informaţii despre matricele de adiacenţă a două grafuri neorientate: de pe prima linie, 
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numărul de noduri, apoi matricea de adiacenţă. Se verifică dacă unul dintre grafuri este 
subgraf al celuilalt, iar în caz afirmativ, se identifică care este graful şi care este 
subgraful.  Matricele de adiacenţă ale celor două grafuri sunt a1 şi a2. Variabila x se 
foloseşte pentru a identifica relaţia dintre cele două grafuri: dacă are valoarea 0, a doua 
matrice de adiacenţă se asociază unui posibil subgraf, iar dacă are valoarea 1, prima 
matrice de adiacenţă se asociază unui posibil subgraf. Variabila logică gasit se 
foloseşte pentru a determina dacă una dintre matricele de adiacenţă reprezintă matricea 
de adiacenţă a unui subgraf: are valoarea  0 – False, dacă nu este subgraf şi valoarea  1 
– True dacă este subgraf. În matricea b se va construi matricea de adiacenţă a unui 
subgraf format cu nodurile generate în stivă. Funcţia zero() se foloseşte pentru a iniţia-
liza cu 0 elementele matricei b – înainte de generarea fiecărui subgraf. Funcţia tipar() 
se foloseşte pentru a genera matricea b şi pentru a o compara cu matricea asociată unui 
posibil subgraf. Funcţia furnizează un rezultat logic: 1 – true, dacă matricea generată şi 
matricea asociată unui posibil subgraf sunt egale; altfel, are valoarea 0 – False.  
Rezultatul acestei funcţii este atribuit variabilei gasit. Subprogramul bt() se execută 
atât timp cât nu s-a generat o matrice de adiacenţă egală cu cea asociată unui posibil 
subgraf (gasit==0) şi se mai pot căuta soluţii pentru matricea generată (k>0).      

#include<iostream.h> 
int n,p,a1[10][10],a2[10][10],b[10][10],v[10],nr,x,as,ev,k,gasit; 
fstream f1("graf1 s.txt",ios::in),f2("graf2 s.txt",ios::in); 
typedef int stiva[100]; 
stiva st; 
void zero() 
{for(int i=1;i<=p;i++) 
  for(int j=1;j<=p;j++) b[i][j]=0;} 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;} 
int valid() 
{if (k>1 && st[k]<st[k-1]) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() {return k==p;} 
int tipar() 
{int i,j; zero(); 
 if (x==0) 
   {for(i=1;i<=p;i++) 
      for(j=1;j<=p;j++) if (a1[st[i]][st[j]]==1) b[i][j]=1; 
    for(i=1;i<=p;i++) 
      for(j=1;j<=p;j++) if (a2[i][j]!=b[i][j]) return 0;} 
   else 
    {for(i=1;i<=p;i++) 
       for(j=1;j<=p;j++) if (a2[st[i]][st[j]]==1) b[i][j]=1; 
     for(i=1;i<=p;i++) 
      for(j=1;j<=p;j++) if (a1[i][j]!=b[i][j]) return 0;} 
 return 1;} 
void bt(){//partea fixă a algoritmului backtracking } 
void main() 
{int i,j,m; f1>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for(j=1;j<=n;j++) f1>>a1[i][j]; f1.close(); 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         211 

 

 f2>>p; 
 for(i=1;i<=p;i++) 
   for(j=1;j<=p;j++) f2>>a2[i][j]; f2.close(); 
 if (p>n) {m=n; n=p; n=m; x=1;} 
      else x=0; 
 bt(); 
 if (gasit) 
   if (x) cout<<"prima matrice de adiacenta este a subgrafului"; 
     else cout<<"a doua matrice de adiacenta este a subgrafului"; 
  else cout<<"nu este subgraf";} 

1. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf16.txt matricea de 
adiacenţă a unui graf orientat – şi care generează toate subgrafurile 
care se pot obţine. Informaţiile despre subgrafuri se vor salva în 

fişierul text graf_s16.txt. Pentru fiecare subgraf generat se va scrie, pe un rând, textul 
Subgraful x are p noduri (unde x este numărul de ordine al subgrafului generat, iar p 
numărul de noduri) şi pe rândul următor textul Arcele – urmat de lista de arce a 
subgrafului generat. 

2. Scrieţi un program care citeşte din două fişiere text, graf_1s.txt şi graf_2s.txt informaţii 
despre matricele de adiacenţă a două grafuri orientate (de pe prima linie numărul de 
noduri, apoi matricea de adiacenţă) şi care verifică dacă unul dintre grafuri este subgraf 
al celuilalt. În caz afirmativ, se precizează care este graful şi care este subgraful. 

3. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf16.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf orientat – şi care generează subgraful care se obţine prin eliminarea nodului care 
are cei mai mulţi vecini. 

2.7.6.3. Graful complementar  

Fie graful G = (X,U) şi mulţimea de muchii (arce) V. Graful Gc = (X,V) se numeşte graf 
complementar al grafului G dacă are proprietatea că două noduri sunt adiacente în 

graful Gc, numai dacă nu sunt adiacente în graful G (U  V = ). 

Altfel spus, un graf complementar al grafului G conţine aceleaşi noduri ca şi graful G, 
dar nici o muchie din acest graf. 

Exemple: 

1.  Pentru graful neorientat G1 = (X1,U1), definit anterior, graful G1c = (X1,V1), definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X1={1,2,3,4,5,6,7,8}. 
 mulţimea muchiilor este V1 ={[1,5], [1,6], [1,7], [2,4], [2,7], [5,7], [5,8]}. 

este graf complementar al grafului G1 – figura 21. 

2.  Pentru graful orientat G10=(X10,U10), definit anterior, graful G10c= (X10,V10), definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X10={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. 
 mulţimea arcelor este V10={[1,3], [1,5], [2,4], [2,8], [3,2], [4,2], [5,2], [5,6], [7,1], [8,2], 

[9,3], [9,10]}. 
este graf complementar al grafului G10 – figura 22.  

Temă 

Graful 
G1 

Graful complementar 
G1c 

Fig. 21 

GGG111ccc

GGG111000ccc

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



212                                                          Implementarea structurilor de date 

 

 

Scrieţi un program care citeşte din două fişiere text graf_1c.txt şi 
graf_2c.txt informaţii despre două grafuri neorientate – şi varianta orientate 
– (de pe prima linie, numărul de noduri, apoi matricea de adiacenţă) şi care 

verifică dacă unul dintre grafuri este graf complementar al celuilalt graf. (Indicaţie. Dacă 
cele două grafuri au acelaşi număr de noduri, se determină graful intersecţie, care va trebui 
să fie graful vid). 

2.7.6.4. Aplicaţii practice 

1. Din grupul de n persoane între care s-au stabilit relaţii de prietenie, afişaţi, pentru 
fiecare persoană, persoanele cu care nu este în relaţie de prietenie. (Indicaţie. Se 
generează graful complementar.) 

2. Din grupul de n persoane între care s-au stabilit relaţii de cunoştinţă, eliminaţi străinii 
de grup şi singuraticii. (Indicaţie. Se generează un subgraf al grafului iniţial, prin 
eliminarea tuturor nodurilor izolate sau terminale.) 

3. La graful judeţelor, construiţi un vector în care memoraţi, pentru fiecare judeţ, un indice 
pentru provincia istorică din care face parte (1 – Muntenia, 2 – Moldova etc.). Obţineţi 
din graful judeţelor, subgrafurile provinciilor istorice. Precizaţi provincia istorică ce 
conţine cele mai multe judeţe, şi provincia istorică ce conţine cele mai puţine judeţe.  

4. Din graful grotelor, obţineţi subgraful grotelor care se găsesc la o înălţime h, cu 
h1hh2. Verificaţi câte dintre aceste grote comunică direct cu exteriorul muntelui. 
Valorile pentru înălţimile h1 şi h2 se citesc de la tastatură. 

5. În reţeaua de străzi a oraşului, două străzi se închid pentru a fi reparate. Etichetele 
intersecţiilor care sunt legate de aceste străzi se citesc de la tastatură. Să se verifice 
dacă, prin închiderea acestor străzi, traficul auto nu este perturbat, în sensul că vor 
exista intersecţii la care nu se mai poate ajunge. (Indicaţie. Se generează graful parţial 
al traficului, prin eliminarea arcelor dintre nodurile precizate, şi se verifică dacă există 
noduri care au gradul intern egal cu 0.)     

6. Se citesc, din două fişiere text două matrice de adiacenţă a două grafuri care au acelaşi 
număr de noduri. Să se verifice dacă aceste matrice pot reprezenta matricele de 
adiacenţă a relaţiei de vecinătate, respectiv a relaţiei de prietenie pentru sătenii care au 
fâneţe. (Indicaţie. Se verifică dacă graful cu mai puţine muchii este graf parţial al 
celuilalt graf). 

 
 
 

Temă 

Graful 
G10 

Graful complementar
G10c 

Fig. 22 
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2.7.7. Conexitatea grafurilor 
2.7.7.1. Lanţul  

Într-un graf G= (X,U) se defineşte lanţul ca fiind o succesiune de noduri care 
 au proprietatea că, oricare ar fi două noduri succesive, ele sunt adiacente. 

Graful neorientat 

Dacă mulţimea nodurilor unui graf neorientat este X={x1, x2, ..., xn}, un lanţ de la nodul l1 la 
nodul lk – L(l1,lk) – va fi definit prin mulţimea L(l1,lk)=l1, l2, ..., li , …, lk, unde liX pentru 
orice i (1ik), iar muchiile [l1,l2], [l2,l3], [l3,l4], ..., [lk-1,lk]  U. Lanţul poate fi interpretat ca un 
traseu prin care se parcurg anumite muchii ale grafului, traseul fiind ordinea în care se 
parcurg aceste muchii: [l1,l2], [l2,l3], [l3,l4], ..., [lk-1,lk]. Fiecare pereche de noduri succesive din 
lanţ reprezintă parcurgerea unei muchii. Dacă există L(xi,xj), se spune că nodul xj este 
accesibil din nodul xi.  

Graful orientat 

Dacă mulţimea nodurilor unui graf orientat este X={x1, x2, ..., xn}, un lanţ de la nodul l1 la 
nodul lk – L(l1,lk) – va fi definit prin mulţimea L(l1,lk)=[l1, l2, ..., li , …, lk], unde liX, pentru 
orice i (1ik). Arcele [l1,l2], [l2,l3], [l3,l4], ..., [lk-1,lk] au proprietatea că, oricare ar fi două arce 
succesive, ele au o extremitate comună. La definirea unui lanţ, nu se ţine cont de 
orientarea arcelor, ci numai de faptul că două noduri sunt legate de un arc.  

Terminologie: 
 Lungimea unui lanţ reprezintă numărul de parcurgeri ale muchiilor, respectiv arcelor. 

De exemplu, lungimea lanţului L(l1,lk) este k-1. Dacă o muchie (un arc) este parcursă de 
mai multe ori, se va număra fiecare dintre parcurgerile sale.  

 Lanţul de lungime minimă dintre nodul xi şi nodul xj – Lmin(xi,xj) – este lanţul cu 
numărul minim de muchii (arce), din mulţimea nevidă de lanţuri L(xi,xj). 

 Extremităţile unui lanţ sunt formate din nodul cu care începe şi nodul cu care se 
termină lanţul (l1 şi lk). 

 Sublanţul este format dintr-un şir continuu de noduri din lanţ. De exemplu, pentru 
lanţul L(l1, lk)=l1, l2, ..., li, ..., lj, ..., lk, Ls (li, lj), definit astfel: Ls (li, lj)=li, li+1, ..., lj-1, lj este 
un sublanţ al lanţului L. 

Exemple: 

1.  Pentru graful neorientat G19 = (X19,U19), definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X19={1,2,3,4,5,6,7,8}. 
 mulţimea muchiilor este U19 ={[1,2], [1,5], [1,6], [2,3], 

[2,5], [2,6], [3,4], [3,6], [3,7], [3,8], [4,8], [5,6], [6,7], [7,8]}. 
L1(1,7)= {1, 2, 3, 8, 4, 3, 6, 5, 2, 3, 7} este un lanţ între nodul cu eticheta 1 şi nodul cu eti-
cheta 7 (figura 23). Lungimea lanţului este 10. 

2.  Pentru graful orientat G20 = (X20,U20), definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X20={1,2,3,4,5,6,7}. 
 mulţimea arcelor este U20 ={[1,2], [1,4], [2,3], [2,4], 

[3,6], [3,7], [4,1], [4,5], [5,2], [5,4], [6,3], [6,5], [7,6]}. 
L1(1,5)= {1, 2, 5, 6, 3, 6, 7, 6, 5} este un lanţ între nodul cu 
eticheta 1 şi nodul cu eticheta 5 (figura 24). Lungimea lanţului este 8. 

Fig. 23 

Fig. 24 
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Exemple: 

1.  Pentru graful neorientat G19: 
 Lanţul L1(1,7) definit anterior este un lanţ neelementar, deoarece se repetă nodul cu 

eticheta 3. Este un lanţ compus, deoarece în lanţ se repetă muchia [2,3]. 
 Lanţul L2(1,7) = {1, 2, 3, 6, 7} este un lanţ elementar deoarece fiecare nod este par-

curs o singură dată. 
 Lanţul L3(1,7) = {1, 6, 3, 2, 6, 7} este un lanţ simplu, deoarece nicio muchie nu se 

repetă, dar este un lanţ neelementar, deoarece se repetă nodul cu eticheta 6. 

2.  Pentru graful orientat G20: 
 Lanţul L1(1,5) definit anterior este un lanţ neelementar, deoarece se repetă nodul cu 

eticheta 6. Este un lanţ compus, deoarece în lanţ se repetă arcul [6,7]. 
 Lanţul L2(1,5) = {1, 2, 3, 7, 6, 5} este un lanţ elementar, deoarece fiecare nod este 

parcurs o singură dată. 
 Lanţul L3(1,5) = {1, 2, 4, 5, 2, 3, 6, 5} este un lanţ simplu, deoarece niciun arc nu se 

repetă, dar este un lanţ neelementar deoarece se repetă nodul cu eticheta 2. 

Teorema 10 

Dacă un graf conţine un lanţ între două noduri, x şi y,  
atunci conţine un lanţ elementar între nodurile x şi y. 

Demonstraţie. Considerăm lanţul L(x,y)=x, l1, l2, ..., lk, y. Dacă lanţul nu este elementar, el conţine 
cel puţin un nod z care se repetă – există i şi j, astfel încât  li= lj=z:  L(x,y)=x, l1, l2, ..., li, ..., lj, ..., lk, y.  
Nodul z aparţinând lanţului L(x,y), înseamnă că el este accesibil din nodul x, iar nodul y este accesibil 
din nodul z. Înseamnă că din lanţ se poate elimina sublanţul care leagă nodul z de el însuşi: L(x,y)=x, 
l1, l2, ..., li, lj+1, ..., lk, y  În acelaşi mod, se pot elimina din lanţ, toate sublanţurile care leagă un nod de 
el însuşi, obţinându-se în final un lanţ în care fiecare nod nu apare decât o singură dată, adică un lanţ 
elementar.   

Exemplu:  

În graful neorientat G19, lanţul L1(1,7) este un lanţ neelementar. Prin eliminarea din acest lanţ 
a sublanţului {8, 4 ,3}, se obţine lanţul {1, 2, 3, 6, 5, 2, 3, 7}, care este un lanţ neelementar.  
Prin eliminarea din acest lanţ a sublanţului {6, 5, 2, 3}, se obţine lanţul {1, 2, 3, 7}, care este 
un lanţ elementar. 

Clasificarea lanţurilor – în funcţie de: 

Noduri 

Elementare 
Conţin numai noduri distincte două câte 
două: l1l2; l1l37; ...; l1 lk; l2 l3; ...; lk-1 lk 
 – acelaşi nod poate fi parcurs o singură 

dată. 

Muchii (arce) 

Neelementare 
Conţin noduri care se repetă  – prin 

acelaşi nod se poate trece de mai multe 
ori. 

Simple 
Toate muchiile (arcele) din lanţ sunt 

diferite între ele: [l1,l2]  [l2,l3];  
[l1,l2]  [l3,l4]; ...; [l1,l2]   [lk-1,lk]; ...;  

[lk-2,lk-1]  [lk-1,lk] – aceeaşi muchie (arc) 
poate fi parcursă o singură dată.  

Compuse 
În lanţ se pot repeta unele muchii (arce)  
– aceeaşi muchie (arc) poate fi parcursă 

de mai multe ori. 
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Teorema 11 

Dacă un lanţ este elementar, atunci este şi lanţ simplu. 

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Presupunem că lanţul elementar este lanţ compus. Dacă 
este lanţ compus, el trebuie să parcurgă de două ori aceeaşi muchie (arc), ceea ce ar însemna să 
treacă de două ori prin nodurile adiacente muchiei (arcului). Lanţul fiind elementar, nu trece însă de 
două ori prin acelaşi nod.     

Algoritmi pentru determinarea lanţurilor elementare într-un graf 

1. Afişarea lanţurilor elementare dintre două noduri. 

Algoritmul. Pentru generarea lanţurilor elementare între nodul x şi nodul y, se foloseşte 
metoda backtracking. Nodurile lanţului elementar vor fi generate în stivă. Primul nod din 
stivă este nodul x. Condiţia ca un nod adăugat în stivă să facă parte din soluţie (să fie valid) 
este să formeze o muchie (un arc) cu nodul adăugat anterior în stivă şi să nu mai existe în 
stivă (condiţia ca lanţul să fie elementar). Soluţia se obţine atunci când nodul adăugat în 
stivă este nodul y. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul text graf1.txt matricea de adiacenţă a 
unui graf neorientat, respectiv, din fişierul graf2.txt matricea de adiacenţă a unui graf 
orientat. Se mai citesc de la tastatură două valori numerice care reprezintă etichetele a 
două noduri din graf. Se caută toate lanţurile elementare care există între cele două 
noduri şi se afişează. Dacă nu există nici un lanţ elementar, se afişează un mesaj. 
Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de adiacenţă din fişier. Variabila 
este se foloseşte pentru a verifica dacă s-a găsit un lanţ elementar între cele două noduri 
(are valoarea 0 – False, dacă nu s-a găsit un lanţ elementar). Pentru testarea programelor 
se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

#include<fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,y,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf1.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;} 
int valid() 
{if(k>1) //condiţia ca două noduri succesive să fie adiacente 
  if (a[st[k-1]][st[k]]==0) return 0; 
    //pentru graful orientat 
    //if (a[st[k]][st[k-1]]==0 && a[st[k-1]][st[k]]==0) return 0; 
   for (int i=1;i<k;i++) //condiţia ca lanţul să fie elementar 
          if (st[k]==st[i]) return 0;  
return 1;} 
int solutie() {return st[k]==y;} 
 //se obţine soluţia atunci când ultimul nod adăugat în stivă este y 
void tipar () 
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<endl;} 
void bt()  {//partea fixa a algoritmului} 
{k=2; init(); 
 while (k>1) 
  {as=1; ev=0; 
   while(as && !ev) 
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     {as=succesor(); 
      if(as) ev=valid();} 
   if(as) 
      if (solutie()) tipar(); 
               else {k++; init();} 
    else k--;}} 
void main() 
{citeste(); cout<<"x= "; cin>>x; cout<<"y= "; cin>>y; st[1]=x; bt(); 
 if (!este) cout<<"Nu exista lant";} 
2. Afişarea tuturor lanţurilor elementare din graf. 

Algoritmul. Pentru generarea tuturor lanţurilor elementare din graf, se vor genera lanţurile 
elementare dintre nodul x (1xn) şi nodul y (1yn), folosind metoda backtracking, care 
se va apela pentru fiecare pereche de noduri x şi y (xy). 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul text graf1.txt matricea de adiacenţă a 
unui graf neorientat, respectiv, din fişierul graf2.txt matricea de adiacenţă a unui graf 
orientat. Se caută toate lanţurile elementare care există în graf şi se afişează. Dacă nu 
există nici un lanţ elementar, se afişează un mesaj. Pentru testarea programelor se 
folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

#include<fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,y,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf1.txt",ios::in); 
void citeste() {//la fel ca în exemplul precedent } 
void init()  {//la fel ca în exemplul precedent } 
int succesor() {//la fel ca în exemplul precedent } 
int valid() {//la fel ca în exemplul precedent } 
int solutie() {//la fel ca în exemplul precedent } 
void tipar () {//la fel ca în exemplul precedent } 
void bt() {//partea fixă a algoritmului – ca în exemplul precedent} 
void main() 
{citeste(); 
 for (x=1;x<=n;x++) 
  for (y=1;y<=n;y++) if (x!=y) {st[1]=x; bt();} 
 if (!este) cout<<"Nu exista lanturi elementare";} 
3. Verificarea unui şir de etichete de noduri dacă formează un lanţ simplu. 

Algoritmul. Se verifică dacă: 
 şirul de etichete poate forma un lanţ (dacă fiecare pereche de noduri consecutive din 

lanţ este legată prin muchie, respectiv arc);  
 lanţul este simplu (se verifică dacă muchiile formate cu nodurile din lanţ nu se repetă). 

Implementarea algoritmului. Se citesc din fişierul text graf3.txt lista muchiilor unui graf 
neorientat, respectiv, din fişierul graf4.txt lista arcelor unui graf orientat. Se citeşte apoi, de 
la tastatură, un şir de k numere, care reprezintă etichete ale nodurilor din graf. Se verifică 
dacă acest şir de noduri poate reprezenta un lanţ simplu în graf. Şirul de numere citite de la 
tastatură se memorează în vectorul v. În vectorul z cu înregistrări de tip muchie, se memo-
rează muchiile (arcele) pe care le formează două noduri succesive din şirul de numere. 
Pentru a identifica două muchii (arce) identice, perechile de etichete care formează o 
muchie sunt memorate ordonat. Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi informaţiile 
din fişier şi pentru a le memora în matricea de adiacenţă a grafului, funcţia lanţ() se 
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foloseşte pentru a verifica dacă şirul de numere poate reprezenta un lanţ din graf, funcţia 
simplu() se foloseşte pentru a verifica dacă lanţul este un lanţ simplu. Pentru testarea 
programelor se folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 

#include<fstream.h> 
struct muchie {int x,y;}; 
muchie z[10]; 
int k,n,m,a[10][10],v[10]; 
fstream f("graf3.txt",ios::in); 
void citeste() 
{int i,x,y; f>>n>>m; 
 for(i=1;i<=m;i++) {f>>x>>y; a[x][y]=1; a[y][x]=1;} f.close();} 
int lant() 
{for(int i=1;i<k;i++) if (a[v[i]][v[i+1]]==0) return 0; 
 return 1;} 
int simplu() 
{for(int i=1;i<k;i++) 
  for(int j=i+1;j<=k;j++) if(z[i].x==z[j].x && z[i].y==z[j].y) return 0; 
return 1;} 
void main() 
{int i; citeste(); cout<<"k= ";cin>>k; 
 for(i=1;i<=k;i++) {cout<<"Eticheta "<<i<<" = "; cin>>v[i];} 
 for(i=1;i<k;i++) if (v[i]<v[i+1]) {z[i].x=v[i];z[i].y=v[i+1];} 
                              else {z[i].x=v[i+1];z[i].y=v[i];} 
 if (lant()) 
    if (simplu()) cout<<"este lant simplu"; 
             else cout<<"nu este lant simplu"; 
   else cout<<"nu este lant";} 

1. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier text lista muchiilor unui 
graf neorientat (graf3.txt) sau variantă graf orientat (graf4.txt), şi care:  
a. Verifică dacă un şir de k numere citite de la tastatură reprezintă 

un lanţ elementar pentru graf. 
b. Caută toate lanţurile elementare cu lungimea d şi le afişează. Valoarea numerică d se 

citeşte de la tastatură. Dacă nu există nici un lanţ elementar cu lungimea d, se 
afişează un mesaj. 

c. Caută toate lanţurile elementare, cu lungimea cea mai mică, ce există între două 
noduri x şi y, şi le afişează. Etichetele nodurilor se citesc de la tastatură.  Dacă nu 
există nici un lanţ elementar, se afişează un mesaj.. 

d. Caută toate lanţurile elementare între două noduri x şi y, care trec printr-un nod z 
care are gradul minim în graf. Etichetele celor două noduri se citesc de la tastatură. 
Dacă nu există nici un lanţ elementar, se afişează un mesaj. 

e. Caută toate lanţurile elementare de lungime maximă şi afişează câte lanţuri s-au 
găsit şi care sunt ele. Dacă nu există nici un lanţ elementar, se afişează un mesaj. 

f. Caută şi afişează cel mai lung lanţ elementar care este format din noduri care au 
etichete cu numere consecutive, ordonate crescător. 

g. Caută şi afişează cel mai scurt lanţ elementar care trece prin p noduri şi prin q muchii 
(arce) date. Se citesc de la tastatură următoarele valori numerice: p – număr de noduri, 
un şir de p numere, care reprezintă etichete ale nodurilor din graf, q – număr de muchii 
şi un şir de q perechi de numere, care reprezintă muchii (arce) din graf.  

2. Într-un fişier text sunt memorate informaţii despre două grafuri neorientate G’ şi G”: pe 
primul rând numărul de noduri ale celor două grafuri (n1 şi n2), pe următoarele n1 
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rânduri matricea de adiacenţă a grafului G’, iar pe următoarele n2 rânduri matricea de 
adiacenţă a grafului G”. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text informaţiile 
despre cele două grafuri şi care determină două noduri p şi q (p din graful G’ şi q din 
graful G”) care – dacă se leagă printr-o muchie – asigură legătura, printr-un lanţ de 
lungimea k, între două noduri precizate x şi y (x din graful G’ şi y din graful G”). Valorile 
pentru x, y şi k se citesc de la tastaură. 

2.7.7.2. Ciclul  

Un lanţ care are toate muchiile distincte două câte două şi  
extremităţi care coincid – se numeşte ciclu. 

Ciclul este un lanţ simplu ([l1,l2]  [l2,l3]; [l1,l2]  [l3,l4]; ...; [l1,l2]   [lk-1,lk]; ...; [lk-2,lk-1]  [lk-1,lk]), 
în care extremităţile coincid: l1=lk.  

Un graf fără cicluri se numeşte graf aciclic. 

Dacă toate nodurile unui ciclu sunt distincte două câte două, cu excepţia extremităţilor, 
ciclul se numeşte ciclu elementar. 

Exemple: 

1.  Pentru graful neorientat G19: 
 Lanţul L4(1,1) ={1, 2, 3, 6, 2, 1} nu este un ciclu deoarece în lanţ se repetă muchia [1,2]. 
 Lanţul L5(1,1) = {1, 2, 6, 3, 7, 6, 1}=C1 este un ciclu neelementar deoarece se repetă 

nodul cu eticheta 6. 
 Lanţul L6(1,1) = {1, 2, 3, 7, 6, 1}=C2 este un ciclu elementar deoarece nu se repetă 

niciun nod. 

2.  Pentru graful orientat G20: 
 Lanţul L4(1,1) ={1, 2, 4, 5, 2, 1} nu este un ciclu deoarece în lanţ se repetă arcul [1,2].  
 Lanţul L5(1,1) = {1, 2, 5, 6, 3, 2, 4, 1}=C1 este un ciclu neelementar deoarece se 

repetă nodul cu eticheta 2. 
 Lanţul L6(1,1) = {1, 2, 3, 6, 5, 4, 1} este un ciclu elementar deoarece nu se repetă 

niciun nod. 
3. Un circuit electric poate fi reprezentat cu ajutorul unui graf orientat G21, în care nodurile 

reţelei sunt nodurile grafului, iar sensul arcelor este dat de sensul ales pentru curentul 
electric – figura 25. 

 

 

 

 

 

 

 

Un ochi al reţelei electrice reprezintă un ciclu în graful orientat. Fiecare arc k are asociate 
trei mărimi: rezistenţa Rk, intensitatea curentului Ik şi tensiunea electromotoare a sursei Ek. 
Semnul curentului electric este dat de sensul arcului: dacă arcul intră în nod, curentul 
electric are semnul plus, iar dacă arcul iese din nod, curentul electric are semnul minus. 

GGG222111    

Fig. 25  

R1 R3 

R2 R4 

R5 

I1 I2 

I3

I6 I4 I5 

E1

E2 

R6

1

3 42

R , I 1 1 R , I  3 2

R , I  2 4 R , I  R , I  44 55

R , I  , E  5 6 2

R , I  , E  6 3 1

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         219 

 

 

Pentru fiecare nod din graf, se aplică teorema întâi a lui Kirchhoff: 





p

1k
k 0I  

unde p este suma dintre gradul intern şi gradul extern ale nodului.  

Pentru fiecare ciclu din graf, se aplică teorema a doua a lui Kirchhoff:  

 
 


q

1k

q

1k
kkk RIE  

unde q este numărul de arce ale ciclului. 

Pentru circuitul electric din figura 25, se consideră cunoscute urmă-
toarele mărimi: R1, R2, R3, R5, Rk, I1, E1 şi E2. Scrieţi un program care 
să calculeze – în graful circuitului electric – mărimea rezistenţei R4.  

Teorema 12 

Dacă un graf conţine un ciclu, atunci conţine şi un ciclu elementar. 

Demonstraţie – la fel ca demonstraţia de la Teorema 11, de la subcapitoul Lanţuri. 

Două lanţuri – L1=l1, l2, ..., li, …, lk-1, lk, l1 şi L’
1=l

’
1, l

’
2, ..., l

’
i, …, l’k-1, l

’
k, l

’
1 – 

care au aceeaşi lungime k, formează acelaşi ciclu dacă există un număr întreg 
j, astfel încât li= l’ (i+j) mod k+1, pentru orice i=1, 2, 3,…, k. 

Exemplu: 

În graful neorientat G19 lanţuri L1=l1, l2, l3, l4, l1 = 1, 2, 6, 5, 1 şi L’
1=l

’
1, l

’
2, l

’
3, l

’
4, l

’
1 = 2, 

6, 5, 1, 2 care au lungimea 4, formează acelaşi ciclu. Se observă l1=1 şi l’4=1. Din (1+j) 
mod 4 + 1 = 4, rezultă că j=2. Verificăm dacă pentru acest j şi pentru orice i= 2, 3, 4,  există 
două noduri cu aceeaşi etichetă în ambele lanţuri: 

i=2  (2+2) mod 4 + 1 = 1; dar: l2=2 şi l’1=2  l2= l’1. 
i=3  (3+2) mod 4 + 1 = 2; dar: l3=6 şi l’2=6  l3=l’2. 
i=4  (4+2) mod 4 + 1 = 3; dar: l4=5 şi l’3=5  l2=l’3. 

În graful neorientat G19 lanţuri L1=l1, l2, l3, l4, l1 = 1, 2, 6, 5, 1 şi L’
1=l

’
1, l

’
2, l

’
3, l

’
4, l

’
1 = 2, 

5, 6, 1, 2 care au lungimea 4, nu formează acelaşi ciclu. Se observă l1=1 şi l’4=1. Din (1+j) 
mod 4 + 1 = 4, rezultă că j=2. Verificăm dacă pentru acest j şi pentru orice i= 2, 3, 4,  există 
două noduri cu aceeaşi etichetă în ambele lanţuri: 

i=2  (2+2) mod 4 + 1 = 1; dar: l2=2 şi l’1=2  l2= l’1. 
i=3  (3+2) mod 4 + 1 = 2; dar: l3=6 şi l’2=5  l3l’2. 

Algoritm pentru determinarea ciclurilor elementare într-un graf 
Algoritmul. Se generează toate lanţurile elementare care pornesc din nodul x (1xn), 
trec prin cel puţin trei noduri şi se pot închide cu nodul x. Pentru generarea acestor lanţuri 
elementare se foloseşte metoda backtracking, care se va apela pentru fiecare nod x. 
Soluţia se obţine atunci când nodul adăugat în stivă formează o muchie (un arc) cu nodu x 
– şi stiva conţine cel puţin 3 noduri. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul text graf1.txt matricea de adiacenţă a 
unui graf neorientat, respectiv, din fişierul graf2.txt matricea de adiacenţă a unui graf 
orientat. Se caută toate ciclurile elementare care există în graf şi se afişează. Dacă nu 
există nici un ciclu elementar, se afişează un mesaj. Pentru testarea programelor se 
folosesc graful neorientat G1 şi graful orientat G9. 
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#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf1.txt",ios::in); 
void citeste() {// se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init() 
{//este identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int succesor() 
{//este identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int valid() 
{//este identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int solutie() {return a[st[k]][x]==1 && k>2;} 
 //se obţine soluţia atunci când ultimul nod adăugat este adiacent  
 //nodului x  şi în stivă există cel puţin trei noduri 
void tipar () 
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<x<<endl;} 
void bt()  {//partea fixa a algoritmului } 
void main() 
{citeste(); 
 for (x=1;x<=n;x++) {st[1]=x; bt();} 
 if (!este) cout<<"Nu exista nici un ciclu elementar";} 

1. În exemplul precedent, sunt afişate lanţuri care formează acelaşi 
ciclu (acelaşi ciclu este afişat de mai multe ori; deosebirea constă 
doar în nodul cu care se începe şi se încheie ciclul). Modificaţi 

programul astfel încât să se elimine afişarea informaţiei redundante (afişarea aceluiaşi 
ciclu de mai multe ori).  

2. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf3.txt lista muchiilor unui graf neori-
entat – şi afişează toate ciclurile elementare care trec printr-un nod cu gradul minim. 

3. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf3.txt lista muchiilor unui graf neori-
entat şi care verifică dacă un şir de k numere citite de la tastatură reprezintă un ciclu 
elementar pentru graf. 

4. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf4.txt lista arcelor unui graf orientat şi care:  

a. Caută toate ciclurile elementare care există în graf şi le afişează. Dacă nu există 
niciun ciclu elementar, se afişează un mesaj. 

b. Caută toate ciclurile elementare care trec prin toate nodurile grafului şi le afişea-
ză. Dacă nu există nici un ciclu elementar care trece prin toate nodurile grafului, 
se afişează un mesaj. 

c. Caută toate ciclurile elementare de lungime maximă care trec prin nodul x – şi le 
afişează. Eticheta nodului se citeşte de la tastatură. Dacă nu există nici un ciclu 
elementar care să treacă prin nodul x, se afişează un mesaj. 

2.7.7.3. Drumul  

Într-un graf orientat G= (X,U) se defineşte un drum ca fiind o succesiune  
de noduri care au proprietatea că – oricare ar fi două noduri succesive – 

ele sunt legate printr-un arc. 

Dacă, într-un graf orientat, mulţimea nodurilor este X={x1, x2, ..., xn}, iar mulţimea arcelor 
este U={u1, u2, ..., um}, un drum de la nodul d1 la nodul dk – D(d1,dk) – va fi definit prin 
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mulţimea nodurilor D(d1,dk) = d1, d2, ..., dk, unde diU, pentru orice i (1ik), iar arcele 
[d1,d2], [d2,d3], [d3,d4], ..., [dk-1,dk]  U. Drumul poate fi privit ca un lanţ în care parcurgerea 
de la un nod la altul trebuie să se facă în sensul arcului care leagă nodurile. Dacă există 
D(xi,xj), se spune că nodul xj este accesibil din nodul xi. 

Terminologie: 
 Lungimea unui drum este dată de numărul de arce care îl compun. În cazul în care 

arcele au asociate lungimi, lungimea unui drum este dată de suma lungimilor arcelor 
care îl compun.  

 Drumul de lungime minimă dintre nodul di şi nodul dj – Dmin(di,dj) – este drumul cu 
numărul minim de arce din mulţimea nevidă de drumuri D(di,dj). 

 Subdrumul este format dintr-un şir continuu de noduri din drum. De exemplu, pentru 
lanţul D(d1, dk)=d1, d2, ..., di, ..., dj, ..., dk, Ds (di, dj) definit astfel: Ds(di, dj) = di, di+1, ..., 
dj-1, dj – este un subdrum al drumului D. 

Drumul elementar este drumul în care nodurile sunt distincte două câte două. Drumul 
simplu este drumul în care arcele sunt distincte două câte două. 

Exemple – Pentru graful orientat G20: 
 Lanţul L7(1,6) = {1, 2, 5, 6} nu este un drum deoarece parcurgerea nu se face în 

sensul săgeţilor.  
 Lanţul L8(1,6) = {1, 2, 3, 6, 3, 6} = D1 este un drum neelementar, deoarece se repetă 

eticheta nodurilor 3 şi 6 –  şi compus, deoarece prin arcul [3,6] s-a trecut de două ori. 
 Lanţul L9(1,6) = {1, 2, 3, 7, 6} = D2 este un drum elementar, deoarece nu se repetă 

nici un nod. 
 Lanţul L9(1,6) = {1, 2, 4, 5, 2, 3, 6}=D3 este un drum simplu, deoarece nici un arc nu 

a fost parcurs de două ori, dar este un drum neelementar, deoarece se repetă nodul 
cu eticheta 2. 

Teorema 13 

Dacă un graf neorientat conţine un drum între două noduri, x şi y,  
atunci, conţine şi un drum elementar, între nodurile x şi y. 

Demonstraţie – la fel ca demonstraţia de la Teorema 11 de la subcapitolul Lanţuri. 

Algoritmi pentru determinarea drumurilor elementare într-un graf orientat 

1. Afişarea drumurilor elementare din graf. 

Algoritmul. Se va folosi algoritmul pentru determinarea tuturor lanţurilor elementare din graf, la 
care elementul soluţiei generat în stivă, la nivelul k (k1), va fi considerat valid numai dacă  
trecerea de la nodul de pe nivelul k-1 la nodul de pe nivelul k se face, în graf, în sensul arcului. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf2.txt matricea de adiacenţă a 
unui graf orientat. Se caută toate drumurile elementare care există în graf – şi se 
afişează. Dacă nu există nici un drum elementar, se afişează un mesaj. Pentru testarea 
programului se foloseşte graful orientat G9. 

#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf2.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
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 1 2 3 4 5 
1 0 1 0 0 0 
2 0 0 1 0 0 
3 1 1 0 1 0 
4 0 0 0 0 1 
5 0 0 0 1 0 

void init() {//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int succesor(){//ca cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int valid() 
{if(k>1) if (a[st[k-1]][st[k]]==0) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0;  
return 1;} 
int solutie() {return st[k]==y;} 
void tipar () 
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<x<<endl;} 
void bt() {//partea fixa a algoritmului } 
void main() 
{citeste(); 
 for (x=1;x<=n;x++) 
  for (y=1;y<=n;y++) if (x!=y) {st[1]=x; bt();} 
 if (!este) cout<<"Nu exista";} 
2. Algoritmul Roy-Warshall de determinare a matricei drumurilor. 

Matricea drumurilor este o matrice pătrată binară de dimensiune n (n reprezentând 
ordinul grafului), definită astfel: 

Informaţiile din matricea drumurilor se pot folosi pentru a verifica dacă există drum 
între două noduri ale grafului 

Algoritmul. Dacă nu există un arc de la nodul i la nodul j, considerăm că există drum de la 
nodul i  la nodul j, dacă există un nod k (ki şi kj) care are proprietatea că există un drum 
de la nodul i la nodul k şi un drum de la nodul k la nodul j. Matricea 
drumurilor se obţine din matricea de adiacenţă prin transformări 
succesive, astfel: se generează toate nodurile k (1kn), iar pentru 
fiecare nod k se generează toate perechile de noduri i (ik) şi j (jk) 
şi se verifică dacă a[i][k]=1 şi a[k][j]=1. În caz afirmativ, în matri-
cea de adiacenţă se atribuie valoarea 1 elementului a[i][j]. 

Pentru graful G22 din figura 26 matricea de adiacenţă suferă 
următoarele cinci transformări. La fiecare transformare, dacă 
drumul de la nodul i la nodul j trece prin nodul intermediar k 
(drumul trece de la nodul i la nodul k şi de la nodul k la nodul 
j), atunci elementului a[i][j] i se va atribui valoarea 1. 






j nodul la i nodul la de drum există nu dacă 0,

j nodul la i nodul la de drum există dacă 1,
a[i][j]

k=1 
 1 2 3 4 5 

1 0 1 0 0 0 
2 0 0 1 0 0 
3 1 1 0 1 0 
4 0 0 0 0  1 
5 0 0 0 1 0 

k=2 
 1 2 3 4 5 

1 0 1 1 0 0 
2 0 0 1 0 0 
3 1 1 1 1 0 
4 0 0 0 0 1 
5 0 0 0 1 0 

k=3 
 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 1 0 
2 1 1 1 1 0 
3 1 1 1 1 0 
4 0 0 0 0 1 
5 0 0 0 1 0 

k=4 
 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 1 0 
2 1 1 1 1 0 
3 1 1 1 1 0 
4 0 0 0 0 1 
5 0 0 0 1 1 

k=5 
 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 1 1 
2 1 1 1 1 1 
3 1 1 1 1 1 
4 0 0 0 1 1 
5 0 0 0 1 1 

Fig. 26 

GGG222222    
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Interpretarea datelor din matricea obţinută în urma transformărilor se face astfel: există 
drum de la nodul i la nodul j dacă a[i][j]=1. De exemplu, există drum de la nodul 2 
la nodul 4, dar nu există drum de la nodul 4 la nodul 2.  

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf20.txt matricea de adiacenţă a 
unui graf orientat. Se afişează toate perechile de noduri din graf între care există un 
drum. Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de adiacenţă din fişier. 
Funcţia transforma() se foloseşte pentru a transforma matricea de adiacenţă în matri-
cea drumurilor. Matricea de adiacenţă va suferi n transformări succesive (pentru fiecare 
nouă valoare a lui k), astfel: fiecare element a[i][j], cu ik şi jk, este înlocuit cu 
valoarea produsului a[i][k]*a[k][j] – ceea ce este echivalent cu a atribui valoarea 1 
acestui element dacă a[i][k]=1 şi a[k][j]=1. Funcţia afiseaza() se foloseşte pentru 
a afişa toate perechile de noduri i şi j între care există drum. Aceste perechi sunt identificate 
în matricea drumurilor ca fiind indicele pentru linie şi indicele pentru coloană ale elementelor 
care au valoarea 1. Pentru testarea programului se foloseşte graful orientat G22. 

#include <fstream.h> 
int a[20][20],n; 
fstream f("graf20.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void transforma() 
{for(int k=1;k<=n;k++) 
  for(int i=1;i<=n;i++) 
    for(int j=1;j<=n;j++) 
       if(a[i][j]==0 && i!=k && j!=k) a[i][j]=a[i][k]*a[k][j];} 
void afiseaza() 
{cout<<"Exista drum intre perechile de noduri"<<endl; 
 for(int i=1;i<=n;i++) 
   for(int j=1;j<=n;j++) 
       if(a[i][j]==1 && i!=j) cout<<"("<<i<<","<<j<<")"<<"  ";} 
void main() {citeste(); transforma(); afiseaza();} 
Complexitatea algoritmului Roy-Warshall     

Algoritmul de transformare a matricei de adiacenţă în matricea drumurilor are ordinul de com-
plexitate O(nnn)= O(n3), deoarece fiecare structură repetitivă for se execută de n ori, iar 
structurile for sunt imbricate.     

Scrieţi un program care citeşte, din fişierul text graf4.txt, lista muchiilor 
unui graf orientat – şi care:  
a. Verifică dacă un şir de k numere citite de la tastatură reprezintă un 

drum elementar pentru graf.  
b. Caută toate drumurile elementare cu lungimea cea mai mică dintre două noduri x şi y 

şi le afişează. Etichetele nodurilor se citesc de la tastatură. Dacă nu există niciun 
drum elementar, să se afişeze un mesaj. 

c. Caută toate drumurile elementare de lungime maximă şi afişează câte drumuri s-au 
găsit şi care sunt ele. Dacă nu există niciun drum elementar, să se afişeze un mesaj. 

2.7.7.4. Circuitul  

Într-un graf orientat un drum care are toate arcele  distincte 
 două câte două şi extremităţi care coincid se numeşte circuit. 

Circuitul este un drum simplu (arcele sunt distincte două câte două ([d1,d2][d2,d3]; 
[d1,d2][d3,d4]; ...; [d1,d2][dk-1,dk]; ...; [dk-2,dk-1][dk-1,dk]) în care extremităţile coincid (d1=dk).  
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Circuitul elementar este circuitul în care toate nodurile sunt distincte două câte două, cu 
excepţia primului şi a ultimului – care coincid.  

Exemple – Pentru graful orientat G20: 
 Lanţul L10(1,1) ={1, 2, 3, 6, 3, 6, 3, 7, 6, 5, 4, 1} nu este un circuit, deoarece arcele 

[3,6] şi [6,3] au fost parcurse de două ori.  
 Lanţul L11(1,1) = {1, 2, 3, 6, 3, 7, 6, 5, 2, 4, 1}=C1 este un circuit neelementar, 

deoarece se repetă eticheta nodurilor 3 şi 6. 
 Lanţul L12(1,1) = {1, 2, 3, 7, 6, 5,  4, 1} =C2 este un circuit elementar, deoarece nu se 

repetă eticheta niciunui nod. 

Teorema 14 

Dacă un graf conţine un circuit, atunci conţine şi un circuit elementar. 

Demonstraţie – la fel ca demonstraţia de la Teorema 11 de la subcapitolul Lanţuri. 

Algoritm pentru determinarea circuitelor elementare într-un graf orientat 
Algoritimul. Se foloseşte acelaşi algoritm ca şi în cazul determinării ciclurilor elementare într-un 
graf orientat, cu deosebirea că se ţine cont de orientarea arcului care leagă două noduri.    

#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf2.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init() {//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int succesor() {//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int valid() 
{if(k>1) if (a[st[k-1]][st[k]]==0) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0;  
return 1;} 
int solutie() {return a[st[k]][x]==1 && k>1;} 
 //se obţine soluţia atunci când ultimul nod adăugat este adiacent  
 //nodului x şi în stivă există cel puţin două noduri 
void tipar () 
{for (int i=1,este=1;i<=k;i++) cout<<st[i]<<" "; cout<<x<<endl;} 
void bt() {//partea fixa a algoritmului } 
void main() {citeste(); 
             for (x=1;x<=n;x++) {st[1]=x; bt();} 
             if (!este) cout<<"Nu exista circuite";} 

Scrieţi un program care citeşte, din fişierul text graf4.txt, lista arcelor 
unui graf orientat – şi care: 
a. Caută toate circuitele elementare care există în graf şi le afişează. 

Dacă nu există niciun circuit elementar, se afişează un mesaj.  
b. Caută toate circuitele elementare de lungime maximă care trec printr-un nod x şi le 

afişează. Eticheta nodului se citeşte de la tastatură. Dacă nu există niciun circuit 
elementar care să treacă prin nodul x, se afişează un mesaj. 

c. Caută toate circuitele elementare care trec prin toate nodurile grafului şi le afişează. 
Dacă nu există niciun circuit elementar care trece prin toate nodurile grafului, se 
afişează un mesaj. 
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d. Caută toate circuitele elementare care trec numai prin noduri care au gradul intern 
egal cu gradul extern – şi le afişează. Dacă nu există niciun circuit elementar, se 
afişează un mesaj. 

2.7.7.5. Graful conex  

Un graf G se numeşte graf conex dacă are proprietatea că, pentru  
orice pereche de noduri diferite între ele, există un lanţ care să le lege. 

Altfel spus, un graf este conex dacă, pentru orice pereche de noduri {xi, xj}, care au  
proprietatea xixj există un lanţ de la xi la xj. 

Exemple: 

1.  Graful neorientat G19 = (X19,U19) definit anterior este un graf conex, deoarece oricare ar 
fi două noduri din mulţimea Xx, ele pot fi legate printr-un lanţ. De exemplu,  (1,2)  {1,2} 
sau {1,5,2};  (1,3)  {1,2,3} sau {1,6,3};  (1,3)  {1,2,3} sau {1,6,3}; (1,4)  {1,2,3,4} 
sau {1,6,7,4};  (1,5)  {1,5} sau {1,2,6,5} etc. 

2.  Graful orientat G20 = (X20,U20) definit anterior este un graf conex, deoarece oricare ar fi 
două noduri din mulţimea Xx, ele pot fi legate printr-un lanţ. De exemplu, (1,2)  {1,2} 
sau {1,4,2};  (1,3)  {1,2,3} sau {1,2,5,6,3};  (1,3)  {1,2, 3} sau {1,2,5,6,3}; (1,4)  {1, 
4} sau {1,2,5,4};  (1,5)  {1,2,5} sau {1,4,5} etc. 

3.  Graful neorientat G23 = (X23,U23) – figura 27 – definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X23={1,2,3,4,5,6,7,8}. 
 mulţimea muchiilor este U23 ={[1,2], [1,4], [2,3], 

[2,4], [3,4], [5,6], [5,7] }. 
nu este conex, deoarece nu există nici un lanţ între un 
nod din mulţimea C1={1,2,3,4} şi un nod din mulţimea 
C2={5,6,7}, sau din mulţimea C3={8}. 

Dacă un graf G=(X,U) nu este conex, se poate defini un 
subgraf conex al grafului G, adică se poate defini o mulţime X'X care să inducă subgraful 
G'=(X',U'), ce are proprietatea că este conex. 

Dacă un graf G=(X,U) nu este conex, se numeşte componentă conexă a grafului un 
subgraf conex al său C=(X',U'), maximal în raport cu această proprietate (conţine 
numărul maxim de noduri din G care au proprietatea că sunt legate cu un lanţ).  

Altfel spus, subgraful conex C este o componentă conexă a grafului dacă are proprietatea că 
nu există nici un lanţ, al grafului G, care să unească un nod xi al subgrafului C (xiX') cu un 
nod xj care nu aparţine subgrafului C (xjX–X'). 

Observaţie: Un graf conex are o singură componentă conexă (graful însuşi). 

Exemplu – În graful neorientat G23  definit anterior, fiecare dintre cele trei mulţimi de noduri, 
C1, C2 şi C3, induce câte o componentă conexă. 

Dacă un graf este definit prin mulţimea nodurilor şi mulţimea muchiilor,  
 mulţimea nodurilor este X23={1,2,3,4,5,6,7,8}. 
 mulţimea muchiilor este U23 ={[1,2], [1,4], [2,3], [2,4], [3,4], [5,6], [5,7] }. 

pentru identificarea componentelor conexe, procedaţi astfel: 
PAS1. Se formează prima componentă conexă, pornind de la prima muchie. Se scriu 

nodurile incidente cu muchia în prima componentă conexă – C1={1,2} – şi se mar-
chează muchia: [1,2]. Componenta conexă C1  este componenta curentă. 

Fig. 27 
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PAS2. Se parcurg celelalte muchii. Dacă se găseşte o muchie nemarcată, care conţine 
noduri din componenta conexă curentă, se adaugă nodurile la componentă: 
C1={1,2,4,3}, şi se marchează muchia: [1,4], [2,3], [2,4], [3,4]. 

PAS3. Dacă mai există muchii nemarcate, se identifică prima muchie nemarcată şi se formea-
ză următoarea componentă conexă, scriind nodurile incidente cu muchia – C2={5,6} – 
şi se marchează muchia: [5,6]. Componenta conexă C2  este componenta curentă. 

PAS4. Se parcurg celelalte muchii. Dacă se găseşte o muchie nemarcată care conţine 
noduri din componenta conexă curentă, se adaugă nodurile la componentă: 
C2={5,6,7} şi se marchează muchia: [5,7]. 

PAS5. Se execută Pasul 3 şi Pasul 4 până se marchează toate muchiile, identificând 
următoarele componente conexe. 

PAS6. Se verifică dacă toate nodurile din mulţimea nodurilor se regăsesc într-o componentă 
conexă. Dacă există noduri care nu aparţin unei componente conexe, acestea sunt 
noduri izolate, şi vor forma, fiecare dintre ele, o componentă conexă. C3={8}.   

Teorema 15 

Numărul minim de muchii mmin necesare pentru ca un graf neorientat, cu n noduri, să fie 
conex este n–1. 

Altfel spus, într-un graf neorientat conex cu m muchii şi n noduri: mn–1.  

Demonstraţie. Notăm cele două propoziţii, astfel: 
(1) – Graful G neorientat, cu n noduri, are n-1 muchii şi este conex. 
(2) – Graful G neorientat, cu n noduri, este conex şi minimal cu această proprietate (dacă se înlătură 

orice muchie din graf, el devine neconex). 
Trebuie să demonstrăm că (1)(2) – Se foloseşte principiul inducţiei matematice (se notează cu Pi 
propoziţia i): 

P1 – Graful G1, cu un nod şi nici o muchie (m=1-1=0), este conex şi este minimal cu această 
proprietate (nu mai există muchii care să fie eliminate). 

P2 – Graful G2, cu două noduri şi o muchie (m=2-1=1), este conex (muchia nu poate lega decât cele 
două noduri) şi este minimal cu această proprietate (prin eliminarea muchiei, nodurile sunt izolate 
obţinându-se două componente conexe). 

P3 – Graful G3, cu trei noduri şi două muchii (m=3-1=2), este conex (cele două muchii sunt incidente; 
unul dintre noduri este adiacent cu cele două muchii – şi prin el va trece lanţul care leagă celelalte 
două noduri) şi este minimal cu această proprietate (prin eliminarea unei muchii, unul dintre noduri 
este izolat, obţinându-se două componente conexe). 
……………………………………………………………………………………………………………….…… 
Pn – Graful Gn, cu n noduri şi n-1 muchii, este conex şi minimal cu această proprietate (se presupune 
adevărată).  

Pn+1 – Considerând propoziţia Pn adevărată, trebuie să demonstrăm că graful Gn+1, cu n+1 noduri şi 
n+2 muchii, este conex şi minimal cu această proprietate. Prin adăugarea unui nod şi a unei muchii la 
graful Gn, se poate obţine un graf conex. Nodul adăugat se leagă cu muchia nouă de graful Gn (şi, 
implicit, la lanţurile din acest graf), obţinându-se un nou graf conex. Presupunem că graful obţinut nu 
este minimal cu această proprietate. Înseamnă că, prin eliminarea unei muchii, se obţine un graf 
conex. Dacă eliminăm muchia adăugată, se izolează nodul n+1, obţinându-se două componente 
conexe. Dacă se elimină o muchie din graful Gn, se obţin două componente conexe, deoarece graful 
Gn este minimal cu această proprietate. Rezultă că graful Gn este minimal cu această proprietate. 

Exemple de grafuri conexe cu n noduri şi număr minim de muchii: 
 Fiecare nod este legat de alte două, cu excepţia a două noduri terminale. Există n–2 noduri cu 

gradul 2 şi două noduri cu gradul 1: 

1n
2
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 Un nod este legat de celelalte n–1 noduri. Există un nod cu gradul n–1 şi n–1 noduri cu gradul 1:  

1n
2

1)1n()1n(1
mmin 


  

Propoziţia 4.  Dacă un graf cu n noduri are p componente conexe, atunci numărul minim 
de muchii care trebuie adăugate, ca să devină conex, este p–1.  

Demonstraţie. Putem considera fiecare componentă conexă ca un nod al unui graf cu p noduri. 
Numărul minim de muchii necesare pentru ca acest graf să fie conex este p–1.  

Propoziţia 5. Dacă un graf conex cu n noduri are n-1 muchii, atunci orice pereche de 
noduri este legată printr-un lanţ, şi numai unul.   

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Graful G fiind conex, înseamnă că există cel puţin un lanţ 
care leagă oricare două noduri, x şi y. Presupunem că există cel puţin două lanţuri între nodurile x şi 
y: L1 şi L2. Înseamnă că, suprimând o muchie din lanţul al doilea, graful rămâne conex, deoarece 
nodurile x şi y vor fi legate prin lanţul L1. Înseamnă că un graf cu n noduri şi n-2 muchii este conex, 
ceea ce contrazice Teorema 15. Rezultă că cele două noduri, x şi y, nu sunt legate decât printr-un 
singur lanţ.  

Propoziţia 6. Dacă un graf neorientat cu n noduri şi m muchii este conex, numărul maxim 
de muchii care se pot elimina pentru a obţine un graf parţial conex este: m–n+1.  

Demonstraţie. Deoarece numărul minim de muchii necesare pentru ca un graf să fie conex este n–1, 
atunci din graf se pot elimina restul muchiilor: m–n+1.  

Teorema 16 

Un graf neorientat conex cu n noduri şi n–1 muchii este aciclic şi 
 maximal cu această proprietate. 

Demonstraţie: Notăm cele două propoziţii, astfel: 
(1) – Graful G neorientat, cu n noduri, este conex şi are n-1 muchii. 
(2) – Graful G neorientat, cu n noduri, este aciclic şi maximal cu această proprietate. 

Trebuie să demonstrăm că (1)(2). 
1) Este aciclic – prin reducere la absurd. Presupunem că acest graf conţine cel puţin un ciclu, 

C=x1, x2, x3, ..., xi, x1. Înseamnă că, dacă vom înlătura din graf muchia [x1, x2], se obţine un graf 
conex – nodul va fi legat de toate celelalte noduri din ciclu prin lanţul L=x2, x3, ..., xi, x1 – ceea ce 
contrazice teorema anterioară, că un graf cu n noduri şi n-1 muchii este conex şi minimal cu 
această proprietate.  

2) Este maximal cu această proprietate (dacă se adaugă o nouă muchie, graful nu mai este 
aciclic) – prin reducere la absurd. Presupunem că, prin adăugarea unei muchii oarecare [x,y], se 
obţine un graf aciclic. Graful fiind conex, înseamnă că între nodurile x şi y există un lanţ L(x,y) =x, 
..., z, …,  y, iar prin adăugarea muchiei [x,y] lanţul se închide, formând un ciclu C=x, ..., z,…,  y , 
x – ceea ce contrazice presupunerea că graful este aciclic.  

Propoziţia 7. Dacă un graf neorientat conex are n noduri şi m muchii, numărul de muchii 
care trebuie eliminate, pentru a obţine un graf parţial conex aciclic, este egal cu m–n+1.  

Demonstraţie. Din Propoziţia 6, rezultă că – înlăturând din graf m–n+1 muchii – se obţine un graf 
parţial conex, iar din Teorema 16 rezultă că acest graf este aciclic. Graful fiind conex, înseamnă că 
între oricare două noduri, xi şi xj, există un lanţ elementar şi numai unul (Propoziţia 5). Orice nouă 
muchie [xi, xj] adăugată va forma cu acest lanţ un ciclu elementar.  

Propoziţia 8. Dacă un graf are n noduri, m muchii şi p componente conexe, numărul de 
muchii care trebuie eliminate, pentru a obţine un graf parţial aciclic, este egal cu m-n+p.  

Demonstraţie. Fiecare componentă conexă i (1i p) va avea ni noduri şi mi muchii, iar: 
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Numărul de muchii care trebuie eliminate din componenta conexă i, pentru a obţine un graf parţial 
conex aciclic, este egal cu mi - ni +1 (Propoziţia 7). Rezultă că numărul total de muchii care trebuie 
eliminate din graf, pentru a obţine graf parţial conex aciclic, este egal cu: 

pnmpnm)1nm(
p

1i
i

p

1i

p
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Propoziţia 9. Pentru a obţine, dintr-un graf neorientat conex, două componente conexe, 
numărul minim de muchii care trebuie înlăturate mmin este egal cu gradul minim din graf: 
mmin = gradmin. 

Demonstraţie. Cele două componente conexe ale unui graf neorientat conex G=(X,U) se obţin astfel: 
 Componenta conexă C1=(X1,U1) se formează dintr-un nod izolat xi – pentru a elimina un număr 

minim de muchii, nodul se alege dintre nodurile care au gradul minim: X1=xi şi U1=.  
 Componenta conexă C2=(X2,U2) se formează din restul nodurilor din graf: X2=X–xi şi 

card(U1)=m–gradmin. 

Teorema 17  

Numărul maxim de muchii mmax dintr-un graf neorientat, cu n noduri şi p componente 
conexe, este: 

2

)1pn()pn(
mmax


  

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Numărul maxim de muchii corespunde unor p–1 
componente conexe formate din noduri izolate şi o componentă conexă formată cu n–p+1 noduri. 
Pentru ca să se obţină numărul maxim de muchii, ultima componentă trebuie să fie un graf complet 
Kn–p+1 care are numărul de muchii m: 

Să presupunem că există însă un graf format din p–2 componente conexe formate din noduri izolate 
şi cu două componente conexe C1 cu n1 noduri şi m1 muchii şi C2 cu n2 noduri şi m2 muchii, cu n1 
n2 2, n1 + n2 = n–p+2 care are numărul maxim de muchii m1 + m2 = mmax. Cele două componente 
conexe pentru a avea un număr maxim de muchii trebuie să fie grafuri complete: C1=Kn1 şi C2=Kn2. 
Modificăm acest graf, mutând un nod din componenta C2 în componenta C1. În componenta C1 acest 
nod trebuie unit prin muchii cu cele n1 noduri ale componentei. Numărul de muchii ale componentei 
C1 va fi  m1 + n1. În componenta C2 prin eliminarea nodului, se înlătură şi cele n2 –1 muchii care îl 
uneau cu celelate noduri din graf. Numărul de muchii ale componentei C2 va fi  m2 – n2 + 1. Numărul 
total de muchii al noului graf este m1 + n1 + m2  – n2 + 1  m1 + m2 + 1 = mmax+ 1. Concluzia 
contrazice ipoteza că graful iniţial avea numărul maxim de muchii. Înseamnă că graful care are 
numărul maxim de muchii este cel care conţine p–1 componente conexe formate din noduri izolate şi 
o componentă conexă formată cu n–p+1 noduri care este graful complet Kn–p+1.   

2.7.7.6. Graful tare conex  

Un graf orientat G se numeşte graf tare conex dacă are proprietatea că, pentru orice 
pereche de noduri diferite între ele, există un drum care să le lege. 

Altfel spus, un graf orientat este tare conex dacă – pentru orice pereche de noduri {xi, xj}, 
care au proprietatea xixj – există un drum de la xi la xj. 
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Exemple: 

1. Graful orientat G20 = (X20,U20), definit anterior, este un graf tare conex, deoarece există 
un circuit elementar care trece prin toate nodurile grafului: {1,2,3,7,6,5,4,1}; altfel spus, 
oricare ar fi două noduri din mulţimea X20, ele pot fi legate printr-un drum.  

2. Graful orientat G24 = (X24,U24) – figura 28 – definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X24={1,2,3,4,5,6}. 
 mulţimea arcelor este U24 ={[1,2], [1,4], [2,3], [3,1], [4,5], [5,4]}. 

nu este conex, deoarece nu există nici un drum între un nod 
din mulţimea C2={4,5} şi un nod din mulţimea C1={1,2,3}, 
sau din mulţimea C3={6}. 

Dacă un graf orientat G=(X,U) nu este tare conex, se poate 
defini un subgraf tare conex al grafului G, adică se poate 
defini o mulţime X'X care să inducă subgraful G'=(X',U'), ce 
are proprietatea că este tare conex. 

Dacă un graf G=(X,U) nu este conex, se numeşte componentă tare conexă a grafului 
un subgraf conex C=(X',U') al său, maximal în raport cu această proprietate (conţine 
numărul maxim de noduri din G care au proprietatea că sunt legate printr-un drum). 

Altfel spus, subgraful tare conex C este o componentă tare conexă a grafului dacă are 
proprietatea că nu există nici un drum al grafului G care să unească un nod xi al subgrafului 
C (xiX') cu un nod xj care nu aparţine subgrafului C (xjX-X'). 

Exemplu – În graful orientat G24 definit anterior, fiecare dintre cele trei mulţimi de noduri – 
C1, C2 şi C3 – induce câte o componentă tare conexă. 

Observaţie: Un graf tare conex are o singură componentă tare conexă (graful însuşi). 

Terminologie: 
 Subgraful predecesorilor unui nod este format din acel nod şi din mulţimea nodurilor 

din care este accesibil nodul.  
 Subgraful succesorilor unui nod este format din acel nod şi din mulţimea nodurilor 

care sunt accesibile din el. 

Observaţie: Componenta tare conexă din care face parte un nod este dată de 
intersecţia dintre subgraful predecesorilor şi subgraful succesorilor acelui nod. 

Dacă un graf este definit prin mulţimea nodurilor şi mulţimea muchiilor,  
 mulţimea nodurilor este X24={1,2,3,4,5,6}. 
 mulţimea arcelor este U24 ={[1,2], [1,4], [2,3], [3,1], [4,5], [5,4]}. 

pentru identificarea componentelor tare conexe procedaţi astfel: 
PAS1. Se identifică subgraful succesorilor primului nod din primul arc (în exemplu, nodul 

1), folosind algoritmul de determinare a unei componente conexe: S1={1,2,3,4,5}. 
PAS2. Se identifică subgraful predecesorilor primului nod din primul arc (în exemplu, 

nodul 1), folosind algoritmul de determinare a unei componente conexe, în care 
se iau în calcul numai nodurile care apar în arc în a doua poziţie: P1={1,2,3}. 

PAS3. Se determină componenta tare conexă – prin intersecţia celor două mulţimi de 
noduri: C1= S1 P1 ={1,2,3}. 

PAS4. Se identifică, în mulţimea arcelor, primul nod care nu face parte din componenta 
tare conexă evidenţiată anterior (în exemplu, nodul 4) şi se reiau Pasul 1, Pasul 2 
şi Pasul 3, pentru a determina subgraful succesorilor, respectiv subgraful predece-

Fig. 28 
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sorilor nodului şi apoi următoarea componentă conexă, prin intersecţia celor două 
mulţimi (în exemplu, nodul 4 şi  S2={4,5}, P2={1,2,3,4,5} şi C2= S2 P2 ={4,5}). Se 
repetă acest pas până când nu se mai identifică în mulţimea arcelor niciun nod 
care să nu aparţină unei componente tare conexe. 

PAS5. Se verifică dacă toate nodurile din mulţimea nodurilor se regăsesc într-o 
componentă tare conexă. Dacă există noduri care nu aparţin unei componente 
tare conexe, acestea sunt noduri izolate – şi vor forma, fiecare dintre ele o 
componentă conexă. C3={6}.   

Graful componentelor tare conexe ale unui graf care nu este tare conex G=(X,U)  
se obţine prin reducerea fiecărei componente conexe la un nod. 

Identificarea grafului componentelor tare conexe este utilă în rezolvarea unor probleme, 
prin descompunerea problemei în subprobleme (rezolvarea problemei pentru fiecare com-
ponentă tare conexă) şi combinarea soluţiilor – strategia divide et impera. 

Exemplu: 

În graful orientat G25 = (X25,U25) – figura 29 – definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X25={1,2,3,4,5,6,7}. 
 mulţimea arcelor este U25 ={[1,2], [1,4], [2,3], [3,1], [4,5], 

[5,6], [6,4], [7,5], [7,3]}. 
componentele tare conexe sunt C1={1,2,3}, C2={4,5,6} şi C3={7}, 
iar graful componentelor tare conexe Gc25 = (Xc25,Uc25) – figura 
30 –  este definit astfel. 

 mulţimea nodurilor este Xc25={ C1, C2, C3}. 
 mulţimea arcelor este Uc25 ={[ C1, C2], [ C3, C1], [ C3, C2]}. 

Algoritmi pentru determinarea conexităţii grafurilor 

1. Determinarea componentelor conexe într-un graf. 

Algoritmul. O componentă conexă este formată din toate nodurile între care există un lanţ 
elementar. Deoarece un nod nu poate să aparţină decât unei componente conexe, se va 
folosi un vector cu n elemente – pentru a memora nodurile care au fost deja înregistrate într-o 
componentă conexă. Iniţial, elementele vectorului au valoarea 0 (nici un nod nu a fost 
înregistrat într-o componentă conexă), iar dacă un nod x va fi adăugat la o componentă 
conexă, valoarea elementului x din vector va fi 1. Pentru a verifica dacă există un lanţ 
elementar între două noduri x şi y se foloseşe metoda backtracking. 

Observaţie. Acest algoritm poate fi folosit atât în grafurile neorientate, cât şi în grafurile 
orientate. Mai poate fi folosit şi pentru a verifica dacă un graf este conex: fie se verifică 
dacă între nodul 1 şi fiecare dintre celelalte noduri ale grafului există un lanţ elementar, fie 
se verifică dacă prima componentă conexă obţinută conţine toate nodurile grafului. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf19.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf neorientat (varianta din fişierul graf20.txt – matricea de adiacenţă a unui graf orientat) 
şi se afişează componentele conexe. În vectorul v se memorează nodurile care au fost deja 
înregistrate într-o componentă conexă. Variabila este se foloseşte pentru a verifica dacă 
s-a găsit un lanţ elementar între două noduri (are valoarea 0 – False, dacă nu s-a găsit un 
lanţ elementar). Variabila m se foloseşte pentru a număra componentele conexe identifi-
cate. Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de adiacenţă din fişier. Funcţia 
componente() se foloseşte pentru a afişa componentele conexe ale grafului: pentru fiecare 

Fig. 29 

Fig. 30 
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 1 2 3 4 5 
1 1 1 1 1 1 
2 1 1 1 1 1 
3 1 1 1 1 1 
4 0 0 0 1 1 
5 0 0 0 1 1 

nod x (1xn) care nu a fost afişat într-o componentă conexă (v[x]=0), se caută toate no-
durile y (1yn şi yx ) care sunt legate cu un lanţ elementar de nodul x. Pentru un nod y 
găsit, se marchează în vectorul v faptul că a fost adăugat la o componentă conexă 
(v[y]=1). Pentru testarea programului se folosesc graful neorientat G4 şi graful neorientat G22.  

#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,y,v[20],este=0; 
stiva st; 
fstream f("gr8af19.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init(){//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int succesor() {//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int valid() {//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare} 
int solutie() {return st[k]==y;} 
//se obţine soluţia atunci când ultimul nod adăugat în stivă este y 
void tipar() {este=1;} 
//dacă există soluţie (un lanţ între nodurile x şi y),  
//variabila este va avea valoarea 1 
void bt() {//identică cu cea de la afişarea lanţurilor elementare } 
void componente() 
{int m=0; 
 for(x=1;x<=n;x++) 
   if (v[x]==0) 
     {m++; st[1]=x; v[x]=1;  
      cout<<"Componenta conexa "<<m<<": "<<x<<" "; 
      for(y=1;y<=n;y++) 
        if (x!=y) {este=0; bt(); 
                   if (este) {v[y]=1; cout<<y<<" ";}} 
      cout<<endl;}} 
void main() {citeste(); componente();} 
2. Determinarea componentelor conexe într-un graf orientat. 

Algoritmul. O componentă conexă este formată din toate nodurile între care există un 
drum, cel puţin de la un nod la altul (drumul nu trebuie să asigure legătura în ambele 
sensuri). Altfel spus, dacă există un drum de la un nod x la un nod y, cele două noduri x şi 
y aparţin aceleiaşi componente conexe – chiar dacă nu există şi un drum de la nodul y la 
nodul x. Şi în acest algoritm se foloseşte un vector cu n elemente pentru a memora 
nodurile care au fost deja înregistrate într-o componentă conexă. Pentru a verifica dacă 
există un drum de la nodul x la nodul y se foloseşte matricea drumurilor. 

Pentru graful G22 din figura 26, în matricea drumurilor se observă că există drum de la 
nodul 1 la oricare celelalte patru noduri din graf. Graful are o singură componentă conexă. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf20.txt 
matricea de adiacenţă a unui graf orientat şi se determină 
dacă graful este conex. Dacă nu este, se afişează compo-
nentele conexe. În vectorul v se memorează nodurile care au 
fost deja înregistrate într-o componentă conexă. Funcţia 
citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de adiacenţă în 
fişier. Funcţia transformă() se foloseşte pentru a transforma matricea de adiacenţă în 
matricea drumurilor. Funcţia componente() se foloseşte pentru a afişa componentele conexe 
ale grafului: pentru fiecare nod i (1i n) care nu a fost afişat într-o componentă conexă 
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(v[i]=0), se caută toate nodurile j (1j n şi ji) la care ajunge un drum ce porneşte din nodul 
i. Pentru un nod j găsit, se marchează în vectorul v faptul că a fost adăugat la o componentă 
conexă (v[j]=1). Pentru testarea programului se foloseşte graful orientat G22.   

#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,v[20]; 
fstream f("graf20.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void transforma() 
{for(int k=1;k<=n;k++) 
  for(int i=1;i<=n;i++) 
    for(int j=1;j<=n;j++) 
       if(a[i][j]==0 && i!=k && j!=k) a[i][j]=a[i][k]*a[k][j];}                 
void componente() 
{int i,j,m=0; 
 for(int i=1;i<=n;i++) 
   if (v[i]==0) 
     {m++; v[i]=1; cout<<"Componenta conexa "<<m<<": "<<i<<" "; 
      for(int j=1;j<=n;j++) 
        if(a[i][j]==1 && i!=j) {v[j]=1; cout<<j<<" ";} 
      cout<<endl;}} 
void main() {citeste(); transforma(); componente();} 
3. Determinarea componentelor tare conexe într-un graf orientat. 

Algoritmul. O componentă tare conexă este formată din toate nodurile i şi j între care 
există un drum elementar de la nodul i la nodul j, dar şi de la nodul j la nodul i. Se 
foloseşte un vector cu n elemente, pentru a memora nodurile care au fost deja înregistrate 
într-o componentă tare conexă. Iniţial, elementele vectorului au valoarea 0 (nici un nod nu a 
fost înregistrat într-o componentă conexă), iar dacă un nod i va fi adăugat la o componentă 
conexă, valoarea elementului i din vector va fi 1. Pentru a verifica dacă există un drum 
elementar de la nodul i la nodul j, se pot folosi două variante ale algoritmului: 

Varianta 1.  Se foloseşe metoda backtracking. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf20.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf orientat – şi se determină dacă graful este tare conex. Dacă nu este, se afişează compo-
nentele tare conexe. Variabila este1 se foloseşte pentru a verifica dacă s-a găsit un drum 
elementar de la nodul i la nodul j (are valoarea 0 – False, dacă nu s-a găsit un drum ele-
mentar), variabila este2 se foloseşte pentru a verifica dacă s-a găsit un drum elementar de 
la nodul j la nodul i (are valoarea 0 – False, dacă nu s-a găsit un drum elementar), iar 
variabila este se foloseşte pentru a verifica dacă s-a găsit un drum elementar de la nodul x 
la nodul y (are valoarea 0 – False, dacă nu s-a găsit un drum elementar). În vectorul v se 
memorează nodurile care au fost deja înregistrate într-o componentă tare conexă. Variabila m 
se foloseşte pentru a număra componentele conexe identificate. Funcţia citeste() se folo-
seşte pentru a citi matricea de adiacenţă din fişier. Funcţia componente() se foloseşte pen-
tru a afişa componentele tare conexe ale grafului: pentru fiecare nod i (1in) care nu a fost 
afişat într-o componentă conexă (v[i]=0), se caută toate nodurile j (1jn şi ji) care sunt 
legate cu un drum elementar care porneşte din nodul i, dar şi de la care porneşte un drum 
care ajunge în nodul i. Pentru un nod j găsit, se marchează în vectorul v faptul că a fost 
adăugat la o componentă tare conexă (v[j]=1). Pentru testarea programului se foloseşte 
graful orientat G22. 
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#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,x,y,v[20],este1,este2,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf19.txt",ios::in); 
void citeste(){//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init() {//identică cu cea de la afişarea drumurilor elementare} 
int succesor() {//identică cu cea de la afişarea drumurilor elementare} 
int valid() {//identică cu cea de la afişarea drumurilor elementare} 
int solutie() {return st[k]==y;} 
//se obţine soluţia atunci când ultimul nod adăugat în stivă este y 
void tipar() {este=1;} 
//dacă există soluţie (un drum între nodurile x şi y),  
//variabila este va avea valoarea 1 
void bt() {//identică cu cea de la afişarea drumurilor elementare } 
void componente() 
{int i,j,m=0; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   if (v[i]==0) 
     {m++; v[i]=1; cout<<"Componenta conexa "<<m<<": "<<i<<" "; 
      for(j=1;j<=n;j++) 
        if (j!=i) 
          {x=i; y=j; st[1]=x; este=0; bt(); este1=este; 
           x=j; y=i; st[1]=x; este=0; bt(); este2=este; 
           if (este1 && este2) {v[j]=1; cout<<j<<" ";}} 
      cout<<endl;}} 
void main() {citeste(); componente();} 
Varianta 2. Se foloseşte matricea drumurilor. Se determină două matrice ale drumurilor: 
una corespunzătoare grafului G şi alta corespunzătoare unui graf în care toate arcele au 
sensul invers decât în graful G (Gt – graful transpus al grafului G). Din intersecţia celor 
două matrice, se va obţine o matrice în care vor fi evidenţiate numai drumurile care există 
în ambele sensuri, între oricare două noduri i şi j.  

Pentru graful G22 din figura 26, prin inversarea arcelor se obţine 
graful transpus G22t din figura 31. Matricele de adiacenţă şi matri-
cele drumurilor pentru cele două grafuri şi matricea intersecţie sunt 
prezentate mai jos. 

Matricea de adiacenţă G22 
 1 2 3 4 5 

1 0 1 0 0 0 
2 0 0 1 0 0 
3 1 0 0 1 0 
4 0 0 0 0 1 
5 0 0 0 1 0 

Matricea drumurilor G22 
 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 1 1 
2 1 1 1 1 1 
3 1 1 1 1 1 
4 0 0 0 1 1 
5 0 0 0 1 1 

Matricea de adiacenţă G22t 
 1 2 3 4 5 

1 0 0 1 0 0 
2 1 0 0 0 0 
3 0 1 0 0 0 
4 0 0 1 0 1 
5 0 0 0 1 0 

Matricea drumurilor G22t 
 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 0 0 
2 1 1 1 0 0 
3 1 1 1 0 0 
4 1 1 1 1 1 
5 1 1 1 1 1 

Matricea intersecţie 
 1 2 3 4 5 

1 1 1 1 0 0 
2 1 1 1 0 0 
3 1 1 1 0 0 
4 0 0 0 1 1 
5 0 0 0 1 1 

Fig. 31 
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Interpretarea datelor din matricea intersecţie se face astfel: două noduri i şi j fac parte 
din aceeaşi componentă tare conexă – dacă există drum de la nodul i la nodul j 
(a[i][j]=1). Pe matricea intersecţie se pot identifica cele două componente conexe: 
C1={1,2,3} şi C2={4,5}.  

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf20.txt matricea de adiacenţă a a 
unui graf orientat. Se foloseşte matricea ap în care se memorează arcele în sens invers şi 
matricea drumurilor obţinută din aceasta. Pentru a identifica nodurile i şi j între care există 
un drum atât de la nodul i la nodul j, cât şi de la nodul j la nodul i, se obţine matricea b 
care este intersecţia celor două matrice ale drumurilor: a şi ap. Funcţia citeste() se folo-
seşte pentru a citi matricea de adiacenţă din fişier. Funcţia transforma_s() se foloseşte 
pentru a transforma matricea de adiacenţă a în matricea drumurilor, iar funcţia 
transforma_p() pentru a transforma matricea de adiacenţă ap în matricea drumurilor. 
Funcţia intersectie() se foloseşte pentru a obţine intersecţia celor două matrice ale 
drumurilor. Funcţia componente() se foloseşte pentru a afişa componentele conexe ale 
grafului: pentru fiecare nod i (1in) care nu a fost afişat într-o componentă conexă 
(v[i]=0), se caută în matricea intersecţie a drumurilor b toate nodurile j (1jn şi ji) la 
care ajunge un drum ce porneşte din nodul i. Pentru un nod j găsit, se marchează în 
vectorul v faptul că a fost adăugat la o componentă tare conexă (v[j]=1). Pentru testarea 
programului se foloseşte graful orientat G22. 

#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,v[20],ap[10][10],b[10][10],nr; 
fstream f("graf19.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void predecesor() 
{for(int i=1;i<=n;i++) 
  for (int j=1;j<=n;j++) ap[i][j]=a[j][i];} 
void transforma_s() 
{for(int k=1;k<=n;k++) 
  for(int i=1;i<=n;i++) 
    for(int j=1;j<=n;j++) 
       if(a[i][j]==0 && i!=k && j!=k) a[i][j]=a[i][k]*a[k][j];} 
void transforma p() 
{for(int k=1;k<=n;k++) 
  for(int i=1;i<=n;i++) 
    for(int j=1;j<=n;j++) 
       if(ap[i][j]==0 && i!=k && j!=k) ap[i][j]=ap[i][k]*ap[k][j];} 
void intersectie() 
{for(int i=1;i<=n;i++) 
  for (int j=1;j<=n;j++) b[i][j]= as[i][j]*ap[i][j];} 
void componente() 
{for(int i=1;i<=n;i++) 
  if (v[i]==0) 
    {nr++; v[i]=1; cout<<endl<<"Componenta "<<nr<<": "<<i<<" "; 
     for (int j=1;j<=n;j++) 
       if (b[i][j]==1 && i!=j) {cout<<j<<" "; v[j]=1;}}} 
void main() 
{citeste(); predecesor(); transforma_s(); transforma_p(); 
 intersectie(); componente();} 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         235 

 

1. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf3.txt (graf4.txt) 
lista muchiilor (arcelor) unui graf neorientat (orientat) – şi care 
verifică dacă graful este conex şi afişează un mesaj de informare. 

2. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf14.txt lista de 
adiacenţă a unui graf orientat – şi care verifică dacă graful este tare conex şi afişează 
un mesaj de informare. 

3. Comparaţi, din punct de vedere al eficienţei, cei doi algoritmi de determinare a compo-
nentelor tare conexe dintr-un graf orientat. 

4. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf2.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf orientat – şi care determină graful componentelor tare conexe şi numărul minim 
de arce care trebuie adăugate pentru ca graful să devină tare conex. Soluţiile pentru 
arcele care trebuie adăugate se vor salva în fişierul text graf_comp.txt. Indicaţie: Cele 
p componente tare conexe vor fi noduri în noul graf – şi vor fi reprezentate printr-un 
vector cu p elemente de tip înregistrare:   

struct comp {int n; 
             int v[10];}; 
comp c[10]; 

iar arcele vor fi reprezenate prin matrice de adiacenţă. O componentă conexă, c[i] 
are c[i].n noduri; un nod j al componentei i fiind c[i].v[j].  

2.7.7.7. Aplicaţii practice 

1. Din grupul de n persoane între care s-au stabilit relaţii de prietenie şi de vecinătate, 
determinaţi grupurile de prieteni, grupurile de vecini şi grupurile de vecini prieteni. 
(Indicaţie. Se determină componentele conexe pentru fiecare graf.)  

2. Folosind informaţiile din graful judeţelor determinaţi numărul minim, respectiv numărul 
maxim, de judeţe prin care trebuie să treacă un turist care tranzitează prin România, 
ştiind că vine din Ungaria şi trebuie să ajungă în Bulgaria. (Indicaţie. Se determină un 
lanţ de lungime minimă, respectiv maximă, între două judeţe limitrofe, care sunt la 
graniţa cu cele două ţări.)   

3. Din graful grotelor stabiliţi grotele care vor fi inundate de un pârâu subteran care izvorăşte  
dintr-o grotă a cărei etichetă se citeşte de la tastatură. Precizaţi tunelul (sau tunelurile) prin 
care pârâul va ajunge în exteriorul muntelui. (Indicaţie. O grotă este inundată dacă se 
găseşte la acelaşi nivel sau la un nivel mai jos decât o grotă în care există apă. Se 
transformă graful neorientat într-un graf orientat, în care arcele vor pune în evidenţă 
relaţia: grota x este în relaţie cu grota y dacă apa curge de la grota x la grota y. În acest 
graf determinaţi toate drumurile care pornesc din grota din care izvorăşte pârâul).  

4. În reţeaua de străzi a oraşului, patru străzi se închid pentru a fi reparate. Etichetele 
intersecţiilor care sunt legate de aceste străzi se citesc de la tastatură. Să se verifice 
dacă prin închiderea acestor străzi nu se izolează unele zone ale oraşului de alte zone. 
(Indicaţie. Se generează graful parţial al traficului, prin eliminarea arcelor dintre nodurile 
precizate şi se verifică dacă graful obţinut este tare conex.)     

2.7.8. Parcurgerea grafului 
Parcurgerea grafului reprezintă operaţia prin care sunt examinate în mod sistematic 
nodurile sale, pornind de la un nod dat i, astfel încât fiecare nod accesibil din nodul i pe 
muchiile (arcele) adiacente să fie atins o singură dată. Vecinii unui nod sunt reprezentaţi 
de toate nodurile adiacente lui şi accesibile din el. 

Temă 
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Vizitarea sau traversarea unui graf este operaţia prin care se parcurge graful trecându-se 
de la un nod i (nodul curent) la nodurile vecine lui, într-o anumită ordine, în vederea 
prelucrării informaţiilor asociate nodurilor. Pentru parcurgerea grafurilor, există următoa-
rele două metode:  

1. Metoda de parcurgere „în lăţime" – Breadth First (BF). Se vizitează mai întâi un nod 
iniţial i, apoi vecinii acestuia, apoi vecinii nevizitaţi ai acestora, şi aşa mai departe – 
până când se parcurg toate nodurile grafului. 

2. Metoda de parcurgere „în adâncime" – Depth First (DF). Se vizitează mai întâi un 
nod iniţial i, după care se parcurge primul dintre vecinii săi nevizitaţi, de exemplu j, după 
care se trece la primul vecin nevizitat al lul j, şi aşa mai departe – până când se parcurge 
în adâncime ramura respectivă. Când s-a ajuns la capătul ei, se revine la nodul din care  
s-a plecat ultima dată, şi se parcurge următorul său vecin nevizitat. 

Exemplu – pentru graful neorientat G26 = (X26,U26) – figura 32 – definit astfel: 
 mulţimea nodurilor este X26={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 
 mulţimea muchiilor este U26={[1,2], [1,3], [1,4], [2,5], [3,5], [3,6], 

[3,7], [4,7], [5,8], [6,8], [6,9]}. 

Graful G26 poate fi parcurs astfel, pornind din nodul 1: 
1.  În cazul metodei de parcurgere BF – „în lăţime", vor fi parcurse pe rând 

nodurile: 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 

2.  În cazul metodei de parcurgere DF –  „în adâncime", vor fi parcurse pe rând nodurile: 
1, 2, 5, 3, 6, 8, 9, 7, 4 

2.7.8.1. Parcurgerea în lăţime – Breadth First  

Pentru această metodă de parcurgere a unui graf cu n noduri, se folosesc următoarele 
structuri de date şi date elementare: 
1.  Variabilele de memorie: n pentru numărul de noduri ale grafului, k pentru nodul care 

se prelucrează, i şi j pentru parcurgerea matricei de adiacenţă şi a vectorilor. 
2.  Matricea de adiacenţă a grafului a.  
3.  Vectorul de vizitare vizitat. El conţine n elemente în care se înregistrează nodu-

rile vizitate. Elementele vectorului vizitat[i] sunt definite astfel:  

4.  Coada de aşteptare c a nodurilor parcurse. Coada de aşteptare c gestionează nodurile 
prelucrate. Pentru coada de aşteptare se foloseşte implementarea statică cu un vector c 
cu n elemente. Pentru gestionarea cozii de aşteptare se folosesc două variabile de 
memorie prim şi ultim care joacă rolul de indicatori pentru a memora adresa primului 
element din listă (capul cozii) şi, respectiv, adresa ultimului element din listă (coada cozii). 
În această coadă de aşteptare vor fi înregistrate nodurile vizitate, în ordinea în care au fost 
vizitate. Iniţial, coada de aşteptare conţine un singur element care corespunde nodului cu 
care începe parcurgerea grafului, iar valoarea indicatorilor prim şi ultim este 1. Pe 
măsură ce se parcurge graful, se completează următoarele elemente ale vectorului c. 
Atunci când se prelucrează un nod k de la capul cozii de aşteptare, prin coada cozii de 
aşteptare se introduc toate nodurile i vecine cu nodul k care nu au fost vizitate încă. 

Algoritmul pentru parcurgerea grafului este următorul: 
PAS1. Se citesc din fişier, valoarea pentru variabila n şi matricea de adiacenţă a grafului. 






încăvizitat fost  a nu i nodul dacă 0,

vizitatfost  a i nodul dacă 1,
]i[vizitat

Fig. 32 
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PAS2. Se iniţializează cu 0 elementele vectorului de vizitare vizitat, deoarece iniţial 
nici unul dintre noduri nu a fost vizitat. 

PAS3. Se introduce de la tastatură valoarea variabilei de memorie k, corespunzătoare 
primului nod cu care începe parcurgerea grafului. 

PAS4. Se iniţializează coada de aşteptare c (indicatorii şi conţinutul primului element intro-
dus în coada de aşteptare), astfel: prim1, ultim1 şi c[prim]k, deoarece, 
în coada de aşteptare c este înregistrat doar nodul k cu care începe parcurgerea.  

PAS5. Se actualizează vectorul vizitat – atribuind elementului k al vectorului 
valoarea 1, deoarece a fost vizitat  (vizitat[k]1). 

PAS6. Cât timp coada nu este vidă (prim<=ultim) execută  
PAS7. Se extrage următorul element din coada de aşteptare, corespunzător 

nodului căruia i se vor vizita vecinii (kc[prim];). 
PAS8. Pentru  toate nodurile i vecine ale vârfului k, nevizitate încă, execută 

PAS9. Se incrementează valoarea indicatorului ultim, pentru a înregis-
tra următorul nod care va trebui vizitat prin adăugare la coada 
cozii de aşteptare (ultimultim+1;). 

PAS10. Se adaugă la sfârşitul cozii de aşteptare c, nodul i vecin nodului 
k care nu a fost încă vizitat (c[ultim] i;). 

PAS11. Prin adăugarea nodului j la coada de aşteptare c se consideră că 
acest nod a fost vizitat – şi se actualizează elementul din vectorul 
de vizitare care corespunde acestui nod (vizitat[i]1;). Se 
revine la Pasul 6. 

PAS12. Se pregăteşte indicatorul prim pentru a se extrage următorul nod din 
coada de aşteptare, ai cărui vecini vor fi vizitaţi (primprim+1;). Se 
revine la Pasul 7. 

PAS13. Se afişează lista nodurilor vizitate, în ordinea în care au fost vizitate, prin extrage-
rea lor din vectorul c, pornind de la elementul 1 şi până la elementul n.  

Pentru graful G26, pornind din nodul 1, nodurile în coada de aşteptare sunt adăugate astfel: 

vizitat 1 0 0 0 0 0 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1          
Iniţializarea cozii de aşteptare cu primul nod: prim=1; ultim=1. 

vizitat 1 1 1 1 0 0 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4       

Prelucrarea nodului: prim=1    ultim=4. 

vizitat 1 1 1 1 1 0 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5      

Prelucrarea nodului: prim=2   ultim=5. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7    

Prelucrarea nodului: prim=3    ultim=7. 
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vizitat 1 1 1 1 1 1 1 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7    

Prelucrarea nodului: prim=4    ultim=7. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7 8   

Prelucrarea nodului: prim=5   ultim=8. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Prelucrarea nodului: prim=6  ultim=9. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Prelucrarea nodului: prim=7  ultim=9. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Prelucrarea nodului: prim=8  ultim=9. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Prelucrarea nodului: prim=9  ultim=9. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9  

Prelucrarea nodului: prim=10  ultim=9. Terminare:  prim>ultim 

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală citeste creează matricea de adiacenţă, prin preluarea infor-

maţiilor din fişierul f (dimensiunea matricei de adiacenţă şi matricea); 
 funcţia procedurală  init iniţializează coada de aşteptare cu primul nod vizitat; 
 funcţia operand este_vida testează coada de aşteptare dacă este vidă; 
 funcţia procedurală adauga adaugă un nod la coada de aştepare;  
 funcţia procedurală elimina elimină nodul prelucrat din coada de aşteptare;  
 funcţia procedurală prelucrare prelucrează primul nod din coadă: adaugă la coada de 

aşteptare toţi vecinii nevizitaţi ai acestui nod şi apoi îl elimină din coada de aşteptare;  
 funcţia procedurală afisare afişează nodurile grafului în ordinea prelucrării. 

Pentru testarea programului, se foloseşte graful neorientat G26, a cărui matrice de adia-
cenţă se citeşte din fişierul text graf21.txt.  
int n,a[10][10],vizitat[20],c[20],prim,ultim,k; 
fstream f("graf21.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init(int k) {prim=ultim=1; c[ultim]=k; vizitat[k]=1;} 
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int este_vida() {return ultim<prim;} 
void adauga(int i) {ultim++; c[ultim]=i; vizitat[i]=1;} 
void elimina() {prim++;} 
void prelucrare() 
{int i; k=c[prim]; 
 for (i=1;i<=n;i++) if (a[k][i]==1 && vizitat[i]==0) adauga(i); 
 elimina();} 
void  afisare() 
{for (int i=1;i<=n;i++) cout<<c[i]<<" ";} 
void main() 
{citeste(); cout<<"nod de pornire: "; cin>>k; init(k); 
 while (!este vida()) prelucrare(); 
 cout<<"Nodurile vizitate prin metoda BF sunt: "<<endl;  afisare();} 

Prin parcurgerea în lăţime a unui graf, determinaţi lanţurile, res-
pectiv drumurile de lungime minimă. 

 
Complexitatea algoritmului de parcurgere în lăţime     

Algoritmul constă în eliminarea unui nod din coada de aşteptare şi adăugarea vecinilor 
(succesorilor) săi în coada de aşteptare. Fiecare nod va fi adăugat în coada de aşteptare 
o dată şi, prin urmare, va fi eliminat din coada de aştepare o singură dată. Complexitatea 
operaţiilor de eliminare a celor n noduri din coada de aşteptare este O(n). Pentru a 
adăuga noduri la coada de aşteptare, sunt examinaţi vecinii (succesorii) nodului curent. 
Vecinii (succesorii) unui nod sunt examinaţi o singură dată, atunci când nodul este 
eliminat din coada de aşteptare. Numărul total de vecini examinaţi este egal cu m – 
numărul de muchii (arce) ale grafului. Complexitatea operaţiilor de adăugare de noduri 
este O(m). Complexitatea algoritmului este liniară O(m+n).    

Determinarea drumurilor de lungime minimă, între oricare două noduri din 
graf, cu ajutorul algoritmului de parcurgere în lăţime 

Algoritmul. Pentru a găsi drumurile de lungime minimă care pornesc din fiecare nod,  se 
va parcurge graful în lăţime de n ori (parcurgerea se va face pornind din fiecare dintre cele 
n noduri ale grafului). Pentru a putea reconstitui drumul, se foloseşte un vector (p) – pentru 
a memora predecesorul unui nod în parcurgerea în lăţime: 

Implementarea algoritmului. Se citeşte, din fişierul graf21.txt, matricea de adiacenţă a a 
grafului neorientat G26. Se afişează drumurile de lungime minimă dintre noduri. Se folo-
seşte variabila globală x, pentru nodul din care pormeşte drumul, şi implicit, parcurgerea în 
lăţime a grafului. Funcţia zero() se foloseşte pentru a iniţiaiza cu valoarea 0 vectorii 
vizitat şi p înainte de a începe o nouă parcurgere a grafului, pornind din nodul x. 
Funcţia adaug() a fost modificată prin adăugarea instrucţiunii de actualizare a vectorului p 
la adăugarea unui nod în coada de aşteptare (în elementul corespunzător nodului vizitat i 
se memorează predecesorul său în parcurgerea în lăţime – nodul k). Funcţia afiseaza() 
se foloseşte pentru a afişa drumurile de lungime minimă de la nodul x până la fiecare dintre 
celelalte noduri ale grafului. În această funcţie se folosesc următoarele variabile locale: i – 
pentru a parcurge coada de aşteptare şi vectorul d; j – pentru a parcurge nodurile grafului 
(aceste noduri sunt nodurile destinaţie ale drumurilor care pornesc din nodul x); d – un 
vector în care se memorează nodurile drumului (nodurile sunt înregistrate în ordine inversă: 

Atenţie 
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de la predecesorul nodului j până la nodul x); y – pentru predecesorul unui nod şi este – 
o variabilă de tip logic, pentru a verifica dacă există drum de la nodul x la nodul j.  

Vectorul p 
nod 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
p 0 1 1 1 2 3 4 6 6 

 
#include <fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[10][10],vizitat[10],c[10],p[10],n,prim,ultim,k,x; 
fstream f("graf21.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void zero(){for (int i=1;i<=n;i++) {vizitat[i]=0; p[i]=0;}} 
void init(int k) {prim=ultim=1; c[ultim]=k; vizitat[k]=1; p[k]=0;} 
int este vida() {return ultim<prim;} 
void adaug(int i, int k) {ultim++; c[ultim]=i; vizitat[i]=1; p[i]=k;} 
void prelucrare() 
{int i; k=c[prim]; 
 for (i=1;i<=n;i++) if (a[k][i]==1 && vizitat[i]==0) adaug(i,k); 
 prim++;} 
void afisare() 
{int i,j,este,y,d[10]; 
 cout<<"Drumul minim care porneste din nodul "<<x<<": "<<endl; 
 for (j=1;j<=n;j++) 
  if (j!=x) 
    {cout<<"pana la nodul "<<j<<": "; 
     for (i=1,este=0;i<=ultim && !este;i++) if (c[i]==j) este=1; 
     if (este==1) {y=p[j]; i=0; 
                   while (y) {i++; d[i]=y; y=p[y];} 
                   for (;i>=1;i--) cout<<d[i]<<" "<<j<<" ";} 
        else cout<<"nu exista drum"; 
     cout<<endl;} 
 cout<<endl;} 
void main() 
{citeste(); 
 cout<<"Drumurile de lungime minima intre doua noduri sunt: "<<endl; 
 for (x=1;x<=n;x++) {zero(); init(x); 
                     while (!este_vida()) prelucrare(); 
                     afisare();}} 

2.7.8.2. Parcurgerea în adâncime – Depth First  

Pentru această metodă de parcurgere a unui graf cu n noduri se folosesc următoarele 
structuri de date şi date elementare: 
1. Variabilele de memorie. n pentru numărul de noduri ale grafului, k pentru nodul 

care se prelucrează, i şi j pentru parcurgerea matricei de adiacenţă şi a vectorilor. 
2. Matricea de adiacenţă a grafului a.  
3. Vectorul de vizitare vizitat. El conţine n elemente în care se înregistrează 

nodurile vizitate. Elementele vectorului vizitat[i] sunt definite ca şi în metoda 
precedentă de parcurgere. 

4. Stiva st a nodurilor parcurse. Stiva st gestionează nodurile vecine parcurse în 
adâncime. Pentru gestionarea stivei se foloseşte variabila de memorie vf pentru a 
identifica ultimul nod intrat în stivă. Pentru stivă se foloseşte implementarea statică cu 
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un vector st cu n elemente. În stivă vor fi înregistrate, în ordine, nodurile vizitate în 
adâncime, pe o direcţie. Iniţial, stiva conţine un singur element care corespunde 
nodului cu care începe parcurgerea grafului, iar valoarea variabilei vf este 1. Pe 
măsură ce se parcurge graful, se completează următoarele elemente ale vectorului 
st. Atunci când se prelucrează un nod k, pe la vârful stivei se introduc în stivă toate 
nodurile i vecine cu nodul k care nu au fost vizitate încă.  

Algoritmul pentru parcurgerea grafului este următorul: 
PAS1. Se citesc din fişier valoarea pentru n şi matricea de adiacenţă a grafului. 
PAS2. Se iniţializează cu 0 elementele vectorului de vizitare vizitat, deoarece nici 

unul dintre noduri nu a fost vizitat. 
PAS3. Se introduce de la tastatură valoarea variabilei de memorie k, corespunzătoare 

primului nod cu care începe parcurgerea grafului, şi se afişează eticheta lui. 
PAS4. Se iniţializează stiva st (vârful şi conţinutul vârfului stivei), astfel: vf1; 

st[vf]k; deoarece iniţial în stiva st este înregistrat doar nodul k cu care 
începe parcurgerea.  

PAS5. Se actualizează vectorul vizitat atribuind elementului k al vectorului valoarea 
1, deoarece a fost vizitat  (vizitat[k]1). 

PAS6. Cât timp stiva nu este vidă (vf<>0)  execută 
PAS7. Se extrage din vârful stivei, elementul corespunzător nodului căruia i se 

vor vizita vecinii (kst[vf];). 
PAS8. Se iniţíalizează nodul i cu care începe căutarea (i1;). 
PAS9. Cât timp nu s-a găsit un nod i  vecin nodului k, nevizitat încă (i<=n şi 

(a[i][k]=0 sau (a[i][k]=1 şi vizitat[i]=1)))  execută 
PAS10.  Se trece la următorul nod, în vederea verificării (ii+1;), şi se 

revine la Pasul 9. 
PAS11. Dacă nu s-a mai găsit un nod i vecin nodului k nevizitat încă, atunci se 

elimină nodul k din stivă, prin coborârea vârfului stivei (vfvf-1), altfel se 
afişează nodul găsit i, se adaugă în vârful stivei (vfvf+1; st[vf]i;) 
şi se actualizează elementul din vectorul de vizitare care corespunde acestui 
nod, deoarece prin adăugarea nodului i la stiva st se consideră că acest 
nod a fost vizitat (vizitat[i]1;) şi se revine la Pasul 6. 

Pentru graful G26, pornind din nodul 1, nodurile în stivă sunt adăugate astfel: 
vizitat 1 0 0 0 0 0 0 0 0  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1          

Iniţializarea stivei cu primul nod: vf=1. 

vizitat 1 1 0 0 0 0 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2         

Prelucrarea nodului: vf=1    vf=2. 

vizitat 1 1 0 0 1 0 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5        

Prelucrarea nodului: vf=2   vf=3. 

vizitat 1 1 1 0 1 0 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3       

Prelucrarea nodului: vf=3    vf=4. ED
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vizitat 1 1 1 0 1 1 0 0 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 6      

Prelucrarea nodului: vf=4    vf=5. 

vizitat 1 1 1 0 1 1 0 1 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 6 8     

Prelucrarea nodului: vf=5   vf=6. 

vizitat 1 1 1 0 1 1 0 1 0  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 6 8     

Prelucrarea nodului: vf=6  vf=5. 

vizitat 1 1 1 0 1 1 0 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 6 9     

Prelucrarea nodului: vf=5  vf=6. 

vizitat 1 1 1 0 1 1 0 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 6 9     

Prelucrarea nodului: vf=6  vf=5. 

vizitat 1 1 1 0 1 1 0 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 6      

Prelucrarea nodului: vf=5  vf=4. 

vizitat 1 1 1 0 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 7      

Prelucrarea nodului: vf=4  vf=5. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 7 4     

Prelucrarea nodului: vf=5  vf=6. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 7 4     

Prelucrarea nodului: vf=6  vf=5. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3 7      

Prelucrarea nodului: vf=5  vf=4. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5 3       

Prelucrarea nodului: vf=4  vf=3. 
vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2 5        

Prelucrarea nodului: vf=3  vf=2. ED
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vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1 2         

Prelucrarea nodului: vf=2  vf=1. 

vizitat 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
st 1          

Prelucrarea nodului: vf=1  vf=0. Terminare:  vf=0 

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală citeste creează matricea de adiacenţă prin preluarea informa-

ţiilor din fişierul text f ; 
 funcţia procedurală  init iniţializează stiva cu primul nod vizitat;  
 funcţia operand este_vida testează stiva dacă este vidă;  
 funcţia procedurală adauga adaugă un nod la stivă;  
 funcţia procedurală elimina elimină nodul din vârful stivei;  
 funcţia procedurală prelucrare prelucrează nodul din vârful stivei: caută primul 

vecin nevizitat şi dacă găseşte un astfel de nod, îl afişează şi îl adaugă în stivă; 
altfel, nodul din vârful stivei este eliminat (nu mai are vecini nevizitaţi); 

Pentru testarea programului se foloseşte graful neorientat G26 a cărui matrice de adia-
cenţă se citeşte din fişierul text graf21.txt.  

Observaţie. Pentru grafurile orientate, în funcţia prelucrare()  condiţia structurii repetitive 
while este: i<=n && ((a[k][i]==0 || a[i][k]==0) || ((a[k][i]==1 || 
a[i][k]==1) && vizitat[i]==1))   

int n,a[10][10],vizitat[20],st[20],vf,k; 
fstream f("graf21.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
void init (int k) {vf=1; st[vf]=k; vizitat[k]=1;} 
int este vida() {return vf==0;} 
void adauga(int i) {vf++; st[vf]=i; vizitat[i]=1;} 
void elimina() {vf--;} 
void prelucrare() 
{int i=1; k=st[vf]; 
 while (i<=n && (a[k][i]==0 || (a[k][i]==1 && vizitat[i]==1))) i++; 
 if (i==n+1) elimina(); else {cout<<i<<" "; adauga(i);}} 
void main() 
{citeste(); cout<<"nodul de pornire: "; cin>>k; 
 cout<<"Nodurile vizitate prin metoda DF sunt: "<<endl;  
 cout<<k<<" "; init(k); 
 while (!este vida()) prelucrare();} 

Prin parcurgerea în adâncime a unui graf determinaţi nodurile 
care aparţin aceleiaşi componente conexe, respectiv subrafului  
de succesori ai unui nod. 

Complexitatea algoritmului de parcurgere în adâncime     

Algoritmul constă în extragerea unui nod din stivă şi adăugarea vecinilor (succesorilor) săi 
în stivă, iar dacă nu mai are vecini, nodul este eliminat din stivă. Fiecare nod va fi adăugat 
în stivă o dată şi, prin urmare, va fi eliminat din stivă o singură dată. Complexitatea 
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operaţiilor de eliminare a celor n noduri din stivă este O(n). Pentru a adăuga noduri în stivă 
sunt examinaţi vecinii (succesorii) nodului din vârful stivei. Vecinii (succesorii) unui nod sunt 
examinaţi o singură dată, atunci când nodul este extras din stivă. Numărul total de vecini 
examinaţi este egal cu m – numărul de muchii (arce) ale grafului. Complexitatea operaţiilor 
de adăugare de noduri este O(m). Complexitatea algoritmului este liniară O(m+n).    

Determinarea conexităţii grafurilor cu ajutorul algoritmului de parcurgere în 
adâncime 

1. Afişarea componentelor conexe dintr-un graf. 

Algoritmul. Identificarea mulţimii de noduri care formează o componentă conexă se face 
parcurgând în adâncime graful pornind de la un nod iniţial. Nodul cu care începe parcurgerea 
în adâncime pentru o componentă conexă se caută printre nodurile nevizitate încă. Graful se 
va parcurge în adâncime până când vor fi vizitate toate nodurile. Dacă graful este conex, se 
va afişa o singură componentă conexă – care va fi formată din toate nodurile grafului.  

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf21.txt matricea de adiacenţă a a 
grafului neorientat G26 şi se afişează toate componentele conexe ale grafului. Pe lângă 
variabilele şi structurile de date folosite de algoritmul de parcurgere în adâncime se mai 
foloseşte variabila globală m, pentru a număra componentele conexe. Pentru a găsi nodul cu 
care se iniţializează parcurgerea se foloseşte funcţia cauta() care caută primul nod 
nevizitat, în ordinea etichetelor nodurilor.  

int n,a[10][10],vizitat[20],st[20],vf,k,m; 
fstream f("graf21.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
int cauta() 
{for (int i=1; i<=n; i++) if (vizitat[i]==0) return i; 
 return 0;} 
void init(int k) {vf=1; st[vf]=k; vizitat[k]=1;} 
int este vida() {return vf==0;} 
void adaug(int i) {vf++; st[vf]=i; vizitat[i]=1;} 
void elimin() {vf--;} 
void prelucrare() 
{int i=1; k=st[vf]; 
 while (i<=n && (a[k][i]==0 || (a[i][k]==1 && vizitat[i]==1))) i++; 
 if (i==n+1) elimin(); else {cout<<i<<" "; adaug(i);}} 
void main() 
{citeste(); k=cauta(); 
 while (k) 
  {m++; init(k); cout<<endl<<"Componenta conexa "<<m<<": "<<k<<" "; 
   while (!este vida()) prelucrare(); 
   k=cauta();}} 
2. Afişarea componentelor tare conexe dintr-un graf orientat. 

Algoritmul. Nodul cu care începe parcurgerea în adâncime pentru o componentă tare 
conexă se caută printre nodurile nevizitate încă. Pentru acest nod se determină mulţimea 
nodurilor care formează subgraful succesorilor şi mulţimea nodurilor care formează 
subgraful predecesorilor. Prin intersecţia celor două subgrafuri (mulţimi de noduri) se obţine 
componenta tare conexă. Identificarea celor două mulţimi de noduri se face parcurgând în 
adâncime graful pentru fiecare mulţime, pornind de la un nod iniţial. Un nod se consideră 
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vizitat numai dacă a fost adăugat la o componentă tare conexă. Prelucrarea componen-
telor tare conexe prin parcurgerea în adâncime a grafului se va face până când vor fi 
vizitate toate nodurile. Dacă graful este tare conex, se va afişa o singură componentă 
tare conexă care va fi formată din toate nodurile grafului. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf20.txt matricea de adiacenţă a a 
grafului orientat G22 şi se afişează toate componentele tare conexe ale grafului. Vectorii 
pred şi succ se folosesc pentru a determina subgraful predecesorilor, respectiv 
subgraful succesorilor nodului care se prelucrează. Vectorii au n elemente. Fiecare 
element i are valoarea 1 dacă nodul i aparţine subgrafului predecesorilor, respectiv 
subgrafului succesorilor; altfel, are valoarea 0. Funcţia zero() se foloseşte pentru a 
iniţializa cu valoarea 0 vectorii pred şi succ înainte de prelucrarea unei componente tare 
conexe. Pentru a găsi nodul cu care se iniţializează o componentă tare conexă, se 
foloseşte funcţia cauta() care caută primul nod nevizitat, în ordinea etichetelor nodu-
rilor. Funcţiile prelucrare1() şi prelucrare2()se folosesc pentru a parcurge graful 
în adâncime în vederea determinării subgrafului predecesorilor, respectiv subgrafului 
succesorilor nodului care se prelucrează. Funcţia comp() se foloseşte pentru a deter-
mina nodurile unei componente tare conexe prin intersecţia vectorilor pred şi succ.  

int n,a[10][10],vizitat[20],st[20],vf, m; 
fstream f("graf20.txt",ios::in); 
void citeste(){//se citeşte matricea de adiacenţă din fişier} 
int cauta() {//este identică cu cea de la exemplul anterior} 
void zero(int x[]) {for(int i=1;i<=n;i++) x[i]=0;} 
void init(int k) {vf=1; st[vf]=k;} 
int este vida() {return vf==0;} 
void adaug(int i,int x[]) {vf++; st[vf]=i; x[i]=1;} 
void elimin() {vf--;} 
void prelucrare1(int x[]) 
{int i=1,k=st[vf];  x[k]=1; 
 while (i<=n && (a[i][k]==0 || (a[i][k]==1 && x[i]==1))) i++; 
 if (i==n+1) elimin(); else adaug(i,x);} 
void prelucrare2(int x[]) 
{int i=1,k=st[vf]; x[k]=1; 
 while (i<=n && (a[k][i]==0 || (a[k][i]==1 && x[i]==1))) i++; 
 if (i==n+1) elimin(); else adaug(i,x);} 
void comp(int x[], int y[]) 
{for(int i=1;i<=n;i++) 
   if(x[i]==1 && y[i]==1) {cout<<i<<" "; vizitat[i]=1;}} 
void main() 
{int k,pred[10],succ[10]; 
 citeste(); k=cauta(); m++; cout<<"componentele tare conexe: "<<endl; 
 while (k) 
  {cout<<endl<<m<<": "; init(k); zero(pred); 
   while (!este vida()) prelucrare1(pred); 
   init(k); zero(succ); 
   while (!este vida()) prelucrare2(succ); 
   comp(pred,succ); k=cauta(); m++;}} 
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1. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf4.txt lista arcelor 
unui graf orientat şi care, folosind algoritmul corespunzător de par-
curgere a unui graf orientat, realizează:  

a. Afişează lanţurile de lungime minimă dintre noduri.  
b. Verifică dacă două noduri x şi y aparţin aceleiaşi componente conexe (şi varianta, apar-

ţin aceleiaşi componente tare conexe). Etichetele nodurilor se citesc de la tastatură. 
c. Verifică dacă graful este tare conex şi afişează un mesaj de informare. 

2. În nodurile unui graf se păstrează numere naturale. Graful pune în evidenţă divizorii unui 
număr, astfel: numărul x memorat în nodul i este în relaţie cu numărul y memorat în nodul 
j, dacă numărul y este divizor al numărului x. Să se verifice dacă în graf se găsesc toţi 
divizorii unui număr p citit de la tastatură. (Indicaţie. Se parcurge mai întâi graful, pornind 
de la nodul cu eticheta 1 – pentru a găsi numărul – şi, în cazul în care se găseşte,  se reia 
parcurgerea grafului pornind cu nodul în care s-a găsit numărul – şi se verifică dacă au 
fost găsiţi toţi divizorii. Pentru testarea programului se va crea un graf al divizorilor care 
conţine următoarele numere: {2,3,4,5,6,9,12,15,18,20,38} şi se vor căuta divizorii 
numărului 36 şi apoi ai numărului 20. 

2.7.8.3. Aplicaţii practice 

1. Din grupul de n persoane între care s-au stabilit relaţii de prietenie, afişaţi cel mai 
mare grup de prieteni. (Indicaţie. Se determină componenta conexă care conţine cele 
mai multe noduri). 

2. Din grupul de n persoane între care s-au stabilit relaţii de cunoştinţă, afişaţi grupul 
format din cele mai multe persoane care se cunosc reciproc. (Indicaţie. Se determină 
componenta tare conexă care conţine cele mai multe noduri.) 

3. Din grafurile care pun în evidenţă relaţiile de vecinătate şi de prietenie ale sătenilor care 
au fâneţe, obţineţi următoarele informaţii: 
a. Care sunt sătenii cei mai îndepărtaţi de drumul sătesc. (Indicaţie. Găsiţi cel mai lung 

lanţ din lanţurile de lungime minimă din graful fâneţelor.) 
b. Care sunt sătenii izolaţi. (Indicaţie. Sătenii care nu se găsesc în graful de vecinăta-

te într-o componentă conexă în care se află şi un sătean cu ieşire la drumul sătesc.) 
4. Din grafurile care pun în evidenţă şosele din zona turistică, stabiliţi câte localităţi rămân 

izolate dacă se distruge un pod pe care trece şoseaua care leagă două localităţi ale 
căror etichete se citesc de la tastatură. 

5. În reţeaua de străzi a oraşului, stabiliţi cel mai scurt drum între două intersecţii ale căror 
etichete se citesc de la tastatură.     

2.7.9. Graful ponderat 
2.7.9.1. Definiţia grafului ponderat  

Considerăm un graf G=(X,U) şi o funcţie f:UR+ care asociază fiecărei muchii (arc) u un 
număr real pozitiv (care poate avea semnificaţia de cost, distanţă, timp, durată), numită în 
general costul muchiei. Funcţía f se numeşte funcţia cost.  

Un graf G = (X,U) pentru care s-a definit o funcţie cost se numeşte graf ponderat. 

Observaţii: 
1. Graful ponderat se mai numeşte şi graf cu costuri.  
2. Grafurile ponderate se folosesc în aplicaţii în care trebuie determinată valoarea 

minimă sau valoarea maximă a unei mărimi asociate grafului, adică a funcţiei cost. 

Temă 
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3. Se defineşte costul unui drum de la nodul x la nodul y ca fiind suma costurilor 
muchiilor (arcelor) care formează acel drum.  

4. Metoda cea mai adecvată pentru reprezentarea unui graf ponderat 
este matricea costurilor. 

Exemplu – Graful G27 din figura 32. 

Scop: exemplificarea unei aplicaţii în care pentru reprezentarea datelor se foloseşte un 
graf ponderat. 

Exemplul 1. O firmă deţine depozite de marfă în mai multe localităţi. O reţea de şosele 
leagă direct unele dintre aceste localităţi. Distanţa dintre două locaităţi este măsurată în 
kilometri. Să se determine traseul pe care trebuie să-l parcurgă o maşină pentru a 
transporta marfă de la depozitul din oraşul A la depozitul din oraşul B astfel încât distanţa 
parcursă în kilometri să fie minimă.      
Localităţile fomează nodurile unui graf neorientat în care fiecare muchie reprezintă o legătură 
directă pe şosea între două localităţi. Fiecare muchie are asociată o mărime – distanţa. 
Această mărime este costul muchiei, iar graful este un graf ponderat. Cerinţa problemei este 
de a determina un drum cu lungime minimă (cu costul minim) între două noduri ale grafului.  

Exemplul 2. O persoană trebuie să se deplaseze cu autoturismul cât mai repede între două 
intersecţii din oraş. Traficul între două intersecţii nu este întotdeauna în ambele sensuri. Cu-
noscând timpul mediu de deplasare între două intersecţii, să se determine care este traseul 
pe care trebuie să-l aleagă pentru a ajunge de la intersecţia A la intersecţia B cât mai repede.      
Intersecţiile fomează nodurile unui graf orientat în care fiecare arc reprezintă sensul de 
circulaţie pe o stradă care leagă direct două intersecţii. Fiecare arc are asociată o mărime – 
timpul mediu de parcurgere. Această mărime este costul muchiei, iar graful este un graf 
ponderat. Cerinţa problemei este de a determina un drum cu timpul de parcurgere minim 
(cu costul minim) între două noduri ale grafului.  

Observaţíe. Orice problemă la care soluţia este de a găsi drumul cu costul minim (sau 
maxim) dintre două puncte se rezolvă reprezentând datele printr-un graf ponderat 
şi folosind un algoritm de determinare a drumului cu costul minim (respectiv 
maxim) dintre două noduri ale grafului. 

2.7.9.2. Matricea costurilor  

Matricea costurilor unui graf este o matrice pătratică de dimensiune n (An,n), 
ale cărei elemente ai,j sunt definite astfel încât să pună în evidenţă  

costul asociat fiecărei muchii (arc).  

În funcţie de cerinţa aplicaţiei, există două forme de reprezentare a matricei costurilor: 
 matricea costurilor minime – pentru a determina valoarea minimă a funcţiei cost; 
 matricea costurilor maxime – pentru a determina valoarea maximă a funcţiei cost. 

a)  Matricea costurilor minime. Elementele ai,j  ale matricei sunt definite astfel: 

 

Fig. 32 
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 1 2 3 4 5 
1 0 4 3   
2  0  7 8 

3   0   
4   4 0  
5 2   2 0 

Fiecărei muchii (arc) care nu există în graf i se asociază o valoare foarte mare, deoarece, 
căutându-se costul minim, această muchie (arc) nu va mai 
fi selectată. Deoarece pentru implementarea matricei nu 
se poate folosi simbolul , în locul lui se va folosi cea mai 
mare valoare ce se poate reprezenta în calculator pentru 
tipul de dată asociat costului. 

Exemplu. Pentru graful ponderat G27 din figura 32 matri-
cea costurilor minime este prezentată alăturat.  

b)  Matricea costurilor maxime. Elementele ai,j  ale matricei sunt definite astfel: 

Fiecărei muchii (arc) care nu există în graf i se asociază o valoare foarte mică, deoarece, 
căutându-se costul maxim, această muchie (arc) nu va mai fi selectată.  Deoarece pentru 
implementarea matricei nu se poate folosi simbolul -, în locul lui se va folosi cea mai 
mică valoare ce se poate reprezenta în calculator pentru tipul de dată asociat costului. 

Scrieţi matricea costurilor maxime pentru graful din figura 32. 

Algoritmul pentru crearea matricei costurilor 
Pentru a crea matricea costurilor trebuie să se citească pentru fiecare muchie (arc) 
nodurile de la extremităţi şi costul asociat fiecărei muchii (arc). Aceste informaţii se pot citi 
de la tastatură sau dintr-un fişier. Algoritmul pentru crearea matricei costurilor este: 

PAS1. Se iniţializează matricea astfel: toate  elementele de pe diagonala principală cu 
valoarea 0, iar restul elementelor cu valoarea corespunzătoare pentru   (-).  

PAS2. Se actualizează matricea cu informaţiile despre costurile asociate muchiilor (ar-
celor) astfel: pentru fiecare muchie (arc) [i,j] cu costul c, elementului a[i][j] i se va 
atribui valoarea costului c. 

Implementarea algoritmului pentru matricea costurilor minime a unui graf orientat. Pentru 
iniţializarea matricei costurilor se foloseşte funcţia init(), iar pentru actualizarea ei funcţia 
citire(). Elementele matricei fiind de tip int nu se poate folosi pentru simbolul  
constanta de sistem MAXINT, deoarece în algoritmii de determinare a drumului cu costul 
minim prin adunările repetate ale elementelor matricei (care pot avea şi valoarea MAXINT) 
se depăşeşte capacitatea de reprezentare a tipului int. Există două soluţii: 
a. pentru elementele matricei se alege tipul long, chiar dacă acest tip de dată nu este 

justificat de valorile foarte mici ale costurilor (şi se obţine o utilizare ineficientă a 
memoriei interne); 

b. se defineşte o constantă cu o valoare foarte mare în comparaţie cu celelalte costuri.  

În implementarea agoritmului s-a ales varianta unei constante definite – MAX. Datele se 
citesc din fişierul text cost.txt în care pe prima linie există un număr care reprezintă 
numărul de noduri ale grafului, iar pe următoarele rânduri câte trei valori numerice 
separate prin spaţiu, care reprezintă nodurile de la extremitatea unui arc – i şi j – şi 

costul asociat arcului – c. Pentru testarea programului se foloseşte graful G27.       













jiji

ji

jiji0c
ai, j

 cu , şi  nodurile  întrearc) (un muchie o există nu dacă  ,

  dacă 0,

 cu , şi  nodurile  între costul cu arc) (un muchie o există dacă  c,
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#include <fstream.h> 
int a[100][100],n; 
int const MAX=5000; 
fstream f("cost.txt",ios::in);    
void init() //se initializeaza matricea costurilor 
{int i,j; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for(j=1;j<=n;j++) if (i==j) a[i][j]=0; 
                         else a[i][j]=MAX;} 
void citire() //se actualizeaza matricea costurilor cu datele din fişier 
{int i,j,c; 
 while (f>>i>>j>>c) a[i][j]=c; f.close();} 
void main() {... } 

Scrieţi un program care creează matricea costurilor maxime pentru graf 
neorientat. Pentru testare consideraţi în graful din figura 32 că arcele 
sunt muchii. 

2.7.9.3. Algoritmi pentru determinarea costului minim (maxim)  

Pentru determinarea drumului cu costul minim (maxim) între două noduri ale unui graf se 
poate folosi: 

 algoritmul Roy-Floyd; 
 algoritmul Dijkstra. 

Ambii algoritmi folosesc principiul enunţat prin teorema lui Bellman: dru-
mul optim (cu costul minim, respectiv maxim) între două noduri oarecare 
i şi j conţine numai drumuri parţiale optime (cu costuri minime, 
respectiv maxime) care trec prin alte noduri ale grafului. Altfel spus, dacă 
drumul optim dintre două noduri oarecare i şi j trece printr-un nod k, 
atunci şi drumurile de la i la k şi de la k la j sunt optime. Cei doi algoritmi 
diferă prin modul în care se identifică nodurile intermediare k. 

a) Algoritmul Roy-Floyd 
Algoritmul foloseşte un principiu asemănător cu cel care a fost utilizat pentru determina-
rea matricei drumurilor: găsirea drumului optim între două noduri oarecare i şi j prin 
descoperirea drumurilor optime care îl compun şi care trec prin nodurile k se face prin 
transformarea matricei costurilor. Matricea trece prin n transformări, în urma cărora 
fiecare element a[i][j] va memora costul drumului minim dintre nodurile i şi j.  

PAS1. Pentru etichete ale nodului k de la 1 la n (adică pentru orice nod al grafului) 
execută: 

PAS2. Pentru orice pereche de noduri din graf i şi j (cu 1in şi 1jn) execută: 
PAS3. Dacă suma dintre costul drumului de la i la k şi costul drumului de la k 

la j (a[i][k]+a[k][j]) este mai mică decât costul drumului de la i 
la j (a[i][j]), atunci în matricea costurilor costul drumului direct de 
la i la j este înlocuit cu costul drumului care trece prin nodul k 
(a[i][j]= a[i][k]+a[k][j]).   

Pentru graful din figura 32 matricea costurilor suferă următoarele cinci transformări. La 
fiecare transformare, dacă drumul de la nodul i la nodul j are costul mai mare decât 
costul drumurilor care trec prin nodul intermediar k (de la nodul i la nodul k şi de la nodul 
k la nodul j), atunci elementului a[i][j] i se va atribui valoarea a[i][k]+a[k][j]. 

Temă 

Fig. 33 

Drumul optim
c2+c3 c1 
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Interpretarea datelor din matricea obţinută în urma transformărilor se face astfel: drumul 
de la nodul i la nodul j are costul minim a[i][j]. De exemplu, drumul cu costul minim 
de la nodul 2 la nodul la nodul 4 are costul minim 7. Matricea nu furnizează informaţii 
despre etichetele drumului cu costul minim. 

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală  init iniţializează matricea costurilor;  
 funcţia procedurală  citire actualizează matricea costurilor cu datele din fişier; 
 funcţia procedurală transformare transformă matricea costurilor;  
 funcţia procedurală afişare afişează lungimea drumurilor minime între toate nodurile 

grafului.  

#include <fstream.h> 
int a[100][100],n; 
int const MAX=5000; 
fstream f("cost.txt",ios::in);    
void init() {//se initializeaza matricea costurilor} 
void citire() {//se actualizeaza matricea costurilor cu datele din fişier} 
void transformare() //se transformă matricea costurilor 
{for(int k=1;k<=n;k++) 
  for(int i=1;i<=n;i++) 
    for(int j=1;j<=n;j++) 
       if(a[i][k]+a[k][j]<a[i][j]) a[i][j]=a[i][k]+a[k][j];} 
void afisare() 
{cout<<"costul drumurilor minime intre nodurile: "<<endl; 
 for(int i=1;i<=n;i++) 
   for(int j=1;j<=n;j++) 
    if(a[i][j]<MAX && i!=j) cout<<"("<<i<<","<<j<<")-"<<a[i][j]<<endl;} 
void main() 
{init();  citire(); transformare(); afisare();} 

Informaţiile din matricea costurilor transformată prin algoritmul Roy Floyd se pot 
folosi pentru a verifica dacă există drum cu costul minim între două noduri ale gra-
fului, iar în caz afirmativ, se poate afişa lungimea lui şi se poate descoperi drumul. 

Algoritmul de descoperire a drumului cu costul minim pornind de la matricea costurilor 
transformată foloseşte acelaşi raţionament ca la transformarea ei: dacă lungimea drumului 
minim dintre nodurile i şi j este egală cu suma dintre lungimile minime a două drumuri care 
trec printr-un nod intermediar k (a[i][k]+a[k][j]=a[i][j]), atunci nodul k face parte 

k=1 
 1 2 3 4 5 

1 0 4 3   
2  0  7 8 
3  5 0   
4   4 0  
5 2 6 5 2 0 

k=2 
 1 2 3 4 5 

1 0 4 3 11 12 
2  0  7 8 
3  5 0 12 13 
4   4 0  
5 2 6 5 2 0 

k=3 
 1 2 3 4 5 

1 0 4 3 11 12 
2  0  7 8 
3  5 0 12 13 
4  9 4 0 17 
5 2 6 5 2 0 

k=4 
 1 2 3 4 5 

1 0 4 3 11 12 
2  0 11 7 8 
3  5 0 12 13 
4  9 4 0 17 
5 2 6 5 2 0 

k=5 
 1 2 3 4 5 

1 0 4 3 11 12 
2 10 0 11 7 8 
3 15 5 0 12 13 
4 19 9 4 0 17 
5 2 6 5 2 0 
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din drumul de lungime minimă de la i la j. Deoarece problema pentru determinarea nodurilor 
care formează drumul de lungime minimă se descompune în două subprobleme: determina-
rea drumului minim de la nodul i la nodul k (cu ki) şi determinarea drumului minim de la no-
dul k la nodul j (cu kj), în implementarea algoritmului se foloseşte strategia divide et impera.   

Pentru implementarea algoritmului prin care se determină drumul minim dintre două 
noduri x şi y (a căror etichetă se citeşte de la tastatură) se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală init iniţializează matricea costurilor;  
 funcţia procedurală citire actualizează matricea costurilor cu datele din fişier; 
 funcţia procedurală transformare transformă matricea costurilor;  
 funcţia procedurală drum determină nodurile drumului cu cost minim;  
 funcţia procedurală afişare afişează costul drumului minim şi nodurile care formează 

drumul;  

#include <fstream.h> 
int a[100][100],n; 
int const MAX=5000; 
fstream f("cost.txt",ios::in);    
void init() {//se initializeaza matricea costurilor} 
void citire() {//se actualizeaza matricea costurilor cu datele din fişier} 
void transformare() {//se transforma matricea costurilor } 
void drum(int i, int j) //se determină nodurile drumului minim 
{int k,gasit; 
 for (k=1,gasit=0; k<=n && !gasit; k++) 
   if (i!=k && j!=k) && a[i][j]==a[i][k]+a[k][j]) 
      {drum(i,k); drum(k,j); gasit=1;} 
 if (!gasit) cout<<j<<" ";} 
void afisare(int x, int y) 
{if (a[x][y]<MAX) 
  {cout<<"drumul minim de la nodul "<<x<<" la nodul "<<y; 
   cout<<" are costul "<<a[x][y]<<endl; 
   cout<<x<<" "; drum(x,y);} 
 else cout<<"Nu exista drum";} 
void main() 
{int x,y; cout<<"x= "; cin>>x; cout<<"y= "; cin>>y; 
init(); citire(); transformare(); afisare(x,y); } 
Complexitatea algoritmului Roy-Floyd    

Algoritmul de transformare a matricei costurilor are ordinul de complexitate O(nnn)= O(n3) 
deoarece fiecare structură repetitivă for se execută de n ori, iar structurile for sunt imbricate. 
Algoritmul de determinare a drumurilor cu costul minim din matricea costurilor transformată 
are ordinul de complexitate al algoritmului divide et impera: O(nlg2n). Ordinul algoritmului 
este O(n3)+ O(nlg2n) = O(n3+ nlg2n) = O(n3).     

Modificaţi programele care implementează algoritmul Roy Floyd astfel 
încât să se determine drumurile cu costul maxim. 

b) Algoritmul Dijkstra 

Algoritmul lui Dijkstra construieşte drumurile cu costul minim care pornesc de la un nod 
oarecare x – nodul sursă – până la fiecare nod din graful G=(X,U) – nodul destinaţie. 
Algoritmul întreţine o mulţime cu nodurile care au fost deja selectate – S, şi o coadă de 
priorităţi Q cu nodurile care nu au fost selectate încă: Q=X-S, astfel: 
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 Un nod y este declarat selectat atunci când s-a determinat costul final al drumului cu 
costul minim de la nodul sursă x la el. Selectarea unui nod nu este echivalentă cu 
găsirea drumului cu costul minim deoarece este posibil ca în urma calculării costului să 
rezulte că nu există drum de la nodul x la acel nod.  

 În coada Q prioritatea cea mai mare o are nodul pentru care costul drumului are 
valoarea cea mai mică dintre toate costurile de drumuri care pornesc de la nodul x la 
celelalte noduri neselectate încă. La fiecare extragere a unui nod din coada de priorităţi 
Q, nodul este adăugat la mulţimea S, iar coada de priorităţi este reorganizată în funcţie 
de acest nod (se recalculează costul drumurilor de la nodul x la nodurile rămase în 
coadă, considerând că unele drumuri, dacă trec şi prin nodul extras, pot să-şi micşoreze  
costul). Pentru calcularea drumurilor de lungime minimă se 
întreţine o mulţime D în care se memorează costul drumurilor de 
la nodul x la nodurile neselectate, costuri care se recalculează la 
fiecare extragere de nod.  

Drumul cu costul minim care porneşte din nodul x este format din 
nodul iniţial x şi creşte până când coada de priorităţi Q nu mai conţine 
noduri. Deoarece, cele două mulţimi S şi Q sunt disjuncte, iar 
reuniunea lor este mulţimea nodurilor X, este suficient să se întreţină 
numai mulţimea S. Algoritmul foloseşte strategia greedy, deoarece 
întotdeauna alege nodul cel mai apropiat de nodul sursă x.  

PAS1. Se iniţializează: S=, se citeşte nodul iniţial x şi se atribuie 
mulţimii S. 

PAS2. Se iniţializează mulţimea D cu costurile drumurilor de la nodul x la toate celelalte 
noduri ale grafului (sunt preluate din matricea costurilor elementele a[x][i]). 

PAS3. Cât timp coada de priorităţi Q nu este vidă (mai există noduri neselectate) execută 
PAS4. Se caută printre nodurile neselectate nodul y cu cel mai mic cost al drumului 

(reprezintă elementul care trebuie eliminat din coada de priorităţii Q).   
PAS5. Se adaugă nodul y la mulţimea S: S=S{y} (înseamnă extragerea nodului y 

din coada de priorităţi Q şi declararea lui ca nod selectat). 
PAS6. Pentru fiecare nod neselectat (nod din coada de priorităţi) execută 

PAS7. Se recalculează costul drumului de la nodul x la acest nod folosind ca 
nod intermediar nodul extras. 

PAS8. Dacă acest cost este mai mic decât cel din mulţimea D, atunci el va fi 
noul cost.  

Implementarea algoritmului. Se folosesc trei vectori: 
 Vectorul s pentru mulţimea nodurilor selectate, definit astfel: 






selectat fost a  nodul dacă 1,

selectat fost a nu nodul dacă 0,

i

i 
)i(s  

Iniţial, elementele vectorului s au valoarea 0, cu excepţia elementului s[x] care are valoa-
rea 1. La terminarea execuţiei algoritmului, toate elementele din vectorul s vor avea valoarea 
1. Nodurile i pentru care s[i]=0 se consideră că fac parte din coada de priorităţi Q. 

 Vectorul d conţine costul drumurilor, astfel: d[i]= costul drumului minim găsit la un 
moment dat de la nodul x la nodul i (cu 1in). Iniţial d[i]=a[x][i]. La terminarea 
algoritmului, d[i]= costul minim al drumului de la nodul x la nodul i. 

 Vectorul t memorează drumurile găsite între nodul x şi celelalte noduri i ale grafului. 
Memorarea drumului se face prin legătura cu predecesorul care este definită astfel: 
p[i] memorează nodul j care este predecesorul nodului i pe drumul de la x, cu 

Fig. 34 

x = nod sursă 

zQ (nod neselectat)
(1) d3d1+d2 : x y 
(2) d3>d1+d2 : x yz

3 

 
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excepţia nodului sursă pentru care p[x]=0. Iniţial, pentru toate nodurile i care nu au 
costul infinit (pentru care există un arc de la nodul x la nodul i), p[i]=x; altfel p[i]=0.   

Nodul i care se extrage din coada de priorităţi Q trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 
 s[i]=0. 
 d[i]= min{d[j] | 1jn; s[j]=0}. 

d[i] reprezintă costul minim al drumului de la nodul x la nodul i.  

Pentru reorganizarea cozii de priorităţi se procedează astfel: pentru fiecare nod j cu 
s[j]=0 se calculează costul drumului de la nodul x la nodul j care trece prin nodul i:  
d[i]+a[i][j]. Dacă acest cost este mai mic decât d[j], atunci aceasta va fi noua 
valoare a lui d[j] şi se actualizează vectorul p: p[j]=i.   

Pentru graful din figura 32, considerând x=1, algoritmul se excută astfel: 

Iniţial: 
Vectorii 1 2 3 4 5 

s 1 0 0 0 0 
d 0 4 3   
p 0 1 1 0 0 

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 3: d[3]=3. Nodul 3 se va extrage din coada Q. 
Se analizează nodurile care rămân în coada de priorităţi: 
Nodul 2. d[3]+a[3][2] = 3+5 = 8  4. Nu se modifică nimic. 
Nodul 4. d[3]+a[3][4] = 3+ =   4. Nu se modifică nimic.  
Nodul 5. d[3]+a[3][5] = 3+ =   4. Nu se modifică nimic. 

Vectorii 1 2 3 4 5 
s 1 0 1 0 0 
d 0 4 3   
p 0 1 1 0 0 

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 2: d[2]=4. Nodul 2 se va extrage din coada Q. 
Se analizează nodurile care rămân în coada de priorităţi: 
Nodul 4. d[2]+a[2][4] = 4+7 = 11 < . Se modifică: d[4]=11 şi p[4]=2.  
Nodul 5. d[2]+a[2][5] = 4+8 = 12 < . Se modifică: d[5]=12 şi p[5]=2. 

Vectorii 1 2 3 4 5 
s 1 1 1 0 0 
d 0 4 3 11 12 
p 0 1 1 2 2 

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 4: d[4]=11. Nodul 4 se va extrage din coada Q. 
Se analizează nodurile care rămân în coada de priorităţi: 
Nodul 5. d[4]+a[4][5] = 11+ =    12. Nu se modifică nimic. 

Vectorii 1 2 3 4 5 
s 1 1 1 1 0 
d 0 4 3 11 12 
p 0 1 1 2 2 

Drumul cu costul cel mai mic este cu nodul 5: d[5]=15. Nodul 5 se va extrage din coada Q. 
Coada este vidă şi se termină execuţia algoritmului.  

Final: 
Vectorii 1 2 3 4 5 

s 1 1 1 1 1 
d 0 4 3 11 12 
p 0 1 1 2 2 
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Din datele care se găsesc în vectorii d şi p la terminarea algoritmului se obţin următoa-
rele informaţii: 
 d[i] reprezintă costul minim al drumului de la nodul x la nodul i. De exemplu, pentru 

nodul 4 costul minim este 11. 
 Din vectorul predecesorilor se reconstituie drumul cu costul minim de la nodul x la nodul 

i. De exemplu, pentru nodul 4: p[4]=2, iar p[2]=1. Drumul este 1 2 4.    

Pentru implementarea algoritmului în care se determină drumul cu costul minim dintre 
două noduri x şi y (a căror etichetă se citeşte de la tastatură) se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală  init iniţializează matricea costurilor;  
 funcţia procedurală  citire actualizează matricea costurilor cu datele din fişier; 
 funcţia procedurală generare_drum transformă vectorii d şi p conform algoritmului 

pentru a obţine drumurile cu costul minim de la nodul x la oricare alt nod i din graf;  
 funcţia procedurală drum determină nodurile drumului cu cost minim de la nodul x 

până la un nod i din graf – folosind informaţiile din vectorull p;  
 funcţia procedurală afişare afişează lungimea drumurilor minime care pornesc din 

nodul x până la fiecare nod i din graf şi nodurile care formează drumul;  

#include <fstream.h> 
int a[100][100],d[100],s[100],p[100],n; 
int const MAX=5000; 
fstream f("cost.txt",ios::in);    
void init() {//se initializeaza matricea costurilor} 
void citire() {//se actualizeaza matricea costurilor cu datele din fişier} 
void generare_drum(int x) //se genereaza drumurile 
{int i,j,min,y; s[x]=1; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  {d[i]=a[x][i]; 
   if (i!=x && d[i]<MAX) p[i]=x;} 
 for(i=1;i<=n-1;i++) 
   {for(j=1,min=MAX; j<=n; j++) 
       if (s[j]==0 && d[j]<min) {min=d[j]; y=j;} 
    s[y]=1; 
    for(j=1;j<=n;j++) 
      if (s[j]==0 && d[j]>d[y]+a[y][j]) {d[j]=d[y]+a[y][j]; p[j]=y;}}} 
void drum(int i) 
{if (p[i]!=0) drum(p[i]); cout<<i<<" "; } 
void afisare(int x) 
{for(int i=1;i<=n;i++) 
  if (i!=x) 
    if (p[i]!=0) 
      {cout<<"drumul cu costul minim de la nodul "<<x; 
       cout<<" la nodul "<<i<<" are costul "<<d[i]<<endl; 
       drum(i); cout<<endl;} 
     else cout<<"Nu exista drum de la "<<x<<" la "<<i<<endl;} 
void main() 
{int x; cout<<"x= "; cin>>x; 
 init();  citire(); generare drum(x); afisare(x);} 
Complexitatea algoritmului lui Dijkstra    

Pentru determinarea drumului cu costul minim se execută paşii algoritmului. Pasul 2 are 
ordinul de complexitate O(n). Pasul 3 se execută pentru fiecare nod din graf, mai puţin 
nodul sursă, deoarece fiecare nod trebuie selectat o dată (se execută de n-1 ori). Pentru 
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fiecare nod selectat se analizează celelalte noduri, executându-se: Pasul 4 de n ori (se 
caută printre toate cele n noduri dacă mai există în coada de priorităţi, iar printre cele care 
mai sunt în coada de priorităţi se caută nodul cu costul drumului cel mai mic), iar Pasul 6 de 
n ori deoarece trebuie identificate printre cele n noduri care mai sunt în coada de priorităţi. 
Ordinul de complexitate al algoritmului pentru determinarea drumului cu costul minim va fi: 
O(n)+O(n(n+n)) = O(n)+O(n2) = O(n2). În algoritmul pentru afişarea drumului sunt anali-
zate toate cele n noduri ale grafului, iar pentru fiecare nod i se determină recursiv drumul. 
Complexitatea algoritmului de afişare va fi O(n)  O(nlg2n) = O(n2lg2n). 

Modificaţi programul care implementează algoritmul Dijkstra astfel 
încât să se determine drumurile cu costul maxim. 

2.7.9.4. Aplicaţii practice 

1. O persoană oficială trebuie să se deplaseze într-un oraş între două puncte situate 
fiecare într-o intersecţie. Traficul între două intersecţii nu este întotdeauna în ambele 
sensuri, dar între oricare două intersecţii există trafic prin intermediul altor intersecţii. Pe 
fiecare stradă a traseului trebuie să existe un anumit număr de agenţi care să asigure 
securitatea persoanei oficiale. Scrieţi un program care să determine traseul astfel încât 
numărul de agenţi să fie minim. Datele se citesc dintr-un fişier, astfel: de pe primul rând, 
numărul de intersecţii, iar de pe următoarele rânduri, triplete de numere x, y, z care 
semnifică faptul că pentru traficul de la intersecţia x până la intersecţia y sunt necesari z 
agenţi (cele două intersecţii sunt legate direct). 

2. O firmă are mai multe puncte de lucru într-o zonă geografică. O reţea de şosele leagă 
direct unele dintre aceste puncte de lucru şi între oricare două puncte de lucru există o 
legătură prin intermediul reţelei de şosele. Distanţa dintre două puncte de lucru între care 
există legătură directă este măsurată în kilometri. Firma trebuie să-şi stabilească într-unul 
din punctele de lucru sediul central. Criteriul de alegere este ca suma distanţelor la 
celelalte puncte de lucru să fie minimă. Scrieţi un program care să stabilească punctul de 
lucru care va fi ales ca sediu. Datele se citesc dintr-un fişier, astfel: de pe primul rând, 
numărul de puncte de lucru, iar de pe următoarele rânduri, triplete de numere x, y, d care 
semnifică faptul că punctele de lucru x şi y sunt legate direct de o şosea cu lungimea d. 
Indicaţie. Pentru fiecare punct de lucru se determină suma distanţelor minime la toate 
celelalte puncte de lucru, după care se determină suma minimă. 

3. O firmă trebuie să colecteze ambalaje din mai multe puncte de lucru din oraş, fiecare 
punct de lucru găsindu-se pe o anumită stradă. O reţea de intersecţii leagă direct unele 
dintre aceste puncte de lucru şi între oricare două puncte de lucru există o legătură prin 
intermediul traficului pe străzi. Traficul între două intersecţii nu este întotdeauna în ambele 
sensuri, dar între oricare două intersecţii există trafic prin intermediul altor intersecţii. 
Cantitatea de ambalaje care poate fi colectată între două intersecţii între care există trafic 
direct este măsurată în kilograme. Scrieţi un program care să găsească un traseu optim 
între două intersecţii A şi B astfel încât o maşină care pleacă din intersecţia A şi trebuie să 
ajungă în intersecţia B să colecteze o cantitate cât mai mare de ambalaje. Datele se citesc 
dintr-un fişier, astfel: de pe primul rând, numărul de intersecţii, iar de pe următoarele 
rânduri, triplete de numere x, y, c care semnifică faptul că intersecţia x este legată direct 
de intersecţia y prin traficul de pe o stradă de pe care se poate colecta cantitatea c de 
ambalaje. Etichetele intersecţiilor A şi B se citesc de la tastatură.  
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4. O firmă se poate aproviziona cu trei sortimente de materiale de la mai multe depozite 
situate în localităţi răspândite într-o zonă geografică. Într-un depozit nu este obligatoriu 
să existe toate cele trei sortimente. O reţea de şosele leagă direct unele dintre aceste 
localităţi şi între oricare două localităţi există o legătură prin intermediul reţelei de şosele. 
Distanţa dintre două localităţi între care există legătură directă este măsurată în 
kilometri. Firma trebuie să se aprovizioneze cu unul dintre sortimentele de materiale. 
Scrieţi un program care să stabilească depozitul de la care să se aprovizioneze firma 
astfel încât drumul care trebuie parcurs pentru aprovizionare să aibă lungimea minimă. 
Fiecărui sortiment de material i se atribuie un număr: 1, 2 şi 3. Datele se citesc dintr-un 
fişier text. De pe primul rând se citesc numărul de localităţi n în care se găsesc depozite 
şi numărul de legături directe între localităţi, m. De pe următoarele m rânduri se citesc 
triplete de numere x, y, d care semnifică faptul că localităţile x şi y sunt legate direct de 
o şosea cu lungimea d. De pe fiecare dintre ultimele trei rânduri, în ordinea etichetelor 
sortimentelor de materiale, se citeşte câte un şir de numere despărţite prin spaţiu cu 
informaţii despre locaţiile depozitelor unde se găseşte acel sortiment de material: primul 
număr reprezintă numărul de depozite, iar următoarele numere etichetele localităţilor în 
care se găsesc aceste depozite. Numărul sortimentului de materiale p se comunică de 
la tastatură. Indicaţie. Se determină distanţa minimă de la localitatea în care se găseşte 
firma la localităţile în care se găsesc depozitele şi se alege dintre aceste distanţe cea 
mai mică distanţă care corespunde unui depozit ce conţine sortimentul de material p.  

2.7.10. Grafuri speciale 
Există următoarele grafuri speciale: 

 grafuri bipartite; 
 grafuri hamiltoniene: 
 grafuri euleriene: 
 grafuri turneu. 

2.7.10.1. Graful bipartit  

Graful G = (X,U) se numeşte graf bipartit dacă există două mulţimi nevide de noduri 
A şi B care au următoarele proprietăţi: AB=X şi AB= şi  

 orice muchie (arc) din mulţimea U are o extremitate în mulţimea de noduri A  
şi o altă extremitate în mulţimea de noduri B. 

Exemple: 

1. Graful neorientat G4 definit anterior este un graf bipartit, deoarece există 
mulţimile A şi B care să îndeplinească condiţiile din definiţie: A = {1, 3, 
6, 7, 8, 10} şi B = {2, 4, 5, 9,11}. Se observă că: AB = {1, 2 ,3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10, 11} = X4 şi AB= şi că fiecare muchie uU4={[1,2], [1,4], 
[2,3], [3,4], [3,5], [5,6], [5,7], [5,8], [7,9]} are o extremite în mulţimea A şi 
cealaltă extremitate în mulţimea B: 

[1,2]  1A şi 2B [1,4]  1A şi 4B [2,3]  2B şi 3A 
[3,4]  3A şi 4B [3,5]  3A şi 5B [5,6]  5B şi 6A 
[5,7]  5B şi 7A [5,8]  5B şi 8A [7,9]  7A şi 9B 

Observaţie.  Nodurile izolate pot face parte din oricare dintre cele două 
mulţimi. 
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2. Graful orientat G9 definit anterior este un graf bipartit deoarece există 
mulţimile A şi B care să îndeplinească condiţiile din definiţie: A = A = {1, 
3, 4, 6} şi B = {2, 5}. Se observă că: AB = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = X9 şi 
AB= şi că fiecare muchie uU9={[1,2], [2,1], [2,3], [2,4], [3,5], [4,2], 
[4,5], [5,3], [5,6], [6,5]} are o extremite în mulţimea A şi cealaltă extre-
mitate în mulţimea B: 

[1,2]  1A şi 2B [2,1]  2B şi 1A [2,3]  2B şi 3A 
[2,4]  2B şi 4A [3,5]  3A şi 5B [4,2]  4A şi 2B 
[4,5]  4A şi 5B [5,3]  5B şi 3A [5,6]  5B şi 6A 

        [6,5]  6A şi 5B 
 

Graful bipartit G = (X,U) se numeşte graf bipartit complet dacă – pentru  
orice nod xiA şi orice nod xjB – există o muchie (un arc) formată din cele 

două noduri care aparţine mulţimii U: [xi, xj]U. 

Exemple: 

1. Graful neorientat G28=(X28,U28) definit astfel: X28={1, 2, 3, 4} şi U28={[1,2], 
[1,4], [2,3], [2,3]} este un graf bipartit complet. deoarece există mulţimile A şi B 
care îndeplineasc condiţiile din definiţie: A={1, 3} şi B={2, 4}. Se observă că: 
AB= {1,2,3,4}=Xx şi AB= şi că fiecare nod din mulţimea A este legat cu o 
muchie de fiecare nod din mulţimea B. 

2. Graful orientat G29 =(X29,U29) definit astfel: X29={1, 2, 3, 4} şi U29={[1,2], 
[1,4], [2,1], [2,3], [3,2], [4,3]} este un graf bipartit complet, deoarece există 
mulţimile A şi B care să îndeplinească condiţiile din definiţie: A={1, 3} şi  
B={2, 4}. Se observă că: AB={1, 2, 3, 4}=Xx şi AB= şi că fiecare nod 
din mulţimea A este legat cu cel puţin un arc de fiecare nod din mulţimea B. 

Observaţie. Graful neorientat bipartit complet se notează cu Ka,b şi are ab 
muchii, unde a=card(A) şi b=card(B). De exemplu, dacă graful neorientat are 3 noduri, 
se obţin următoarele variante de grafuri bipartite complete: 

Elementele mulţimii Muchiile Numărul de 
A B grafului muchii ale grafului 
1 2,3 [1,2], [1,3] 12=2 
2 1,3 [2,1], [2,3] 12=2 
3 1,2 [3,1], [3,2] 12=2 

1,2 3 [1,3], [2,3] 21=2 
1,3 2 [1,2], [3,2] 21=2 
2,3 1 [2,1], [3,1] 21=2 

1,2,3  nu există, deoarece B= 30=0 
 1,2,3 nu există, deoarece A= 03=0 

Algoritmi pentru prelucrarea  grafurilor bipartite 
1. Generarea tuturor grafurile neorientate bipartite complete cu n noduri.  

Algoritmul. Problema se reduce la a genera toate submulţimile care se pot obţine din 
cele n elemente (exceptând mulţimea iniţială şi mulţimea vidă). Numărul total de submul-
ţimi obţinute este 2n– 2. Soluţia este de a genera într-un vector nodurile care aparţin 
mulţimilor A şi B, astfel: dacă un element are valoarea 1, nodul care are eticheta cores-
punzătoare indicelui elementului aparţine mulţimii A; altfel, aparţine mulţimii B. 

Implementarea algoritmului. Funcţia generare()generează grafurile bipartite complete. 
În vectorul a se generează nodurile mulţimilor A şi B. Iniţial elementele vectorului au 
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valoarea 0. Variabila posibil se foloseşte pentru a verifica dacă mai există posibilităţi 
de generare de submulţimi (are valoarea 1 – true, atunci când mai este posibil să se 
genereze submulţimi).    

#include<iostream.h> 
#include<math.h> 
void generare (int n) 
{int a[10]={0},i,j,k=0,posibil=1; 
 while (posibil) 
  {j=n; 
   while (j>0 && a[j]==1) {a[j]=0; j--;} 
   if (j==0) posibil=0; 
     else {a[j]=1;k++; 
      if (k<=pow(2,n)-2) 
         {cout<<"Graful "<<k<<endl<<"Multimea A: ";   
               for (i=1;i<=n;i++) if (a[i]) cout<<i<<"  "; 
               cout<<"Multimea B: ";        
          for (i=1;i<=n;i++) if (!a[i]) cout<<i<<"  "; 
          cout<<endl; 
          cout<<"Muchiile sunt: ";  
          for (i=1;i<=n;i++) 
            if (a[i]==1)  
                   for (j=1;j<=n;j++) 
     if (a[j]==0 && i!=j) cout<<"["<<i<<","<<j<<"] "; 
          cout<<endl;}}}} 
void main() {int n; cout<<"numar de noduri= "; cin>>n; generare(n);} 
2. Verificarea unui graf dacă este graf bipartit.  

Algoritmul. Pentru a verifica dacă graful este bipartit, se generează mulţimile de noduri A 
şi B până când aceste mulţimi îndeplinesc condiţia unui graf bipartit, sau până când s-au 
generat toate mulţimile şi nici una dintre variante nu a îndeplinit condiţia pentru graful 
bipartit. Graful este bipartit dacă între orice pereche de elemente din cele două mulţimi – 
(x,y), cu xA şi yB – există muchie care să le lege în graf ([x,y]U). Pentru generarea 
mulţimilor de noduri A şi B se pot folosi două variante: 

Varianta  1.  Ca şi în algoritmul precedent, se generează într-un vector toate submulţimi-
le care se pot obţine din cele n etichete de noduri (exceptând mulţimea iniţială şi mulţi-
mea vidă) şi se verifică dacă nodurile aparţinând celor două mulţimi generate pot fi 
mulţimile unui graf bipartit. 

Implementarea algoritmului. Se citesc din fişierul text gb.txt informaţii despre un graf 
neorientat (numărul de noduri şi matricea de adiacenţă). Funcţia bipartit() verifică 
dacă graful este bipartit furnizând un rezultat logic. Elementele vectorului x în care se 
generează mulţimile A şi B sunt iniţial 0. Variabila gasit se foloseşte pentru a verifica 
dacă s-au găsit cele două mulţimi de noduri corespunzătoare unui graf bipartit (are 
valoarea 1 – true, atunci când s-au găsit).  

#include<fstream.h> 
#include<math.h> 
fstream f("gb.txt",ios::in); 
int a[10][10],n; 
void citeste(){//citeşte matricea de adiacenţă din fişier}  
int bipartit() 
{int x[10]={0},i,j,m,k=0,posibil=1,gasit=0; 
 while (posibil && !gasit) ED
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  {m=n; 
   while (m>0 && x[m]==1) {x[m]=0; m--;} 
   if (m==0) posibil=0; 
    else  
     {x[m]=1;k++; 
 if (k<=pow(2,n)-2) 
  for (i=1,gasit=1;i<=n && gasit;i++) 
         for (j=1;j<=n && gasit;j++) 
          if (a[i][j]==1) 
            if ((x[i]==1 && x[j]==1) || (x[i]==0 && x[j]==0)) gasit=0;}} 
 return gasit;} 
void main() {citeste(); 
             if (bipartit()) cout<<"Este bipartit";  
                        else cout<<"Nu este bipartit";} 
Varianta 2. Elementele mulţimilor A şi B se generează separat, în doi vectori. Pentru gene-
rarea mulţimii A se foloseşte metoda backtracking (etichetele nodurilor mulţimii A se 
generează în stivă). Funcţia bt() este apelată de n-1 ori pentru a genera în stivă cele p 
elemente ale mulţimii A (1pn-1). Mulţimea B este formată din nodurile grafului care nu se 
găsesc în mulţimea A.  

Implementarea algoritmului. Matricea A este matricea de adiacenţă a grafului, iar în 
vectorii a şi b se generează elementele mulţimilor A şi B. În funcţia tipar() se copiază 
conţinutul stivei în vectorul a şi se scriu în vectorul b etichetele nodurilor care nu sunt în 
vectorul a. Pentru a identifica etichetele nodurilor care nu sunt în vectorul a se foloseşte 
variabila logică gasit. Tot în această funcţie se verifică dacă aceste mulţimi corespund 
unui graf bipartit, astfel: se verifică, pentru toate elementele celor doi vectori, dacă muchiile 
generate cu un nod din vectorul a şi un nod din vectorul b sunt muchii în graf. În caz 
afirmativ, se verifică dacă muchiile astfel generate sunt toate muchiile grafului. Variabila nr 
se foloseşte pentru a număra muchiile formate cu nodurile din cei doi vectori, iar variabila 
logică este pentru a verifica dacă graful este bipartit. (are valoarea 1 – true, dacă numărul 
de muchii găsite este egal cu numărul total de muchii ale grafului m).  

#include<fstream.h> 
fstream f("gb.txt",ios::in); 
typedef int stiva[100]; 
int n,k,ev,as,A[10][10],b[10],a[10],m,este,p; 
stiva st; 
void citeste() 
{int i,j; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
   for (j=1;j<=n;j++){f>>A[i][j]; m=m+A[i][j];}  f.close(); m=m/2;} 
void init(){st[k]=0;} 
int succesor () 
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;} 
int valid() 
{if (k>1 && st[k]<st[k-1]) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0; 
 return 1;} 
int solutie() {return k==p;} 
void tipar() 
{int i,j,q=0,gasit,nr=0; 
 for (i=1;i<=p;i++) a[i]=st[i]; 
 for (i=1; i<=n; i++) 
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    {for (j=1,gasit=0; j<=p && !gasit; j++) if (a[j]==i) gasit=1; 
     if (!gasit) {q++; b[q]=i;}} 
 for (i=1; i<=p; i++) 
   for (j=1; j<=q; j++) if (A[a[i]][b[j]]==1) nr++; 
 if (nr==m) este=1;} 
void bt() {//partea fixa a algoritmului backtracking} 
void main() {citeste(); 
             for (p=1; p<=n-1 && !este; p++) bt(); 
             if (este) cout<<"Este bipartit";  
                  else cout<<"Nu este bipartit";} 

1. Scrieţi un program care citeşte din fişierul graf_b1.txt matricea de 
adiacenţă a unui graf neorientat şi, de la tastatură, două şiruri de 
numere ce reprezintă noduri din graf – şi care verifică dacă cele două 

şiruri de numere pot reprezenta pentru graf cele două mulţimi ale unui graf bipartit. 
2. Comparaţi din punct de vedere al eficienţei cei doi algoritmi prin care se determină 

dacă un graf neorientat este bipartit. 
3. Scrieţi un program care citeşte din fişierul graf_b2.txt matricea de adiacenţă a unui 

graf orientat şi care verifică dacă graful este bipartit. În caz afirmativ, se afişează 
mulţimile de noduri A şi B. 

2.7.10.2. Graful hamiltonian  

Într-un graf G=(X,U), se numeşte lanţ hamiltonian lanţul elementar  
care conţine toate nodurile grafului. 

Altfel spus, un lanţ este hamiltonian dacă porneşte de la un nod oarecare şi parcurge o 
singură dată toate nodurile grafului. 

Lanţul hamiltonian în care nodul iniţial coincide cu nodul final se 
numeşte ciclu hamiltonian. 

Ca într-un graf să existe un ciclu hamiltonian este necesar ca pe lângă un lanţ hamiltonian 
să mai existe şi o muchie care să lege primul nod al lanţului de ultimul nod al lanţului.  

Un graf care conţine un ciclu hamiltonian se numeşte graf hamiltonian. 

Altfel spus, un graf hamiltonian este un graf în care – pornind de la un nod oarecare – 
se pot parcurge o singură dată toate nodurile grafului, revenind la nodul iniţial. 

Graful G30 din figura 39 conţine ciclul hamiltonian C= {1, 2, 3, 6, 4, 5, 1}. 

Observaţie. Un graf hamiltonian nu poate conţine noduri izolate. 

Propoziţia 10 

Graful complet Kn este hamiltonian. 

Demonstraţie. Graful complet Kn poate fi privit ca un poligon cu n laturi, în care 
fiecare vârf al poligonului este legat de celelalte vârfuri prin diagonale, iar vârfurile 
poligonului parcurse pe laturi formează un ciclu hamiltonian.   

Scop: exemplificarea unei aplicaţii în care soluţia problemei este un graf hamiltonian. 

Problema voiajorului comercial. Un voiajor comercial trebuie să călătorească în mai 
multe oraşe pentru a-şi prezenta produsele. Se cunoaşte costul deplasării între localităţi. 
Trebuie să se stabilească un traseu prin care să se ajungă în toate localităţile, astfel încât 
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costul deplasării să fie minim. Voiajorul va trece o singură dată prin fiecare localitate şi se 
va întoarce în localitatea de pornire.   
Localităţile formează nodurile unui graf, iar traseul voiajorului trebuie să fie un ciclu hamilto-
nian în acest graf. Dacă există mai multe cicluri hamiltoniene, se va alege cel cu costul 
minim (ciclul în care suma costurilor asociate muchiilor este minimă).  

Observaţíe. Orice problemă la care soluţia este de a găsi un traseu – care porneşte dintr-un 
anumit punct, trebuie să treacă prin puncte precizate, cu revenire la punctul de pornire – se 
rezolvă prin găsirea unui ciclu hamiltonian. De exemplu: 
 O firmă de mesagerie trebuie să distribuie zilnic colete la mai multe adrese. Maşina care 

distribuie aceste colete pleacă de la sediul firmei, ajunge la mai multe puncte din oraş şi 
revine la sediul firmei. Legătura directă dintre două puncte este caracterizată prin 
distanţa măsurată în kilometri (costul asociat fiecărei muchii). Trebuie să  se găsească 
traseul de lungime minimă pe care trebuie să-l parcurgă maşina. 

 O persoană doreşte să facă un circuit prin ţară şi să viziteze mai multe puncte turistice, 
plecând din localitatea de domiciliu şi întorcându-se în aceeaşi localitate. Legătura directă 
dintre două puncte turistice este caracterizată prin distanţa măsurată în kilometri (costul 
asociat fiecărei muchii). Trebuie să se găsească circuitul turistic de lungime minimă. 

 O persoană doreşte să viziteze mai multe cabane, întorcându-se la locul de plecare. 
Legătura directă dintre două cabane este caracterizată prin timpul necesar parcurgerii 
traseului de munte (costul asociat fiecărei muchii). Trebuie să se găsească 
circuitul de vizitare a cabanelor care să se facă în timp minim. 

Teorema 18 

Dacă graful G=(X,U) este un graf cu mai mult de două noduri (n3) şi gradul 
fiecărui nod xX satisface condiţia d(x)n/2, atunci graful G  este hamiltonian. 

Observaţie. Această teoremă precizează numai condiţia suficientă ca un graf să fie 
hamiltonian. Această condiţie nu este însă şi necesară. Astfel, este posibil ca un graf să nu 
îndeplinească această condiţie şi să fie totuşi hamiltonian. Din această cauză, teorema nu 
poate fi folosită pentru a construi un algoritm care să verifice dacă un graf este hamiltonian. 

Demonstraţie. Notăm cele două propoziţii, astfel: 
(1) – Graful G are mai mult de două noduri şi gradul fiecărui nod xX satisface condiţia d(x)n/2. 
(2) – Graful G este hamiltonian. 

Trebuie să demonstrăm că (1)(2) – prin reducere la absurd. Presupunem că graful G nu este hamil-
tonian. Adăugăm muchii la acest graf până se obţine un graf hamiltonian (în cel mai rău caz se ajunge 
la un graf complet, care sigur este hamiltonian). Prin adăugarea de noi muchii, gradul unor noduri 
creşte, ceea ce înseamnă că se păstrează inegalitatea din propoziţia (1). Adăugarea acestor muchii 
se face până când se obţine graful G1 care nu este hamiltonian, dar care. prin adăugarea unei singure 
muchii devine hamiltonian. Acest graf nu este sigur un graf complet şi înseamnă că există cel puţin 
două noduri neadiacente. Luăm dintre aceste noduri două noduri x şi y şi [x,y]U1 care au propri-
etatea că, prin adăugarea muchiei [x,y] la graful G1, se obţine un ciclu hamiltonian C = {x, x1, …, xk-1, 
xk, y, x}. Înseamnă că în graful G1 există un lanţ elementar L(x,y) care conţine toate nodurile grafului.  
Deoarece d(x)n/2, rezultă că în graful G1 mai există un nod xi cu care este adiacent. Acest nod face 
parte din lanţul  L(x,y). Fie xi-1 nodul care precede nodul xi în lanţul L(x,y). Dacă nodurile xi-1 şi y 
formează o muchie ([xi-1,y]U1), înseamnă că graful G1 conţine un ciclu hamiltonian C1 = {x, x1, …, 
xi-1, y, xk, xk-1, …, xi, x}, ceea ce contrazice presupunerea că graful G1 nu este hamiltonian. Rezultă 
că nodul y nu formează muchie cu nici unul dintre nodurile care îl preced în lanţul L(x,y) şi care sunt 
adiacente cu nodul xi. Înseamnă că nodul y nu poate fi adiacent decât cu cel mult n-1-d(xi) noduri, adică 
d(y) n-1-d(xi). Dar, d(xi)n/2. Rezultă că d(y) n-1-n/2=n/2-1, adică d(y)n/2, ceea ce contrazice 
ipoteza. Contradicţia a apărut din presupunerea că graful G nu este hamiltonian.   

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



262                                                          Implementarea structurilor de date 

1. Verificaţi dacă graful hamiltonian G30 din figura 39 îndeplineşte 
condiţiile precizate în teoremă. 

2. Desenaţi toate grafurile hamiltoniene cu 4 noduri. 
3. Verificaţi dacă este hamiltonian graful G31=(X31,U31) cu X31={1,2,3,4,5,6,7} şi U31={[1,2], 

[1,5], [1,6], [1,7], [2,3], [2,7], [3,4], [3,5], [3,7], [4,5], [4,6], [5,6]}. Dacă este graf hamiltonian, 
găsiţi un ciclu hamiltonian şi verificaţi dacă graful îndeplineşte condiţiile precizate în teoremă. 

4. Demonstraţi că un graf bipartit cu număr impar de noduri nu poate fi graf hamiltonian. 

5. Demonstraţi că numărul ciclurilor hamiltoniene din graful complet cu n noduri este 
2

)!1n( 
. 

Algoritmul pentru parcurgerea unui graf hamiltonian 
Algoritmul. Pentru a determina dacă un graf este hamiltonian se verifică dacă există un ciclu 
hamiltonian. Este suficient să se caute lanţurile elementare care pornesc din nodul cu eticheta 
1 şi se închid în acest nod. Se poate folosi fie metoda backtracking, fie metoda parcurgerii 
în lăţime a grafului. Prin aceste metode se pot determina şi toate ciclurile hamiltoniene, dacă 
există, astfel: se caută toate ciclurile elementare care, pornind dintr-un nod, parcurg toate 
celelalte noduri ale grafului şi se închid printr-o muchie cu nodul de pornire. 

Implementarea algoritmului. Se citeşte din fişierul graf_h.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf neorientat. Dacă graful este hamiltonian, se afişează ciclurile hamiltoniene găsite. Dacă 
nu există nici o soluţie, se afişează un mesaj de informare. Pentru generarea lanţurilor 
elementare se foloseşte metoda backtracking. Nodurile lanţului elementar vor fi generate în 
stivă. Funcţia citeste() se foloseşte pentru a citi matricea de adiacenţă în fişier. Variabila 
este se foloseşte pentru a verifica dacă s-a găsit un ciclu hamiltonian pornind din nodul cu 
eticheta 1 (are valoarea 0 – False, dacă nu s-a găsit un ciclu hamiltonian). 

#include<fstream.h> 
typedef stiva[100]; 
int a[20][20],n,k,as,ev,este=0; 
stiva st; 
fstream f("graf_h.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă}    
void init() {st[k]=0;} 
int succesor() 
{if (st[k]<n) {st[k]=st[k]+1; return 1;} else return 0;} 
int valid() 
{if(k>1  && a[st[k-1]][st[k]]==0) return 0; 
 for (int i=1;i<k;i++) if (st[k]==st[i]) return 0;  
return 1;} 
int solutie() {return a[st[k]][1]==1 && k==n;} 
void tipar() 
{for (int i=1,este=1;i<=n;i++) cout<<st[i]<<", "; cout<<st[1]<<endl;} 
void bt() {//identică cu cea de la generarea lanţurilor elementare} 
void main() {citeste(); st[1]=1; bt();  
             if (!este) cout<<"Graful nu este hamiltonian";} 

1. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf_h1.txt matricea de 
adiacenţă a unui graf hamiltonian, verifică dacă graful îndeplineşte 
condiţia precizată în teoremă pentru un graf hamiltonian şi verifică dacă 

este hamiltonian – folosind metoda parcurgerii în lăţime a grafului.  
2. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf_h2.txt matricea de adiacenţă a unui 

graf hamiltonian şi, de pe ultimul rând, un şir de n+1 numere care reprezintă etichete de 
noduri şi care să verifică dacă şirul de etichete reprezintă un ciclu hamiltonian. 

Temă 

Temă 
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2.7.10.3. Graful eulerian 

Într-un graf G=(X,U), se numeşte lanţ eulerian lanţul care conţine 
 toate muchiile grafului, fiecare muchie fiind prezentă o singură dată. 

Un lanţ este eulerian dacă porneşte de la un nod oarecare şi parcurge o singură dată toate 
muchiile grafului (este un lanţ simplu care parcurge toate muchiile grafului). 

Lanţul eulerian în care  nodul iniţial coincide cu nodul final se numeşte ciclu 
eulerian. 

Ca într-un graf să existe un ciclu eulerian este necesar ca, pe lângă un lanţ eulerian, să mai 
existe şi o muchie care să lege primul nod al lanţului de ultimul nod al lanţului, şi acea 
muchie să nu mai fi fost parcursă.  

Un graf care conţine un ciclu eulerian se numeşte graf eulerian. 

Altfel spus, un graf eulerian este un graf în care, pornind de la un nod oarecare se pot 
parcurge o singură dată toate muchiile grafului, revenind la nodul iniţial.  

Graful G32 din figura 40 conţine ciclul eulerian C= {1, 4, 6, 7, 4, 5, 7, 8, 3, 2, 8, 5, 2, 1}. 

Observaţii  

1. Un graf eulerian poate conţine noduri izolate. 
2. Pentru ca un graf să poată fi făcut eulerian prin adăugarea muchiilor 

trebuie să fie îndeplinite următoarele condiţii: 
 dacă numărul de noduri este par, să nu existe noduri cu gradul maxim; 
 numărul de noduri cu grad impar să fie par. 
Numărul minim de muchii care trebuie adăugate este egal cu jumătate 
din numărul de noduri cu grad impar. 

Scop: exemplificarea aplicaţiei în care soluţia problemei este un graf eulerian. 

Problema podurilor din oraşul Königsberg. 
În acest oraş există şapte poduri peste delta 
râului Pregel care leagă cele patru sectoare ale 
oraşului (figura 41). Problema constă în a stabili 
un traseu prin care un vizitator să parcurgă toate 
cele patru sectoare ale oraşului (A, B, C şi D), 
întorcându-se în punctul de unde a plecat, 
trecând peste fiecare pod o singură dată.   

Cele patru zone (notate 
cu A, B, C şi D) şi cele 
şapte poduri (notate cu a, b, c, d, e, şi f) reprezintă nodurile unui 
graf neorientat G33 (figura 42), iar muchiile reprezintă posibilitatea de 
a trece pe un pod dintr-o zonă, în altă zonă. Problema constă în a 
găsi în acest graf un ciclu care să parcurgă toate muchiile o singură 
dată, adică un ciclu eulerian. Matematicianul Euler a demonstrat 
matematic, în anul 1736, că această problemă nu are soluţii 
(că acest graf nu este eulerian). 

 

a b

c d

f 

e 
g 

Fig. 41

Fig. 42

GGG333222 

GGG333333 

Fig. 40 
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Teorema 19 

Un graf G=(X,U), care nu conţine noduri izolate, este eulerian dacă şi numai 
dacă este conex şi gradele tuturor nodurilor sunt numere pare. 

Demonstraţie. Notăm cele două propoziţii, astfel: 
(1) – Graful G nu conţine noduri izolate şi este eulerian. 
(2) – Graful G este conex şi gradele tuturor nodurilor sunt numere pare. 

Trebuie să demonstrăm că (1)(2) şi (2)(1). 
(1)(2)  
a. Graful este conex. Trebuie să demonstrăm că, oricare ar fi nodurile x şi y din graf, există un lanţ 
L(x,y) care le leagă. Pentru cele două noduri poate să apară una dintre următoarele situaţii: 
 Sunt adiacente ([x,y]U). Înseamnă că există lanţul L(x,y). 
 Nu sunt adiacente ([x,y]U). Deoarece graful nu are noduri izolate, înseamnă că există alte două 

noduri z şi w din graf care sunt adiacente cu câte unul dintre ele ([x,z]U şi [y,w]U). Deoarece 
graful este eulerian, există un ciclu care conţine toate muchiile grafului, inclusiv muchiile [x,z] şi 
[y,w]. Fie acest ciclu C = { x1, …, x, …, y, …, xk}. Acest ciclu conţine un lanţ L(x,y).   

Deoarece în ambele situaţii există un lanţ L(x,y), înseamnă că graful este conex. 
b. Gradele tuturor nodurilor sunt numere pare. Trebuie să demonstrăm că pentru un nod oarecare 
xX, d(x) este un număr par. Ciclul eulerian conţinând toate muchiile grafului, conţine şi toate 
nodurile grafului. Acest ciclu se poate reorganiza astfel încât nodul x să nu fie primul nod: C = { y, …, 
x, …, y}. Nodul x poate să apară în acest ciclu de p ori. Fiecare apariţie a nodului x în acest ciclu 
înseamnă existenţa a două muchii diferite incidente cu el. Rezultă că  d(x)=2p, adică un număr par.    

(2)(1) – prin reducere la absurd. 
Presupunem că graful G nu este eulerian. Graful fiind conex, nu conţine noduri izolate. Fie două noduri 
oarecare x şi y între care există o muchie ([x,y]U). Nodul y având gradul un număr par, înseamnă 
că există un nod z cu care formează o muchie ([y,z]U). Continuând în acest mod, se ajunge la un 
nod w care formează muchie cu nodul x ([w,x]U), deoarece şi gradul nodului x este un număr par. 
Rezultă că în graful G există un ciclu. Vom considera, dintre ciclurile care există în acest graf, ciclu C 
de lungime maximă, dar care, conform presupunerii făcute, nu conţine toate muchiile grafului. Pentru 
fiecare nod din acest ciclu se consumă două unităţi din gradul lui. Căutăm o muchie care nu face 
parte din ciclul C, dar este incidentă cu un nod din ciclul C. Această muchie există deoarece dacă nu 
ar fi, ciclul C ar forma o componentă conexă, ceea ce contrazice ipoteza că graful G este conex. Fie 
muchia [x,y]U, cu xC. Pornind de la această muchie, pe muchii care nu aparţin ciclului C, trecând 
prin noduri ale căror grade nu au fost epuizate, se obţine, după un număr finit de paşi, un nou ciclul C1 
care se închide în nodul x. Prin concatenarea celor două cicluri care au un nod comun (x), se obţine 
un ciclu de lungime mai mare decât ciclul C, ceea ce contrazice presupunerea că ciclu C are cea mai 
mare lungime. Înseamnă că el conţine toate muchiile grafului şi graful este eulerian.          

Observaţie. Această teoremă, precizând condiţiile necesare şi suficiente ca un graf să 
fie eulerian, poate fi folosită pentru a construi un algoritm care să verifice dacă un graf este 
eulerian. 

1. Verificaţi condiţiile din teoremă pentru graful eulerian G32 din figura 40. 
2. Verificaţi dacă graful G34=(X34,U34) cu X34={1,2,3,4,5,6.7} şi U34={[1,2], 

[1,3], [2,3], [2,4], [2,5], [3,5], [3,7], [4,5], [4,6], [4,7], [5,6]} este eulerian. 
Dacă graful este eulerian, găsiţi un ciclu eulerian şi verificaţi dacă graful îndeplineşte condi-
ţiile precizate în teoremă. 

3. Demonstraţi că într-un graf conex G există două noduri diferite x şi y legate printr-un lanţ 
eulerian – dacă şi numai dacă ele sunt singurele noduri cu grad impar din graf. 

4. Desenaţi toate grafurile euleriene cu 4 noduri. 
5. Verificaţi dacă graful conex G35=(X35,U35) cu X35={1,2,3,4,5,6.7,8} şi U35={[1,2], [1,4], [2,3], 

[2,4], [2,5], [3,6], [4,5], [4,7], [5,6], [5,7], [5,8], [6,8], [7,8]} poate fi făcut eulerian prin adăugare 
de muchii. În caz afirmativ, precizaţi câte muchii trebuie adăugate şi care sunt aceste muchii. 
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6. Verificaţi dacă graful neconex G36=(X36,U36) cu X36={1,2,3,4,5,6.7,8,9,10,11} şi U36={[1,2], 
[2,4], [3,4], [4,5], [4,6], [5,6], [5,7], [6,7], [8,9], [8,11], [9,10], [9,11], [10,11] } poate fi făcut 
eulerian prin adăugare de muchii. În caz afirmativ, precizaţi câte muchii trebuie adăugate 
şi care sunt aceste muchii. Găsiţi un algoritm pentru generalizarea problemei. 

7. Să se dea exemple de următoarele grafuri: 
a. să nu fie hamiltonian şi nici eulerian; 
b. să fie hamiltonian, dar nu eulerian:  
c. să nu fie hamiltonian, dar să fie eulerian:  
d. să fie hamiltonian şi eulerian.  

Algoritmul pentru parcurgerea unui graf eulerian 

Pentru a implementa graful se foloseşte matricea de adiacenţă a şi vectorul g în care se 
memorează gradul fiecărui nod, care se calculează cu funcţia grad(). Algoritmul care  
determină dacă un graf este eulerian verifică dacă graful îndeplineşte condiţiile precizate 
în teoremă: 

 Nodurile izolate. Se verifică dacă graful are sau nu noduri izolate. Dacă are noduri izo-
late se consideră că graful nu este eulerian. În implementarea algoritmului se foloseşte 
funcţia izolat() care testează gradul nodurilor şi furnizează un rezultat logic: true (1) 
dacă cel puţin un nod are gradul 0 şi false (1) dacă nici un nod nu are gradul 0. 

 Gradul nodurilor. Se verifică dacă gradul fiecărui nod este par. În implementarea algorit-
mului se foloseşte funcţia grad par() care furnizează un rezultat logic: false (0) dacă cel 
puţin un nod are gradul impar şi true (1) dacă nici un nod nu are gradul impar. 

 Conexitatea. Se verifică dacă graful este conex. Pentru aceasta se va parcurge graful 
în adâncime şi se verifică dacă rămân noduri care nu au fost vizitate. În implementarea 
algoritmului se foloseşte vectorul vizitat pentru a ţine evidenţa nodurilor vizitate. 
Conexitatea se verifică prin funcţia conex()care furnizează un rezultat logic: false (0) 
dacă cel puţin un nod nu a fost vizitat şi true (1) dacă toate nodurile au fost vizitate. 

Pentru testarea condiţiilor necesare ca un graf să fie eulerian se foloseşte variabila eulerian 
care are valoarea logică: false (0) dacă graful nu este eulerian şi true (1) dacă graful este 
eulerian.  

Dacă graful este eulerian se poate determina un ciclu eulerian. Acest algoritm foloseşte 
demonstraţia de la teorema precedentă. Construirea ciclului eulerian se face astfel: 
PAS1. Se porneşte dintr-un nod oarecare din graf şi se construieşte din aproape în aproape 

ciclul C, pe muchii incidente care există în graf, scăzând gradele nodurilor prin care 
trece şi eliminând muchiile. 

PAS2. Cât timp mai există muchii care nu fac parte din ciclul C execută: se alege un nod 
din ciclul C pentru care mai există muchii incidente care nu fac parte din ciclul C, se 
construieşte ciclul C1 şi se concatenează ciclul C1 la ciclul C.      

Soluţia se va obţine într-un vector c care conţine nodurile parcurse care au fost adăugate la 
ciclul eulerian. Vectorul c1 se foloseşte pentru extinderea ciclului eulerian. Se mai folosesc 
următoarele variabile de memorie: 
 n – numărul de noduri şi m – numărul de muchii; 
 i, j, k – contori pentru parcurgerea matricei de adiacenţă şi a vectorilor folosiţi; 
 q – variabilă în care se păstrează nodul de la care începe ciclul c1; 
 p – variabilă în care se păstrează lungimea logică a vectorului c1. 
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Algoritmul pentru determinarea ciclului eulerian este următorul: 

PAS1. Se citesc valorile pentru variabilele de memorie n şi m şi matricea de adiacenţă a. 
PAS2. Se verifică dacă graful este eulerian, adică dacă îndeplineşte condiţia să nu aibă 

noduri izolate, nodurile să aibă grade pare şi să fie conex: (în implementarea 
algoritmului: eulerian=!v_izolat()&&grad_par()&& conex()). 

PAS3. Dacă graful nu este eulerian (variabila eulerian are valoarea false), atunci se afi-
şează mesajul 'Graful nu este eulerian' şi se termină algoritmul; altfel, se scrie mesa-
jul 'Graful este eulerian' şi se trece la Pasul 4 pentru a determina un ciclu eulerian. 

PAS4. Se pleacă dintr-un nod oarecare (de exemplu, nodul 1: c[1]=1). 
PAS5. Execută următorii paşi pentru a construi în vectorul c un prim ciclu prin parcur-

gerea din aproape în aproape a muchiilor grafului, pornind de la nodul cu eticheta j 
egală cu 1: j=1  (acest ciclu există, deoarece gradul nodului de pornire este par, 
ceea ce înseamnă că oricare ar fi muchia pe care se porneşte, mai există cel 
puţin o muchie care soseşte în acest nod).  

PAS6. Cât timp nu s-a găsit o muchie între nodul curent k din coada c (c[k]) şi 
un alt nod j din graf (j<=n)  execută: 

PAS7. Dacă există o muchie între nodul curent k din coada c (c[k]) şi un alt 
nod j din graf (a[c[k]][j]==1), atunci se trece la Pasul 8; altfel, se 
trece la Pasul 11. 

PAS8. Se adaugă nodul j la coada c (k=k+1;c[k]=j;). 
PAS9. Se micşorează cu o unitate gradul celor două noduri parcurse (g[j]--; 

g[c[k-1]]--;). 
PAS10. Se şterge din matricea de adiacenţă muchia parcursă (a[c[k]][j]=0; 

a[j][c[k]]=0;).  
PAS11.  Se trece la următorul nod prin incrementarea lui j  (j=j+1) şi se 

revine la Pasul 6.  
Până când nodul curent din coada c (c[k]) este diferit de nodul de pornire. 

PAS12. Cât timp mai există muchii care nu au fost incluse în ciclu (k-1<m) execută 
PAS13. Se caută în coada c un nod i de plecare pentru ciclul c1, adică un nod 

pentru care mai există muchii incidente cu el care nu au fost parcurse 
(grad[c[i]]>0). 

PAS14. Se iniţializează cu acest nod ciclul c1 (c1[1]= c[i]) şi se memorează 
acest nod în variabila q. 

PAS15. Se construieşte un nou ciclu parcurgând – din algoritm – pentru coada c1, 
de la Pasul 5 până la Pasul 11. Acest ciclu va avea p elemente. 

PAS16. Se concatenează ciclul c1 cu ciclul c astfel: mai întâi se deplasează elementele 
din vectorul c, începând din poziţia q, cu p poziţii spre dreapta, după care se 
intercalează, între poziţia q şi poziţia q+p, elementele vectorului c1. 

PAS17. Se afişează elementele vectorului c. 

#include<fstream.h> 
typedef stiva[20]; 
int n,a[20][20],vizitat[20],vf,k,m,g[20],p=1,c[20],c1[20]; 
stiva st; 
fstream f("graf e.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă}    
void init(int i) {vf=1; st[vf]=i; vizitat[i]=1;} 
int este_vida() {return vf==0;} 
void  adaug(int i) {vf++; st[vf]=i; vizitat[i]=1;} 
void  elimin() {vf--;} 
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void  prelucrare() 
{int i=1; k=st[vf]; 
 while (i<=n && (a[i][k]==0 || (a[i][k]==1 && vizitat[i]==1))) i++; 
 if (i==n+1) elimin(); else {p++; adaug(i);}} 
int conex() 
{k=1; init(k); 
 while (!este_vida()) prelucrare(); 
 return (p==n);} 
void grad() 
{for(int i=1;i<=n;i++) 
   for (int j=1;j<=n;j++) if (a[i][j]==1) {g[i]++;m++;}  m=m/2;} 
int izolat() 
{for(int i=1;i<=n;i++) if (g[i]==0) return 1; 
 return 0;} 
int grad_par() 
{for(int i=1;i<=n;i++) if (g[i]%2==1) return 0; 
 return 1;} 
void ciclu() 
{int i,j,k=1,p,q,gasit; 
 c[1]=1; 
 do  for(j=1,gasit=0;j<=n && !gasit;j++) 
        if (a[c[k]][j]==1) 
           {k=k+1; c[k]=j; a[c[k-1]][j]=0; a[j][c[k-1]]=0; 
            g[j]--; g[c[k-1]]--; gasit=1;} 
 while(c[k]!=1); 
 while (k-1<m) 
  {for(i=1,q=0;i<=k-1 && q==0;i++) 
     if (g[c[i]]>0) {c1[1]=c[i]; q=i;} 
    p=1; 
    do  for(j=1,gasit=0;j<=n && !gasit;j++) 
           if (a[c1[p]][j]==1) 
             {p=p+1; c1[p]=j; a[c1[p-1]][j]=0; a[j][c1[p-1]]=0; 
              g[j]--; g[c1[p-1]]--; gasit=1;} 
    while(c1[p]!=c1[1]); 
    for(j=k;j>=q;j--)  c[j+p-1]=c[j]; 
    for(j=1;j<=p-1;j++)  c[j+q]=c1[j+1]; 
    k=k+p-1;}} 
void main() 
{int eulerian; citeste(); grad(); 
 eulerian=!(izolat()) && grad par() && conex(); 
 if (!eulerian) cout<<"graful nu este eulerian "; 
  else {cout<<"graful este eulerian"<<endl; 
        ciclu(); cout<<"ciclul eulerian este: "; 
        for(int i=1;i<=m+1;i++) cout<<c[i]<<" ";}} 
Observaţie. Dacă graful conţine noduri izolate, algoritmii anteriori se pot aplica pe subgra-
ful conex care se obţine după înlăturarea nodurilor izolate.   

1. Determinaţi complexitatea algoritmului de găsire a unui ciclu eulerian.  
2. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf_e1.txt matricea de 

adiacenţă a unui graf eulerian şi, de pe ultimul rând, un şir de numere 
care reprezintă etichete de noduri – şi care verifică dacă şirul de etichete reprezintă un 
ciclu eulerian. 
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3. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf_e2.txt matricea de adiacenţă a unui 
graf neorientat care poate conţine noduri izolate şi care verifică dacă graful este un graf 
eulerian, iar dacă este graf eulerian, afişează ciclul eulerian. 

4. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf_e3.txt matricea de adiacenţă unui graf 
neorientat conex şi care verifică dacă graful este un graf eulerian, iar dacă nu este, verifică 
dacă poate fi făcut eulerian – în acest caz, se precizează numărul de muchii care trebuie 
adăugate şi care sunt aceste muchii. 

2.7.10.4. Graful turneu  

Un graf orientat în care, între oricare două noduri există un singur arc 
 şi numai unul, se numeşte graf turneu. 

Exemplu – Graful G37 din figura 43  

Observaţii  
1. Arcul dintre două noduri poate avea oricare dintre cele două orientări. 
2. Graful turneu este un graf complet. 

Teorema 20 

Orice graf turneu conţine un drum elementar care trece prin toate nodurile grafului. 

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Presupunem că nu există un drum elementar care trece 
prin toate nodurile grafului. Considerăm D(xi,xj) un drum de lungime maximă din graf şi un nod  
xD(xi,xj). Graful turneu fiind un graf complet, înseamnă că nodul x este adiacent cu orice nod din 
drumul D(xi,xj), inclusiv cu nodurile xi şi xj. Pot să apară următoarele situaţii: 
 Există arcul [x,xi]. În acest caz, înseamnă că există drumul D(x,xj) mai lung decât drumul 

D(xi,xj), ceea ce contrazice ipoteza. 
 Există arcul [xj,x]. În acest caz, înseamnă că există drumul D(xi,x) mai lung decât drumul 

D(xi,xj), ceea ce contrazice ipoteza. 
 Nu există arcele [x,xi] şi [xj,x]. Deoarece graful este complet, înseamnă că există arcele [xi,x] 

şi [x,xj]. Dacă pentru orice nod xkD(xi,xj) există arce numai cu sensul [xk,x], înseamnă că 
există drumul D1(xi,xj) mai lung decât drumul D(xi,xj), deoarece conţine în plus muchiile [xj-1,x] 
şi [x,xj]. Dacă pentru orice nod xkD(xi,xj) există arce numai cu sensul [x,xk], înseamnă că 
există drumul D2(xi,xj) mai lung decât drumul D(xi,xj), deoarece conţine în plus muchiile [xi,x] şi 
[x,xi+1]. Dacă există două noduri adiacente xk şi xk+1, care aparţin drumului D(xi,xj) pentru care 
arcele incidente cu nodul x au sensuri contrare, se obţine un drum D3(xi,xj) mai lung decât 
drumul D(xi,xj), deoarece conţine şi arcele [xk,x] şi [x,xk+1], ceea ce contrazice ipoteza.  

Rezultă că drumul D(xi,xj) conţine toate nodurile din graf. 

Propoziţia 10 

Pentru orice graf turneu, există un nod x, astfel încât toate nodurile y≠x sunt 
accesibile din x pe un drum care conţine un arc sau două arce. 

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Considerăm nodul x cu gradul extern maxim – p. 
Înseamnă că între nodul x şi celelalte p noduri există un drum format dintr-un singur arc. Să 
presupunem că printre celelalte noduri există un nod y care nu este accesibil din nodul x prin două 
arce. Înseamnă că din acest nod pleacă p arce către nodurile care sunt accesibile printr-un singur 
arc din nodul x şi un arc către nodul x. Înseamnă că nodul y are gradul p+1, mai mare decât gradul 
nodului y, ceea ce contrazice ipoteza.    

Propoziţia 11 

Pentru orice nod xi dintr-un graf turneu cu n noduri, d+( xi) + d–(xi) = n-1. 

Fig. 43 
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Demonstraţie. În graful turneu, fiecare nod xi fiind legat de celelalte n-1 noduri xj din graf printr-un 
arc şi numai unul, înseamnă că orice nod xi este incident cu n-1 arce şi suma dintre gradul intern şi 
gradul extern este egală cu n-1.   

Propoziţia 12 

Într-un graf turneu cu n noduri 2
n

n

1i
i

n

1i
i C)x(d)x(d  







 , unde xi este un nod din graf. 

Demonstraţie. În orice graf neorientat suma dintre gradele interne şi gradele externe este egală cu 
numărul de arce m; iar numărul de arce într-un graf turneu se determină la fel ca şi în cazul unui graf 
complet neorientat Kn.   

Propoziţia 13 

Într-un graf turneu 






 
n

1i

2
i

n

1i

2
i )x(d)x(d , unde xi este un nod din graf. 

Demonstraţie. d+(xi)
2 + d–(xi)d+(xi) = (n-1)d+(xi) şi d

–(xi)
2 + d+(xi)d–(xi) = (n-1)d–(xi). Scăzând 

cele două identităţi, obţinem d+(xi)
2 - d–(xi)

2 = (n-1)(d+(xi) - d–(xi)). Adunând această identitate 
pentru toate nodurile xi obţinem:  

0)mm()1n())x(d)x(d()1n()x(d)x(d
n

1i
i

n

1i
i

n

1i

2
i

n

1i

2
i  















  

1. Demonstraţi că un graf turneu este tare conex, dacă şi numai dacă 
conţine un ciclu elementar care trece prin toate nodurile grafului.  

2. Scrieţi un program care citeşte din fişierul text graf_t.txt matricea de 
adiacenţă a unui graf orientat şi care verifică dacă graful este un graf turneu. 

3. Demonstraţi că numărul de grafuri turneu care se pot construi cu n noduri este 
2
nC2 . 

Scop: exemplificarea unei aplicaţii în care soluţia problemei este un graf turneu. 

Enunţul problemei. Pentru un concurs hipic s-au montat n obstacole. Pentru a parcurge 
traseul concursului, călăreţii pot începe cu orice obstacol, trebuie să treacă peste toate 
obstacolele, iar de la un obstacol la altul pot circula într-un singur sens, stabilit înaintea 
concursului. Să se precizeze ce trasee poate urma un călăreţ.    
Obstacolele formează nodurile unui graf orientat, în care fiecare două noduri sunt legate de 
un arc. Deoarece drumul dintre două obstacole nu poate fi parcurs decât într-un singur 
sens, înseamnă că graful concursului este un graf turneu. A determina un traseu 
pentru parcurgerea obstacolelor, înseamnă a determina în graful turneu un drum 
elementar care trece prin toate nodurile grafului.  

Algoritmul pentru parcurgerea grafului turneu 
Pentru a determina drumul elementar care trece prin toate nodurile grafului se poate folosi 
fie metoda backtracking, fie următorul algoritm, prin care se extrag cele n noduril ale 
drumului într-un vector D. În acest algoritm, se iniţializează vectorul cu nodurile cu etiche-
tele 1 şi 2 sau 2 şi 1, în funcţie de arcul care există [1,2], respectiv [2,1], după care se 
inserează în vectorul drumului şi celelalte noduri, în funcţie de arcele care există în graf:   

PAS1. Dacă există arcul  [1,2], atunci D[1]=1 şi D[2]=2; altfel, D[1]=2 şi D[2]=1. 
PAS2. Se iniţializează lungimea drumului, m, cu 2.  

Temă 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



270                                                          Implementarea structurilor de date 

PAS3. Pentru nodurile cu eticheta i de la 3 până la n execută: 
PAS4. Dacă există arcul [i,1], atunci poziţia de inserare k a nodului i este 1 şi 

se trece la Pasul 7; altfel, pentru a parcurge nodurile din drum se iniţiali-
zează indicele j cu valoarea 1 şi se trece la Pasul 5. 

PAS5. Cât timp nu s-a ajuns la capătul vectorului D (indicele j nu are valoarea m) şi 
nu s-a găsit poziţia de inserare a  nodului i, execută: 

PAS6. Dacă există arcul între nodul cu indicele j din drum şi nodul i şi 
există şi arcul între nodul i şi nodul cu indicele j+1 din drum, atunci 
poziţia de inserare k este j+1; altfel, se trece la următorul nod din 
drum prin incrementarea variabilei j şi se revine la Pasul 6. 

PAS7. Se deplasează elementele vectorului din poziţia k (de inserare) spre 
dreapta. 

PAS8. Se inserează nodul i în poziţia k. 
PAS9. Se incrementează lungimea m a drumului D şi revine la Pasul 3. 

Implementarea algoritmului. Informaţiile despre graful neorientat se găsesc în fişierul 
graf_t.txt: pe prima linie numărul de noduri, apoi matricea de adiacenţă. Nodurile drumului 
elementar vor fi generate în vectorul D. Se folosesc următoarele funcţii: citeste()pentru 
a citi matricea de adiacenţă din fişier, generare()pentru a genera vectorul D şi 
afişare()pentru a afişa drumul elementar găsit. În funcţia generare() se folosesc 
următoarele variabile locale: i – pentru eticheta nodului care se adaugă la drum, j – pentru 
a căuta eticheta nodului după care se inserează în drum nodul cu eticheta i, k – pentru 
poziţia în care se inserează în vectorul drumului nodul cu eticheta i, m – pentru lungimea 
drumului la un moment dat (numărul de noduri adăugate la drum) şi  gasit – pentru a şti 
dacă s-a găsit poziţia de inserare a nodului i în vector (este o variabilă logică – pentru 
fiecare nod i este iniţializată  cu valoarea False – 0 –, cu semnificaţia că nu s-a găsit încă 
poziţia de inserare). Pentru testarea programului se foloseşte graful G37.  

#include<fstream.h> 
int n,a[10][10],D[10]; 
fstream f("graf t.txt",ios::in); 
void citeste() {//se citeşte matricea de adiacenţă }    
void generare() 
{int i,j,k,m=2,gasit; 
 if (a[1][2]==1){D[1]=1; D[2]=2;} 
           else {D[1]=2; D[2]=1;} 
 for (i=3;i<=n;i++) 
   {if (a[i][D[1]]==1) k=1; 
      else 
       {for (j=1,gasit=0;j<=n && !gasit;j++) 
         if (a[D[j]][i]==1 && a[i][D[j+1]]==1) gasit=1; 
        k=j+1;} 
     for (j=m+1;j>k;j--) D[j]=D[j-1]; 
     D[k]=i; m++;}} 
void afisare() 
{for (int i=1;i<=n;i++) cout<<D[i]<<" ";} 
void main() {citeste(); generare(); afisare();} 
  

Dacă graful G37 din figura 43 este graful unui concurs hipic, determinaţi 
traseul pe care trebuie să-l parcurgă un călăreţ.  Temă 
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2.7.10.5. Aplicaţii practice 

1. Graful migraţiei păsărilor călătoare este un graf bipartit, cele două mulţimi fiind formate 
din locaţiile din zona rece şi locaţiile din zona caldă. Verificaţi dacă acest graf este un 
graf bipartit complet. În caz afirmativ, ce concluzie trageţi despre migraţia speciei de 
păsări studiate? 

2. Consideraţi că graful din figura 39 reprezintă graful oraşelor prin care trebuie să treacă 
voiajorul comercial. Adăugaţi fiecărei muchii distanţa în kilometri între oraşe. Scrieţi un 
program care să rezolve problema voiajorului comercial – care să găsească traseul cu 
costul minim. Indicaţie. Fiecare ciclu hamiltonian găsit (nodurile depuse în stivă), va fi 
memorat într-o matrice cu n coloane, numărul de linii fiind egal cu numărul de cicluri 
găsite. Alegeţi din ciclurile găsite pe cel cu costul minim.  

3. Jocul icosian a fost inventat de William Hamilton în anul 1857. Era un dodecaedru regu-
lat confecţionat din lemn (un poliedru cu 12 feţe sub formă de pentagoane regulate) şi 
care avea în fiecare vârf câte un cui care era marcat cu numele unui oraş (figura 44). Cu 

ajutorul unei sfori, care trecea prin fiecare cui o singură dată, trebuia să 
se găsească un traseu care să parcurgă toate oraşele (să parcurgă 
toate muchiile dodecaedrului) cu revenire la oraşul de plecare. Scrieţi 
un program care să găsească soluţii pentru 
acest joc, în trei variante: a) se cunoaşte ora-
şul de plecare; b) se cunosc primele două 
oraşe prin care trebuie să treacă traseul; c) se 
cunosc primele trei oraşe prin care trebuie să 

treacă traseul. Etichetele oraşelor iniţiale se comunică de la 
tastatură. Indicaţie. Dodecaedrul poate fi reprezentat cu ajutorul 
unui graf neorientat, în care trebuie să se găsească un circuit 
hamiltonian. Nodurile sunt cele 20 de vârfuri ale poliedrului 
(figura 45). 

4. Jocul de şah. Să se găsească un traseu de acoperire a tablei 
de şah cu una dintre piese (piesa trebuie să treacă o singură dată prin fiecare dintre 
cele 64 de pătrate ale tablei de şah şi să revină la punctul de plecare). Piesa poate fi: 
a. calul – se deplasează în formă de L (problema a fost studiată de Euler în anul 1759);  
b. dama –  se deplasează în oricare dintre pătratele adiacente; 
c. nebunul – se deplasează numai în pătratele aflate pe diagonala pătratului în care se 

găseşte; 
d. tura – se deplasează numai în pătratele aflate pe verticală sau pe orizontală faţă de 

pătratul în care se găseşte. 
Indicaţie. Tabla de şah poate fi reprezentată cu ajutorul unui graf neorientat în care tre-
buie să se găsească un circuit hamiltonian. Nodurile sunt cele 64 de pătrate ale tablei 
de şah, iar între două noduri există muchie numai dacă piesa poate să se deplaseze 
între cele două pătrate, conform regulilor jocului. 

5. Scrieţi un program care să demonstreze că problema podurilor din oraşul Königs-
berg nu are soluţii. 

6. O persoană doreşte să viziteze mai multe cabane, legate prin trasee turistice, astfel 
încât să parcurgă fiecare traseu o singură dată şi să se reîntoarcă la locul de plecare. 
Legătura directă dintre două cabane este caracterizată prin timpul necesar parcurgerii 
traseului de munte (costul asociat fiecărei muchii). Scrieţi un program care să găsească 
traseul turistic şi care să determine timpul necesar parcurgerii lui. 

Fig. 44 

Fig. 45 
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7. Masa rotundă a regelui Arthur. Scrieţi un program care să afişeze soluţia aranjării la 
masa rotundă a regelui Arthur a celor 2n cavaleri, ştiind că fiecare dintre cavaleri are n-1 
duşmani şi că la masă nici un cavaler nu trebuie să stea lângă duşmanul lui. Indicaţie. 
Relaţiile dintre cavaleri pot fi reprezentate cu ajutorul unui graf neorientat în care nodu-
rile sunt cavalerii, iar muchiile leagă numai cavaleri care nu sunt duşmani. Demonstraţi 
că acest graf este un graf eulerian şi găsiţi un ciclu eulerian.    

8. Scrieţi un program care să găsească soluţia de a desena figura 46 
fără a ridica creionul de pe hârtie şi fără a trece cu creionul pe o 
latură deja desenată. Indicaţie. Figura geometrică poate fi repre-
zentată printr-un graf neorientat, în care nodurile sunt vârfurile 
figurii, iar muchiile, laturile. Problema constă în a găsi în acest graf, 
care nu este eulerin, un lanţ eulerian. 

9. O competiţie sportivă se desfăşoară prin meciuri directe între doi participanţi. Nu există 
meciuri nule şi nici meciuri eliminatorii (trebuie să existe câte un meci între fiecare doi 
participanţi). Scrieţi un program care să afişeze o soluţie de organizare a competiţie 
sportive (ordinea de desfăşurare a meciurilor). Indicaţie. Deoarece doi participanţi nu 
joacă împreună decât un singur meci, meciul va fi definit prin relaţia nesimetrică 
sportivul x joacă cu sportivul y (adică, dacă sportivul x joacă cu sportivul y, atunci 
sportivul y nu mai joacă cu sportivul x). Graful campionatului este un graf orientat, în 
care nodurile reprezintă sportivii, iar muchiile, meciurile. Prin modul de organizare a 
competiţiei, el este un graf turneu.  

Adevărat sau Fals: 
1. Nodul x este incident cu nodul y dacă formează împreună o muchie.  
2. Gradul intern al unui nod dintr-un graf orientat este egal cu numărul de arce care ies 

din nod. 
3. Într-un graf orientat, mulţimea predecesorilor unui nod este formată din mulţimea 

nodurilor de la care ajung arce care intră în nod. 
4. Într-un graf orientat, suma gradelor interne şi a gradelor externe ale tuturor nodurilor 

este egală cu dublul numărului de muchii. 
5. Matricea de incidenţă a unui graf orientat este o matrice binară. 
6. Într-un graf orientat, numărul de vecini ai unui nod este egal cu suma dintre gradul 

intern şi gradul extern ale nodului. 
7. Lista de adiacenţă a unui graf orientat este formată din listele vecinilor fiecărui nod 

din graf. 
8. Graful nul conţine numai noduri izolate. 
9. Un graf neorientat cu 5 noduri poate conţine maxim 10 muchii. 
10. Un graf orientat cu 4 noduri poate conţine maxim 12 arce. 
11. Un subgraf se obţine prin eliminarea unor muchii (arce) din graf. 
12. Într-un lanţ elementar fiecare muchie se parcurge o singură dată. 
13. Într-un ciclu elementar o muchie poate fi parcursă de mai multe ori. 
14. Un drum este un lanţ într-un graf orientat. 
15. În matricea drumurilor elementul a[i][j] are valoarea 1 numai dacă există un drum de 

la nodul i la nodul j şi un drum de la nodul j la nodul i. 
16. O componentă conexă a unui graf este un graf parţial conex al acestuia. 
17. Prin parcurgerea în lăţime a unui graf se pot determina componentele conexe ale grafului. 

Fig. 46 
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18. Un graf conex cu n noduri şi n-1 muchii conţine cel puţin un ciclu. 
19. Un graf tare conex este un graf orientat conex. 
20. Un graf bipartit complet este un graf complet care este bipartit. 
21. Cu patru noduri se pot genera 14 grafuri bipartite complete. 
22. Un graf hamiltonian poate conţine noduri izolate. 
23. Dacă într-un graf cu n noduri (n3) gradul fiecărui nod este mai mic decât n/2, atunci 

graful nu este hamiltonian. 
24. Lanţul eulerian este un lanţ elementar care parcurge toate muchiile grafului. 
25. Un graf eulerian poate conţine p componente conexe, cu condiţia ca p-1 componente 

conexe să fie formate numai din noduri izolate. 
26. Într-un graf turneu cu n noduri, suma dintre gradul intern şi gradul extern ale oricărui 

nod este n. 
27. Numărul de arce dintr-un graf turneu cu n noduri este n(n-1)/2.   

Alegeţi: 
1. Determinaţi numărul total de grafuri neorientate distincte cu 3 noduri. Două grafuri se 

consideră distincte dacă matricea lor de adiacenţă diferă.  
a.  4   b.  7   c.  64                d.  8  

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 
2. Numărul de grafuri orientate care se pot construi cu 3 noduri este:  

a.  8   b.  9   c.  64                d.  16  
3. Numărul maxim de arce într-un graf orientat cu 5 noduri este:  

a.  5   b.  10   c.  20                d.  25  

Următorii 12 itemi se referă la graful neorientat cu 8 noduri şi având muchiile [1,2], [1,3], 
[1,4], [1,5], [2,3], [3,4], [3,7], [4,7], [4,5]. 
4. Numărul de noduri care au gradul maxim este:  

a.  1   b.  2   c.  4                d.  3  
5. Numărul de noduri izolate este:  

a.  1   b.  2   c.  0                d.  3  
6. Numărul de elemente de 0 din matricea de adiacenţă este:  

a.  9   b.  18   c.  20                d.  46  
7. Numărul de elemente de 0 din matricea de incidenţă este:  

a.  18  b.  9   c.  36                d.  54  
8. Suma elementelor de pe linia 1 din matricea de incidenţă este:  

a.  8   b.  4   c.  2                d.  6  
9. Numărul de cicluri elementare de lungime 4 este:  

a.  4   b.  3   c.  6                d.  5  
10. Numărul de lanţuri elementare de lungime 4 este:  

a.  16  b.  8   c.  10                d.  22  
11. Numărul de lanţuri elementare între nodul 1 şi nodul 7 este:  

a.  6   b.  3   c.  4                d.  8  
12. Numărul de subgrafuri cu 3 noduri care se pot obţine din graf este:  

a.  10  b.  3   c.  20                d.  56  
13. Numărul de grafuri parţiale cu 7 muchii care se pot obţine din graf este:  

a.  72  b.  18   c.  36                d.  9  
14. Numărul minim de muchii care se pot elimina din componenta conexă {1,2,3,4,5,7} a 

grafului pentru a se obţine un graf parţial neconex este:  
a.  1   b.  4   c.  3                d.  2  
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0 1 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 0 1 0

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

15. Numărul maxim de muchii care se pot elimina din componenta conexă {1,2,3,4,5,7} a 
grafului pentru a se obţine un graf parţial conex este:  
a.  5   b.  4   c.  3                d.  2  

Următorii 11 itemi se referă la graful orientat cu 6 noduri şi cu arcele [1,2], [1,3], [1,4], 
[1,5], [2,3], [3,1], [3,4], [3,6], [4,1], [4,5], [4,6], [6,4]. 
16. Numărul de noduri care au gradul intern egal cu gradul extern este:  

a.  1   b.  2   c.  4                d.  3  
17. Numărul de elemente de 0 din matricea de adiacenţă este:  

a.  9   b.  18   c.  26                d.  24  
18. Numărul de elemente de 1 din matricea de incidenţă este:  

a.  22  b.  11   c.  6                d.  8  
19. Suma elementelor de pe linia 4 din matricea de incidenţă este:  

a.  8   b.  4   c.  0                d.  6  
20. Suma gradelor externe şi a gradelor interne ale tuturor nodurilor este:  

a.  12  b.  24   c.  20                d.  14  
21. Numărul de cicluri elementare de lungime 4 este:  

a.  4   b.  3   c.  0                d.  6  
22. Numărul de lanţuri elementare de lungime 4 este:  

a.  16  b.  8   c.  10                d.  22  
23. Numărul de circuite elementare de lungime 4 este:  

a.  2   b.  4   c.  3                d.  5  
24. Numărul de lanţuri elementare între nodul 1 şi nodul 6 este:  

a.  6   b.  3   c.  4                d.  8  
25. Numărul de drumuri elementare între nodul 1 şi nodul 6 este:  

a.  6   b.  3   c.  4                d.  5  
26. Numărul de componente tare conexe este:  

a.  1   b.  3   c.  2                d.  4  
27. Se consideră graful neorientat dat prin matricea de adiacenţă alăturată. În 

graf, nodurile sunt numerotate de la 1 la 4, corespunzător liniilor tabloului. 
Să se determine câte perechi de noduri neadiacente există în graf. Se con-
sideră perechile neordonate (perechea 1–2 este aceeaşi cu perechea 2–1).      
a.  1           b.  2             c.  3         d.  4  

(Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 
28. Se consideră graful neorientat din figura alăturată. Să se determine 

care dintre următoarele liste reprezintă lista de adiacenţă a nodului 3:    
a.  1 2 4           b.  3 1 2 4               c.  2 4    d.  1 3 4 

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 

29. Se consideră un graf orientat având matricea de adiacenţă alăturată. 
Stabiliţi care dintre nodurile grafului au gradul intern egal cu gradul extern. 
a.  3   b.  1   c.  0                d.  2  

(Bacalaureat – Simulare 2003) 
30. Într-un graf neorientat cu n noduri numărul maxim de muchii ce pot exista este:  

a.  n(n+1)/2  b.  n(n-1)/2        c.  n(n-1)           d. n2
  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
31. Numărul maxim de muchii într-un graf neorientat cu 8 noduri care nu conţine niciun 

ciclu este:   
a.  4        b.  8         c.  27          d. 7  

(Bacalaureat – Simulare 2005) 
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32. Ştiind că un graf neorientat fără noduri izolate are 7 muchii şi 8 noduri, stabiliţi 
numărul maxim de componente conexe din care poate fi format acesta.   
a.  1       b.  2        c.  3          d. 4  

(Bacalaureat – Sesiunea august 2005) 
33. Se consideră graful din figura alăturată. Determinaţi matricea de 

adiacenţă corespunzătoare: 

 
(Bacalaureat – Simulare 2003) 

34. Se consideră graful neorientat din figura alăturată. Să se determine 
eticheta nodului care are lista de adiacenţă 2 3 5.  
a.  5        b.  4        c.  3                     d. 1  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
35. Se consideră un graf orientat dat prin listele de adiacenţă: 1) 2 4  2) 4   3) 1 5    4)  4 2 

3   5)  2 3 4. Stabiliţi numărul de noduri care au gradul intern egal cu gradul extern.  
a.  3        b.  1         c.  3          d. 2  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
36. Numărul minim de noduri dintr-un graf neorientat cu 12 muchii, fără noduri izolate, graf 

format din exact 3 componente conexe:   
a.  7        b.  8         c.  9          d. 10  

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2005) 
37. Numărul minim de componente conexe ale unui graf neorientat cu 9 muchii şi 12 

noduri este::   
a.  2        b.  3         c.  4          d. 5  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2005) 
38. Care este numărul minim de muchii care pot fi plasate într-un graf neorientat cu 53 de 

noduri, astfel încât să nu existe nici un nod izolat?    
a.  27        b.  26         c.  53          d. 52  

39. Se consideră un graf neorientat G cu 8 noduri şi 16 muchii. Numărul de noduri izolate 
din G este:    
a.  exact 1            b.  exact 0        c.  cel mult 1 d. cel mult 2  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
40. Stabiliţi care dintre următoarele matrice de adiacenţă corespunde grafului 

din figura alăturată.   

(Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 
41. Într-un graf neorientat cu 20 de noduri numerotate de la 1 la 20 există muchii numai 

între perechile de noduri i şi j cu proprietatea abs(i-j)>1. Numărul de valori egale cu 1 
din matricea de adiacenţă corespunzătoare grafului este:    
a.  190      b.  362  c.  340   d. 171  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 

0 1 1 1 
1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 0 1 0 

a) 0 1 0 1 
1 0 1 0 
0 1 0 1 
1 0 1 0

b) 1 1 0 1 
1 1 0 1 
0 0 1 1 
1 1 1 1 

c) 0 1 0 1 
1 0 0 1 
0 0 0 1 
1 1 1 0 

d)

0 1 1 0 
1 0 1 0 
1 1 0 1 
0 0 1 0 

a) 0 1 0 1 0 
1 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 
1 1 0 0 0 
0 0 0 1 0 

b) 0 0 0 1 
0 0 1 1 
0 1 0 1 
1 1 1 0 

d) 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
1 0 0 0 1
1 1 0 1 0

c)
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0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 0

0 1 0 1 0
1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
1 1 1 0 1
0 0 1 1 0

0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 1
0 0 1 0

0 1 0 1
1 0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 0

42. Care este matricea de adiacenţă a unui graf neorientat cu 4 noduri, 2 muchii şi cel 
puţin un nod izolat? 

(Bacalaureat – Simulare 2004) 
43. Se consideră un graf orientat cu 6 noduri etichetate cu numere de la 1 la 6 şi 6 arce 

astfel încât există un arc de la fiecare nod cu eticheta i către un nod cu eticheta i2 
dacă există un astfel de nod sau către nodul cu eticheta i-1 în caz contrar. Care este 
lungimea maximă a unui drum în graf? 
a.  4          b.  3  c.                 d.  2  

(Bacalaureat – Simulare 2003) 
44. Stabiliţi care dintre următoarele variante este matricea de adia-

cenţă a unui subgraf al grafului din figura alăturată: 

 
(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 

45. În matricea de adiacenţă asociată grafului orientat din figura alăturată 
nodurile sunt numerotate de la 1 la 4 corespunzător liniilor matricei. 
Numărul de elemente egale cu 1 aflate deasupra diagonalei principale 
depăşeşte numărul de elemente egale cu 1 aflate sub diagonala 
principală cu   
a.  2  b.  0   c.  3                d.  1  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
46. Se consideră un graf orientat cu nodurile numerotate cu 1, 2, 3, 4, 5, 

corespunzător liniilor matricei de adiacenţă alăturate. Stabiliţi dacă 
nodurile 1 şi 3: 
a.  aparţin aceleiaşi componente conexe b.  sunt noduri izolate 
c.  sunt conectate printr-un lanţ d.  sunt noduri adiacente 

 (Bacalaureat – Simulare 2003) 
47. Care dintre următoarele secvenţe de noduri reprezintă un lanţ în graful 

neorientat dat prin matricea de adiacenţă alăturată ştiind că nodurile 
sunt numerotate de la 1 la 5 corespunzător liniilor tabloului? 
a.  3 4 1 2 5       b.  1 5 3 4 2 4          c.  4 1 2 4 5              d.  2 1 3 4  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
48. Se consideră graful neorientat dat prin matricea de adiacenţă alăturată. În 

graf, nodurile sunt numerotate de la 1 la 4, corespunzător liniilor tabloului. 
Să se determine lungimea maximă a unui lanţ ce uneşte nodurile 1 şi 3:    
a.  1           b.  2               c.  3  d.  4  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
49. Care dintre următoarele secvenţe reprezintă un drum în graful orientat dat 

prin matricea de adiacenţă alăturată, ştiind că nodurile sunt numerotate de 
la 1 la 4 corespunzător liniilor şi coloanelor tabloului? 
a.  3 4 3 2 4        b.  3 1 2 3       c.  2 1 3 4        d.  4 3 1 2  

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2004) 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

a) 0 1 0 
1 0 1 
0 1 1 

b) 0 1 1 
1 0 1 
1 0 1 

c) 0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

d)

0 1 1 0 
1 0 0 0 
1 0 1 0 
0 0 0 0 

a) 0 0 1 
0 0 1 
1 1 0 

 

b) 0 1 0 1 
1 0 0 0 
0 0 0 0 
1 0 0 0 

c) 0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 1 0 1 
0 1 1 0 

d) 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatica                                                                                                         277 

 

0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 0

0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

50. Cel mai lung drum elementar în graful orientat din figura alăturată are 
lungimea 
a.  2  b.  4   c.                  d.  1  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2004) 
51. Se consideră un graf neorientat cu 7 noduri şi 3 muchii. Numărul de 

componente conexe din care poate fi format graful este: 
a.  exact 4        b.  4 sau 5  c.  3 sau 4               d.  cel puţin 5  

(Bacalaureat – Simulare 2003) 
52. Dacă într-un graf neorientat conex cu n noduri, lista de adiacenţă a fiecărui nod este 

formată  din exact două elemente, atunci în graful respectiv există:  
a.  cel puţin n/2 cicluri b.  exact n/2 cicluri 
c.  exact un ciclu d.  cel puţin două cicluri 

 (Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 
53. Numărul minim de muchii ce se pot alege pentru a fi eliminate din graful 

neorientat din figura alăturată astfel încât acesta să devină neconex este:  
a.  2        b.  4        c.  3                     d. 1  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
54. Numărul de grafuri conexe aciclice care se pot obţine cu 4 noduri este:  

a.  2       b.  4        c.  28          d. 24  
55.  Se consideră un graf orientat tare conex. Stabiliţi numărul circuitelor care conţin toate 

nodurile grafului:  
a.  exact unul      b.  cel mult unul        c.  nici unul         d. cel puţin unul  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
56. Gradul maxim al unui nod ce se poate obţine într-un graf neorientat conex cu n noduri 

şi n-1 muchii este (s-a notat cu [n/2] câtul împărţirii întregi a lui n la 2):    
a.  n-1      b.  [n/2]         c.  n    d. 2  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
57. Se consideră graful neorientat având nodurile notate cu 1, 2, 3, 4, 5 

corespunzător liniilor matricei de adiacenţă alăturate. Stabiliţi care dintre 
următoarele propoziţii este adevărată. 

a.  graful este conex b.  orice nouă muchie s-ar adăuga graful devine conex 
c.  graful este aciclic d.  orice muchie s-ar elimina graful devine aciclic 

 (Bacalaureat – Simulare 2003) 
58. În graful neorientat dat prin matricea de adiacenţă alăturată numărul de 

componente conexe este:    
a.  0           b.  2             c.  3         d.  1  

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 
59. Stabiliţi care dintre următoarele matrice de adiacenţă corespunde unui graf conex aciclic: 

 
(Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 

60. Câte grafuri hamiltoniene se pot crea cu 4 noduri? 
a.  1   b.  2   c.  4                d.  5  

61. Câte grafuri hamiltoniene se pot crea cu 4 noduri şi 5 muchii? 
a.  1   b.  2   c.  4                d.  5  

0 1 1 0 
1 0 1 0 
1 1 0 1 
0 0 1 0 

a) 0 1 0 
1 0 1 
0 1 0 

 

b) 0 1 0 1 
1 0 1 0 
0 1 0 1 
1 0 1 0 

c) 0 0 1 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 

d)
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62. Câte grafuri euleriene se pot crea cu 4 noduri? 
a.  1   b.  2   c.  4                d.  5  

63. Numărul de cicluri hamiltoniene dintr-un graf complet cu 4 noduri este:  
a.  1   b.  3   c.  4                d.  6  

64. Determinaţi numărul total de grafuri neorientate conexe cu 3 noduri, două grafuri fiind 
considerate distincte dacă şi numai dacă matricele lor de adiacenţă diferă prin cel 
puţin un element.   
a.  7   b.  8   c.  4                d.  2  

(Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 
65. Care dintre următoarele figuri reprezintă un graf neorientat conex? 

 (Bacalaureat – Sesiunea august 2004) 

66. Considerând un graf neorientat având nodurile 1,2,3,4,5, 
6,7,8,9 corespunzător liniilor matricei de adiacenţă alăturate, 
stabiliţi care dintre următoarele propoziţii este adevărată: 
a.  este un graf bipartit b.  este un graf conex 
c.  este un graf eulerian d.  este un graf hamiltonian

67. Câte muchii are graful bipartit complet G=(X,U), cu 11 noduri 
şi cu mulţimea nodurilor A şi B definite astfel: AB=X, 
AB= şi card(A)=4? 
a.  4  b.  10  c.  16                d.  28  

68. Care dintre următoarele afirmaţii sunt adevărate?  
a. un graf hamiltonian este un graf care conţine un ciclu elementar care trece prin 

toate nodurile; 
b. un graf eulerian este un graf care conţine un ciclu simplu care trece prin toate 

muchiile; 
c. un graf fără noduri izolate este eulerian dacă este conex şăi gradul fiecărui nod 

este par; 
d. un graf complet este hamiltonian. 

69. Stabiliţi care dintre următoarele proprietăţi ale unui graf turneu sunt adevărate:  
a. graful turneu trebuie să fie un graf hamiltonian;  
b. graful turneu trebuie să fie un graf eulerian; 
c. graful turneu este un graf orientat în care, între oricare două noduri, există un arc 

şi numai unul, care le leagă; 
d. graful turneu este un graf conex ciclic. 

70. Stabiliţi cu care dintre următoarele valori este egală suma elementelor matricei de 
adiacenţă a grafului turneu:  
a.  n(n-1)   b.  n(n-1)/2  c.  n                d.  n-1  

71. Stabiliţi care dintre următoarele proprietăţi ale matricei de adiacenţă a grafului turneu 
este adevărată:  
a. suma elementelor din linia i şi coloana jeste egală cu n; 
b. suma elementelor din linia i şi coloana j este egală cu n-1; 
c. suma elementelor din linia i şi coloana j este egală cu n-1, oricare ar fi i şi j; 
d. suma elementelor din linia i şi coloana j este egală cu n, oricare ar fi i şi j.  

0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0

a. b. c. d.
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72. Stabiliţi care dintre următoarele egalităţi între elementele matricei de adiacenţă a 
grafului turneu sunt adevărate:  
a.  a[i][j] =1- a[j][i], oricare ar fi i şi j; b.  a[i][j]+a[j][i]=1, oricare ar fi ij; 
c.  a[i][j]+a[j][i]=1, oricare ar fi i şi j; d.  a[i][j] =1- a[j][i], oricare ar fi ij; 

73. Un graf orientat având nodurile 1,2,3,4,5 corespunzător liniilor matricei 
de adiacenţă alăturate reprezintă un graf turneu pentru un concurs 
hipic, definit la Studiul de caz, în care nodurile sunt obstacolele. 
Traseul pe care poate să-l urmeze un călăreţ, începând cu obstacolul 
1, este: 

a.  1,3,2,4,5    b.  1,3,4,2,3,5          c.  1,3,5,4,2  d.  1,3,4,5,2  

74. Se consideră graful turneu care corespunde matricei de adicenţă de la problema 
anterioară. Un călăreţ care începe cu obstacolul 1 poate alege din n variante de 
trasee, unde n are valoarea: 

a.   2   b.   3   c.   4          d.   5  

75. Considerăm un graf neorientat având nodurile 1,2,3,4,5 corespunzător 
liniilor matricei de adiacenţă alăturate. Câte muchii trebuie adăugate 
pentru ca graful să fie un graf eulerian şi hamiltonian? 
a.   1        b.   2        c.   3  d.   imposibil  

Miniproiecte: 
1. Reţeaua de străzi a unui oraş este formată din intersecţii şi străzi pe care se poate circula 

în ambele sensuri sau într-un singur sens. Fiecare stradă are o lungime măsurată în metri. 
Două automobile pleacă la acelaşi moment, unul din intersecţia A şi altul din intersecţia B, 
şi trebuie să ajungă fiecare în intersecţia C, respectiv intersecţia D. Cele două automobile 
merg cu viteza medie v1, respectiv v2. Ambii automobilişti aleg traseul între cele două 
intersecţii astfel încât distanţa parcursă să fie minimă. Informaţiile despre reţeaua de străzi 
(numărul de intersecţii, traficul auto între intersecţii şi lungimea fiecărei străzi) se citesc 
dintr-un fişier text. Se citesc de la tastatură etichetele celor patru intersecţii şi vitezele 
automobilelor. Scrieţi o aplicaţie care să furnizeze următoarele informaţii: 
a. Care dintre automobilişti ajunge mai repede la destinaţie? 
b. Dacă există intersecţii prin care trec ambii automobilişti, să se afişeze aceste intersecţii. 
c. Dacă automobiliştii se întâlnesc într-o intersecţie, să se precizeze această intersecţie.  
d. Dacă, după ce au ajuns la destinaţie, cei doi automobilişti pornesc unul către celălalt, 

care este cel mai scurt drum pe care trebuie să meargă, şi în ce intersecţie îşi propun 
să se întâlnească, astfel încât timpul de aşteptare în intersecţie a automobilistului care 
ajunge primul să fie minim?  

2. O reţea de calculatoare are n servere. La calculatoarele server pot fi conectate mai 
multe calculatoare client. Două calculatoare server pot comunica prin legături directe 
sau prin intermediul altor servere. Informaţiile despre topologia reţelei (numărul de 
severe şi legăturile directe dintre servere) se citesc dintr-un fişier text.  Scrieţi o aplicaţie 
care să furnizeze următoarele informaţii: 
a. Care este drumul cel mai scurt pe care un mesaj transmis de un client al serverului x 

să ajungă la un client al serverului y (etichetele severelor se citesc de la tastatură)? 
b. Să se precizeze care sunt calculatoarele server care, dacă se defectează, fac ca reţea-

ua să nu mai fie funcţională (unele severe din reţea nu mai pot comunica între ele). 
c. Să se precizeze care este serverul cel mai solicitat. Serverul cel mai solicitat  este 

serverul prin care este posibil să treacă, la un moment dat, cele mai multe mesaje 
(serverul prin care trec cele mai multe lanţuri). 

0 1 0 0 1
1 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
1 1 1 1 0

0 0 1 0 1
1 0 1 0 0
0 0 0 1 1
1 1 0 0 0
0 1 0 1 0
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d. Să se reproiecteze reţeaua prin adăugarea unui număr minim de legături directe 
între servere, astfel încât oricare dintre servere s-ar defecta, reţeaua să rămână 
funcţională (cu excepţia clienţilor serverului defect, restul clienţilor trebuie să aibă 
acces la resursele reţelei).  

3. Într-o fabrică se realizează un tip de produs care este format din mai mullte subansam-
bluri. Fiecare subansamblu este produs de o secţie. Un subansamblu poate fi, la rândul 
său, compus din alte subansambluri. Există o secţie în care se asamblează produsul 
final şi secţii care, pentru a produce propriul subansamblu, nu au nevoie de subansam-
bluri produse în secţiile fabricii. Secţiile fabricii şi relaţiile dintre secţii pot fi reprezentate 
printr-un graf orientat, astfel: secţiile sunt nodurile grafului, iar arcul [x,y] înseamnă că 
subansamblul produs de secţia x este folosit de secţia y. Desenaţi o organigramă ipote-
tică a secţiilor fabricii. Informaţiile despre organigrama fabricii se citesc dintr-un fişier 
text: de pe prima linie n – numărul de secţii şi m – numărul de arce ale grafului, de pe 
următorul rând un şir de n numere întregi care reprezintă stocul de subansambluri reali-
zate în fiecare secţie, de pe următorul rând un şir de n numere întregi care reprezintă 
numărul de angajaţi din fiecare secţie şi apoi, de pe următoarele m rânduri, câte trei 
valori numerice întregi care reprezintă etichetele nodurilor terminale ale unui arc (x şi y) 
şi numărul de subansambluri pe care trebuie să le furnizeze secţia x secţiei y, pentru a 
se putea obţine o unitate din produsul final. Scrieţi o aplicaţie care să furnizeze următoa-
rele informaţii: 
a. Să verifice dacă se poate realiza o unitate din produsul final folosind subansamblurile 

care există pe stoc în secţiile fabricii. Dacă nu se poate realiza o unitate din produsul 
final, să se precizeze secţiile care sunt vinovate că nu au produs suficiente subansam-
bluri.  

b. În fabrică, se închid două dintre secţiile care realizează subansambluri (subansamblu-
rile se vor cumpăra de la alţi producători). Etichetele nodurilor corespunzătoare acestor 
secţii se citesc de la tastatură. Verificaţi dacă, prin închiderea acestor secţii, alte secţii 
ale fabricii nu devin inutile. O secţie devine inutilă atunci când prin închiderea unei alte 
secţii, subansamblurile produse de ea nu mai sunt necesare. Dacă apar secţii inutile, 
în urma închiderii celor două secţii iniţiale, afişaţi eticheta corespunzătoare secţiei şi 
închideţi şi aceste secţii. Reorganizaţi fabrica prin eliminare de secţii – până când nu 
vor mai exista secţii inutile. Afişaţi numărul de angajaţi care trebuie disponibilizaţi prin 
închiderea secţiilor. Afişaţi organigrama fabricii după reorganizare, prin etichetele 
secţiilor care au mai rămas, şi arcele dintre acestea. (Indicaţie. Generaţi subgraful 
iniţial, prin eliminarea nodurilor corespunzătoare secţiilor care se închid. Generaţi apoi 
subgrafuri ale ultimului subgraf obţinut prin eliminarea nodurilor care au gradul extern 
egal cu 0. Subgraful final obţinut va corespunde noii organigrame. Când eliminaţi un 
nod, adunaţi la numărul angajaţilor disponibilizaţi angajaţii din secţia corespunzătoare 
nodului).  

4. Pentru realizarea unui proiect trebuie executate mai multe activităţi (analiza, elaborarea 
modulelor de program, testarea, elaborarea documentaţiei etc.). Unele activităţi sunt 
condiţionate de execuţia altora (de exemplu, nu se poate scrie un modul de program fără 
să se fi făcut analiza aplicaţiei), alte activităţi se pot desfăşura independent unele de altele 
(se pot scrie module de program sau se pot testa unele dintre module, independent unele 
de altele). Fiecare activitate are un timp maxim de execuţie. Să se reprezinte sub forma 
unui graf orientat activităţile de realizare a fiecăruia dintre miniproiectele anterioare şi să 
se determine timpul maxim de execuţie al fiecăruia dintre ele.    
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2.8. Arborele  
2.8.1. Arborele liber 
2.8.1.1. Definiţia arborelui liber 

Se numeşte arbore liber A un graf neorientat conex şi fără cicluri. 

Observaţie. De obicei se omite adjectivul „liber”, referirea la un graf conex aciclic făcându-se 
numai cu numele arbore.  

Se numeşte subarbore al arborelui A=(X,U), orice arbore S=(Y,V)  
care are proprietatea: YX şi VU.  

Exemplu – figura 47. Graful G38 cu 8 noduri este un arbore (un graf neorientat conex şi 
aciclic), iar graful G39 este un subarbore al acestuia.  

2.8.1.2. Proprietăţile arborilor liberi 
Teorema 21 

Următoarele definiţii sunt echivalente pentru un graf G cu n noduri şi m muchii: 
 (1)  G este un arbore. 
 (2)  G este un graf aciclic cu n-1 muchii. 
 (3)  G este un graf conex cu n-1 muchii. 
 (4)  G este un graf fără cicluri maximal (dacă în graful fără cicluri G unim două 
       noduri oarecare neadiacente printr-o muchie, graful obţinut conţine un ciclu). 
 (5)  G este un graf conex minimal (dacă în graful conex G suprimăm o muchie 
       oarecare, graful obţinut nu mai este conex). 
 (6)  Orice pereche de noduri este legată printr-un lanţ şi numai unul. 

Demonstraţie. Este suficient să se demonstreze implicaţiile (1)(2), (2)(3), (3)(4), (4)(5), 
(5)(6) şi (6)(1). Prin tranzitivitatea acestor implicaţii rezultă implicaţiile (2)(1), (3)(2), (4)(3), 
(5)(4), (6)(5) şi (1)(6). Din aceste implicaţii rezultă că (1)(2), (2)(3), (3)(4), (4)(5), 
(5)(6) şi (6)  (1). Din tranzitivitatea relaţiei de echivalenţă rezultă oricare două din cele 6 propoziţii 
sunt echivalente. 

(1)(2). Ipoteza: Graful G este conex şi aciclic – din definiţia arborelui (1). 
               Concluzie:  Graful G este aciclic şi are n-1 muchii  (2). 
Proprietatea că graful G este aciclic este comună ipotezei şi concluziei. Trebuie demonstrat doar că 
un graf conex aciclic are n-1 muchii. Dacă G este conex aciclic, nu trebuie eliminată nici o muchie 
pentru a se obţine un graf parţial conex aciclic. Cum numărul de muchii care trebuie eliminate dintr-un 
graf conex pentru a obţine un graf parţial conex aciclic este egal cu m-n+1, înseamnă că în acest caz, 
m-n+1=0. Rezultă că m=n-1. 

(2)(3). Ipoteza: Graful G este aciclic şi are n-1 muchii – din definiţia arborelui (2). 
               Concluzie:  Graful G este conex şi are n-1 muchii  (3). 
Proprietatea că graful G are n-1 muchii este comună ipotezei şi concluziei. Trebuie demonstrat doar 
că un graful cu n-1 muchii fiind aciclic este şi conex. Se ştie că într-un graf cu p componente conexe, 
numărul de muchii care trebuie eliminate pentru a obţine un graf parţial aciclic este egal cu m-n+p. 

G38 G39

Fig. 47

GGG333888 

GGG333999 
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Graful G este aciclic (m-n+p=0) şi are n-1 muchii (m=n-1) şi (n-1)-n+p=0. Rezultă că p=1 (graful are o 
singură componentă conexă, deci este conex).  

(3)(4). Ipoteza: Graful G este conex şi are n-1 muchii  (3). 
               Concluzie:  Graful G este aciclic maximal (4). 
G fiind conex, numărul de componente conexe p este egal cu 1. Numărul de muchii m ale grafului G 
este egal cu n-1. Rezultă că numărul de muchii care trebuie eliminate din graful G ca să se obţină un 
graf parţial aciclic este egal cu: m-n+p = (n-1)+n+1 = 0, adică nici o muchie. Rezultă că graful G este 
aciclic. Graful este maximal pentru această proprietate, deoarece fiind conex, orice muchie [xi,xj] 
care se va adăuga va forma un ciclu cu lanţul L(xi,xj) – existenţa acestui lanţ rezultă din 
conexitatea grafului G. 

(4)(5). Ipoteza: Graful G este aciclic maximal (4). 
               Concluzie:  Graful G este conex minimal (5). 
a. Presupunem că graful G nu este conex. El are cel puţin două componente conexe: C1 şi C2. 
Înseamnă că există două noduri xC1 şi yC2 pe care le putem lega cu muchia [x,y]. Dar, din 
ipoteză, rezultă că orice muchie am adăuga la graf, el va conţine un ciclu. Rezultă că prin 
adăugarea muchiei [x,y] graful va conţine un ciclu şi că, între nodurile x şi y există deja un 
lanţ şi ele aparţin aceleiaşi componente conexe, ceea ce contrazice presupunerea făcută. 
Înseamnă că graful G este conex. 
b. Presupunem că graful G care este conex nu este minimal cu această proprietate. Înseamnă că prin 
eliminarea unei muchii se obţine graful parţial H care are n noduri şi m-1 muchii, este conex şi aciclic. 
Graful G fiind conex şi aciclic, înseamnă că numărul de muchii care trebuie eliminate pentru a obţine 
un graf parţial conex aciclic este egal cu 0, adică m-n+1=0 şi m=n-1. Numărul de muchii ale grafului H 
este egal cu m-1=n-2. Fiind aciclic înseamnă că numărul de muchii care trebuie eliminate pentru a 
obţine un graf parţial aciclic este egal cu 0, adică (n-2)-n+p=0. Rezultă că p=2, adică graful parţial H 
conţine două componente conexe, ceea ce contrazice presupunerea că el este conex. 

(5)(6). Ipoteza: Graful G este conex minimal (5). 
               Concluzie:  Orice pereche de noduri este legată printr-un lanţ şi numai unul (6). 
Graful G fiind conex, înseamnă că există cel puţin un lanţ care leagă oricare două noduri x şi y. 
Presupunem că există cel puţin două lanţuri între nodurile x şi y: L1 şi L2. Înseamnă că, suprimând o 
muchie din lanţul al doilea, graful rămâne conex, deoarece nodurile x şi y vor fi legate prin lanţul L1, 
ceea ce contrazice ipoteza că graful G este conex minimal. Rezultă că cele două noduri x şi 
y nu sunt legate decât printr.un singur lanţ.  

(6)(5). Ipoteza: Orice pereche de noduri este legată printr-un lanţ şi numai unul (6). 
               Conciuzie:  Graful G este conex şi aciclic – din definiţia arborelui (1). 
Deoarece în graful G, orice pereche de noduri x şi y este legată printr-un lanţ, înseamnă că graful G 
este conex. Presupunem că graful G conţine cel puţin un ciclu. Considerând două noduri oarecare x 
şi y care aparţin acestui ciclu, înseamnă că între cele două noduri există două lanţuri diferite, ceea ce 
7contrazice ipoteza. Rezultă că graful G este aciclic.  

Propoziţia 14 

Orice arbore cu n noduri are n-1 muchii. 

Demonstraţie. Arborele fiind un graf conex minimal, înseamnă că are n-1 muchii.  

Propoziţia 15. Orice arbore cu n>=2 noduri conţine cel puţin două noduri terminale. 

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Presupunem că nu există decât un singur nod terminal x. 
Oricare alt nod din arbore are cel puţin gradul 2. Alegem din arbore, dintre lanţurile elementare 
care au o extremitate în nodul x, lanţul de lungime maximă: L(x,y). Nodul y având gradul 
mai mare decât 1, înseamnă că mai există, în afara nodului care îl precede în lanţ, cel puţin 
un nod z care este adiacent cu el. Lanţul fiind elementar, înseamnă că nodul y nu există în 
lanţ decât la extremitatea lui, iar muchia [y,z] nu face parte din lanţ şi putem adăuga 
această muchie la lanţ. Lanţul fiind de lungime maximă, înseamnă că nodul z aparţine 
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lanţului şi prin adăugarea acestei muchii la lanţ se închide un ciclu, ceea ce contrazice 
definiţia arborelui (graf aciclic).      

1. Precizaţi dacă este arbore graful G40(X40, U40) definit astfel: 
X40={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 
U40={[1,2], [1,3], [1,5], [2,6], [2,7], [3,4], [3,9], [4,8], [8,10] }. 

2. Demonstraţi că un arbore este un graf bipartit. Reciproca este adevărată? 
3. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier text informaţii despre un graf neorientat 

(de pe primul rând, numărul de noduri ale grafului – n, iar de pe următoarele n rânduri 
matricea de adiacenţă a grafului) şi care:  
a. verifică dacă graful este un arbore; 
b. dacă nu este arbore, verifică dacă prin eliminarea muchiilor poate fi făcut arbore; în caz 

afirmativ să se specifice câte muchii trebuie eliminate şi care sunt aceste muchii. 
c. dacă nu este arbore, verifică dacă prin adăugarea muchiilor poate fi făcut arbore; în 

caz afirmativ să se specifice câte muchii trebuie adăugate şi care sunt aceste muchii. 

2.8.2. Arborele parţial 
2.8.2.1. Definiţia arborelui parţial  

Dacă un graf parţial al unui graf G este arbore, el se numeşte 
 arbore parţial al grafului G. 

Teorema 22 

Un graf G conţine un arbore parţial dacă şi numai dacă este un graf conex. 

Demonstraţie. Notăm cele două propoziţii, astfel: 
(1) – Graful G conţine un arbore parţial. 
(2) – Graful G este conex. 

Trebuie să demonstrăm că (1)(2) şi (2)(1).  
(1)(2). Să considerăm că graful G conţine arborele parţial H. Din definiţia arborelui rezultă că H este 
un graf conex. Din definiţia arborelui parţial rezultă că H este graf parţial al grafului G. Deoarece graful 
G se obţine prin adăugarea de muchii la un graf conex (H), este şi el un graf conex.  
(2)(1). Dacă G este un graf conex minimal, înseamnă că este un arbore (din Teorema 21: (1)  (5)) 
şi H=G. Dacă G nu este un graf conex minimal, înseamnă că există o muchie [x,y] pe care o putem 
elimina astfel încât să obţinem un graf parţial conex G1. Dacă graful parţial G1 este un graf conex 
minimal, înseamnă că H= G1; altfel se repetă procesul de eliminare a câte unei muchii până se obţine 
un graf parţial conex minimal. Acesta va fi arborele parţial H.    

2.8.2.2. Definiţia arborelui parţial de cost minim 

Considerăm un graf conex G=(X,U), o funcţie c:UR+ care asociază fiecărei muchii u un nu-
măr real pozitiv c(u), numit costul muchiei, şi un graf H=(X,V) care este graf parţial al 
grafului G (VU). Funcţía c se numeşte funcţia cost. Definim: 

Costul grafului este suma costurilor muchiilor grafului. 

Temă 

Graful G41 Arbore parţial al grafului G41 Fig. 48
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 costul grafului G: 
U

)u(c)G(c   

 costul grafului parţial H: 
V

)u(c)H(c   

Se numeşte graf parţial de cost minim al unui graf G conex, cu funcţia de cost c, 
un graf parţial conex H care are costul minim. 

Teorema 23 

Graful parţial de cost minim al unui graf conex G, cu funcţia de cost c, 
este un arbore. 

Demonstraţie – prin reducere la absurd. Dacă graful G este un arbore, atunci H=G, deoarece 
orice muchie am elimina din G şi-ar pierde proprietatea de conexitate. Dacă graful G nu este un 
arbore, înseamnă că el conţine un număr finit de grafuri parţiale conexe. Alegem dintre aceste grafuri 
parţiale graful H care este graful parţial de cost minim. Presupunem că acest graf parţial nu este 
arbore. Înseamnă că el conţine cel puţin un ciclu şi există o muchie u=[x,y] pe care o putem suprima 
astfel încât să obţinem un alt graf parţial conex H1. Rezultă că: 

c(H)=c(H1)-c(u)>c(H1) 
Inegalitatea c(H)>c(H1) contrazice faptul că graful parţial H este de cost minim. Înseamnă că graful 
parţial H este arbore.  

Arborele care este un graf parţial de cost minim al grafului conex G, cu 
funcţia de cost c, se numeşte arbore parţial de cost minim (APM). 

Scop: identificarea aplicaţiilor în care se foloseşte arborele parţial de cost minim. 

Enunţul problemei. O reţea de calculatoare este formată din 7 calculatoare server conectate 
între ele şi calculatoare client conectate la servere. Unele servere pot fi legate direct, altele 
nu. Pentru ca reţeaua să funcţioneze trebuie să se asigure transportul datelor între oricare 
două calculatoare server (două servere trebuie să comunice fie prin legătură directă, fie prin 
intermediul altor servere). Fiecare legătură directă dintre două 
servere are asociat un cost de construcţie. Legăturile care se pot 
face între servere şi costurile asociate acestor legături sunt 
prezentate în figura 49. Să se găsească o soluţie de construire a 
reţelei de calculatoare (de a lega serverele între ele) astfel încât 
costul de realizare a reţelei să fie minim. 
O reţea de servere este un graf neorientat G42 cu n noduri (în exemplu, n=7), în care 
nodurile sunt serverele, iar leagăturile directe dintre două servere, muchiile gafului. Graful 
este conex (oricare ar fi două servere din reţea, între ele trebuie să existe un lanţ care să 
le permită să comunice între ele). Găsirea soluţiei optime de conectare a serverelor, 
astfel încât costul financiar să fie minim, înseamnă determinarea unui graf conex de cost 
minim, adică găsirea arborelui parţial de cost minim al grafului.   

Observaţie. Orice reţea de transport (de calculatoare, rutieră, de cale ferată, aeriană, de 
telecomunicaţii, de canalizare etc.) este un graf neorientat conex. Construirea cu 
costuri financiare minime a unei astfel de reţele se rezolvă prin găsirea arborelui 
parţial de cost minim al grafului asociat reţelei.  

Fig. 49 
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2.8.2.3. Algoritmi pentru determinare a arborelui parţial de cost minim  

Algoritmii pentru determinarea arborelui parţial de cost minim folosesc strategia greedy: 
PAS1. Se alege un subarbore al arborelui parţial de cost minim – Hinit. 
PAS2. Cât timp nu s-a format arborele parţial de cost minim execută: 

PAS3. Se alege o muchie sigură din mulţimea muchiilor nealese (rămase). 
PAS4. Se adaugă muchia la subarbore. 

Muchia sigură trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 
 să aibă costul minim; 
 să aparţină arborelui parţial de cost minim.  

Determinarea arborelui parţial de cost minim se poate face prin:  
a) Algoritmul lui Kruskal; 
b) Algoritmul lui Prim. 

Cei doi algoritmi diferă prin: 
 modul în care se alege subarborele de la care se porneşte; 
 modul în care este găsită o muchie sigură.  

a)  Algoritmul lui Kruskal  

Graful parţial al grafului G=(X,U) care nu conţine nici o muchie (are numai noduri izolate) 
este format din n arbori parţiali disjuncţi: 

Se porneşte de la doi arbori parţiali disjuncţi Hi şi Hj care se unifică prin adăugarea unei 
muchii sigure. Muchia sigură trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 
 să aibă costul minim; 
 să nu formeze cicluri cu muchiile deja alese, adică extremităţile sale să aparţină celor 

două mulţimi disjuncte Xi şi Xj – muchia este [xi,xj] cu xiXi şi xjXj. 

Structura de date folosită pentru implementarea grafului este lista muchiilor. Pentru a 
găsi mai uşor muchia cu costul minim, lista muchiilor este sortată crescător, după cost. 

Algoritmul pentru determinarea APM este următorul: 
PAS1. Pentru fiecare nod i din graf execută: se formează arborii parţiali Hi.   
PAS2. Se sortează muchiile din U în ordinea crescătoare a costului c.   
PAS3. Se alege muchia u cu costul minim. 
PAS4. Se iniţializează APM cu muchia u. 
PAS5. Cât timp nu s-au selectat cele n-1 muchii execută: 

PAS6. Se alege o muchie sigură din mulţimea muchiilor nealese (rămase) şi se 
formează un arbore parţial cu această muchie. 

PAS7. Se unifică APM cu arborele format cu muchia sigură. 

Pentru a ţine evidenţa arborilor parţiali Hi care se dezvoltă, se foloseşte lista L În fiecare 
element L(i) al listei se memorează numărul de ordine al arborelui parţial din care face 
parte nodul i. Iniţial, existând n arbori parţiali Hi, fiecare dintre ei conţinând un nod al 
grafului, elementele listei vor L(i)=i, pentru i1, 2, 3, …,n. Pe parcursul executării algorit-
mului, L(i)=j înseamnă că nodul i aparţine arborelui cu numărul de ordine j. 

H1=(X1,) cu X1={x1}  
H2=(X2,) cu X2={x2} 
………………………. 
Hk=(Xk,) cu Xk={xk} 
………………………. 
Hn=(Xn,) cu Xn={xn} 

Xi  Xj=, i,j (1in, 1jn şi ij) 
X1  X2  X3  …  Xn= X 
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Pentru ca muchia [x,y] care se alege să fie o muchie sigură trebuie să îndeplinească condiţile: 
 să aibă costul minim – muchiile se aleg în ordine, din lista muchiilor, unde ele sunt aran-

jate în ordinea crescătoare a costului; 
 extremităţile sale să aparţină la doi arbori parţiali diferiţi – trebuie ca L(x)L(y). 

După ce s-a găsit o muchie sigură, unificarea arborilor se face astfel: 
 Dacă L(x)<L(y), se adaugă arborele parţial din care face parte nodul y la arborele parţial din 

care face parte nodul x, adică se înlocuiesc toate elementele L(i)=L(y) cu valoarea L(x). 
 Dacă L(x)>L(y), se adaugă arborele parţial din care face parte nodul x la arborele parţial din 

care face parte nodul y, adică se înlocuiesc toate elementele L(i)=L(x) cu valoarea L(y). 

Pentru graful G42 se obţine arborele parţial de cost minim din figura 50. Algoritmul se 
excută astfel: 

Lista muchiilor 
Muchia u [1,2] [1,3] [2,3] [2,4] [3,4] [3,6] [4,5] [4,6] [5,6] [5,7] [6,7] 
Costul c 5 8 11 10 15 9 2 7 10 4 12 

Lista muchiilor sortată crescător după cost  
Muchia u [4,5] [5,7] [1,2] [4,6] [1,3] [3,6] [2,4] [5,6] [2,3] [6,7] [3,4] 
Costul c 2 4 5 7 8 9 10 10 11 12 15 

Lista arborilor parţiali – iniţial este: 
Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 

L[i] 1 2 3 4 5 6 7 
Arborii parţiali 

Hi=({i},) cu 1in 
 

Muchia cu costul minim este [4,5] 
L[4]=4 45  L[4]  L[5] Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 m=1 
L[5]=5 45  L[5] = L[4]=4 L[i] 1 2 3 4 4 6 7 mn-1=6 

Arborii parţiali sunt: H4=({4,5},{[4,5]}) şi Hi=({i},) cu i{1,2,3,6,7} 

Următoarea muchie cu costul minim este [5,7] 
L[5]=4 47  L[5]  L[7] Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 m=2 
L[7]=7 47  L[7] = L[5]=4 L[i] 1 2 3 4 4 6 4 mn-1=6 

Arborii parţiali sunt: H4=({4,5,7},{[4,5], [5,7]}) şi Hi=(i,) cu i{1,2,3,6} 

Următoarea muchie cu costul minim este [1,2] 
L[1]=1 12  L[1]  L[2] Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 m=3 
L[2]=2 12  L[2] = L[1]=1 L[i] 1 1 3 4 4 6 4 mn-1=6 
Arborii parţiali sunt: H1=({1,2},{[1,2]}), H4=({4,5,7},{[4,5], [5,7]})  şi Hi=({i},) cu i{3,6} 

Următoarea muchie cu costul minim este [4,6] 
L[4]=4 46  L[4]  L[6] Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 m=4 
L[6]=6 46  L[6] = L[4]=4 L[i] 1 1 3 4 4 4 4 mn-1=6 
Arborii parţiali sunt: H1=({1,2},{[1,2]}), H4=({4,5,6,7},{[4,5], [4,6], [5,7]})  şi H3=({3},) 

Următoarea muchie cu costul minim este [1,3] 
L[1]=1 13  L[1]  L[3] Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 m=5 
L[3]=3 13  L[3] = L[1]=1 L[i] 1 1 1 4 4 4 4 mn-1=6 

Arborii parţiali sunt: H1=({1,2,3},{[1,2],[1,3]}) şi H4=({4,5,6,7},{[4,5], [4,6], [5,7]}) 

Următoarea muchie cu costul minim este [3,6] 
L[3]=1 14  L[3]  L[6] Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 m=6 
L[6]=4 14  L[6] = L[3]=1 L[i] 1 1 1 1 1 1 1 m=n-1=6 

şi L[7] = L[6] =L[5] = L[4] = L[3]=1 
Arborele parţial de cost minim este: H1=({1,2,3,4,5,6,7}, {[1,2], [1,3], [3,6], [4,5], [4,6], [5,7]}) 
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Pentru implementarea algoritmului se folosesc următoarele variabile şi structuri de date: 
 variabilele n şi m pentru numărul de noduri, respectiv numărul de muchii ale grafului; 
 vectorul u, cu m elemente, pentru lista muchiilor; este un 

vector de structuri de tip muchie; 
 vectorul L, cu n elemente, pentru lista arborilor parţiali; 
 variabila ct pentru a calcula costul total al arborelui; 
 variabila k pentru a număra muchiile adaugate la arborele 

parţial; iniţial are valoarea 0 – arborele nu conţine nici o 
muchie – valoarea sa finală este n-1 (numărul de muchii ale unui arbore cu n noduri); 

 variabila i pentru indicele cu care se parcurge lista muchiilor; 
 variabilele x şi y pentru pentru a memora nodurile de la extremităţile unei muchii; 
şi subprogramele: 
 funcţia procedurală citire creează lista muchiilor u prin preluarea datelor din fişier – 

în fişierul costapm.txt pe primul rând se citeşte o valoare numerică ce reprezintă 
ordinul grafului, iar de pe următoarele rânduri trei valori numerice separate prin spaţiu 
care reprezintă nodurile de la extremităţile unei muchii şi costul asociat muchiei; 

 funcţia procedurală init iniţializează lista L a arborilor parţiali Hi cu cei n arbori 
formaţi din cele n noduri izolate (arborii care nu conţin muchii); 

 funcţia procedurală sortare sortează lista muchiilor crescător după costul asociat;  

#include <fstream.h> 
fstream f("costapm.txt",ios::in); 
int n,m,L[20];  
struct muchie {int x,y,c;};  //x,y=noduri muchie; c=cost asociat muchiei 
muchie u[20];        //u=lista muchiilor 
void init()  {for (int i=1;i<=n;i++) L[i]=i;} 
void citire()  
{int i=0,x,y,c; f>>n; 
 while (f>>x>>y>>c) {i++; u[i].x=x; u[i].y=y; u[i].c=c;} 
 f.close(); m=i;} 
void sortare()  
{int i,j; muchie aux; 
 for (i=1;i<m;i++) 
   for (j=i+1;j<=m;j++)  
     if (u[i].c>u[j].c) {aux=u[i]; u[i]=u[j]; u[j]=aux;}} 
void main() 
{int i=1,j,k=0,x,y,ct=0; citire(); sortare(); init(); 
 cout<<"APM este format din muchiile: "<<endl; 
 while (k<n-1)   //cât timp nu s-au găsit cele n-1 muchii ale APM 
  {if (L[u[i].x]!=L[u[i].y]) 
    {k++; ct=ct+u[i].c; //se alege muchia i pentru a unifica doi arbori 
     cout<<"["<<u[i].x<<","<<u[i].y<<"]  "; 
     x=L[u[i].y];  //se unifica cei doi arbori prin muchia [x,y] 
     y=L[u[i].x]; 
     for (j=1;j<=n;j++) if (L[j]==x) L[j]=y;} 
   i++;}      //se trece la muchia următoare din lista muchiilor 
 cout<<endl<<"costul total= "<<ct;} 
Complexitatea algoritmului lui Kruskal    

Pasul 1 are ordinul de complexitate O(n). Pasul 2 are ordinul de complexitate în funcţie de 
algoritmul de sortare ales. Algoritmii de sortare prin metoda selecţiei directe sau metoda 

Fig. 50 
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bulelor au ordinul de complexitate O(m2). Pasul 3 nu se poate 
preciza de câte ori se execută. În cazul cel mai defavorabil, se 
parcurg toate cele m muchii, deci se execută de  m ori. În cazul 
pasului 3, pentru fiecare muchie aleasă, se parcurg toate cele n 
elemente ale listei L. Rezultă că pasul 3 are ordinul de com-
plexitate O(nm). Ordinul de complexitate al algoritmului va fi: 
O(n)+O(m2)+O(nm) = O(max(m2,nm)). Dacă graful are foarte 
multe muchii, atunci ordinul său de complexitate este O(m2).  

Pentru graful G43(X43,U43) din figura 51, determinaţi APM executând algorit-
mul lui Kruskal. Verificaţi dacă soluţia obţinută este corectă executând 
programul pentru graful G43. 

b)  Algoritmul lui Prim 

Algoritmul lui Prim se aseamănă cu algoritmul lui Dijkstra pentru determinarea drumurilor 
de lungime minimă într-un graf. În graful G=(X,U), subarborele de la care se porneşte Hinit 
este format dintr-un nod iniţial numit rădăcină (r – care se comunică algoritmului împreună 
cu datele despre graf) şi creşte până acoperă toate nodurile din mulţimea X. Dacă arborele 
parţial care se dezvoltă este H=(A,V), definim graful GA=(X-A,). Nodurile care fac parte 
din GA sunt memorate într-o coadă de priorităţi Q.  Coada de priorităţi se deosebeşte de o 
coadă simplă, prin aceea că din ea nu se extrage primul element introdus, ci elementul cu 
valoarea cea mai mică (sau cea mai mare, în funcţie de prioritatea aleasă). 

În coada de priorităţi Q se memorează pentru fiecare nod i, eticheta nodului jA cu care 
formează muchia cu costul minim. La fiecare adăugare a unui nou nod la arbore, acesta 
trebuie eliminat din coada de priorităţi, iar coada trebuie reactualizată pentru toate nodurile 
rămase, deoarece s-a modificat mulţimea A, iar un nod din coada de aşteptare poate să 
aibă muchia cu costul minim cu noul nod adăugat la arborele parţial. Arborele care se 
dezvoltă este memorat în lista H, astfel: pentru fiecare nod i care se adaugă la arborele 
parţial, se memorează nodul  jA cu care este legat prin muchie. Iniţial Hinit=({r},), 
GA=(X-{r},), în lista H toate elementele au valoarea 0, iar în coada de priorităţi Q, fiecărui 
nod ir i se va atribui valoarea r (Q(i)=r).    

Muchia sigură trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 
 să aibă costul minim; 
 să nu formeze cicluri cu muchiile deja alese, adică să unească un nod din H cu un nod 

izolat din GA – extremităţile sale aparţin celor două mulţimi disjuncte A şi X-A (muchia 
este [xi,xj] cu xiA şi xjX-A). 

Structura de date folosită pentru implementarea grafului este matricea costurilor.  

Algoritmul pentru determinarea APM este următorul: 
PAS1. Se iniţializează APM cu nodul rădăcină r. 
PAS2. Se iniţializează lista H. astfel: pentru fiecare nod i din graf execută: :H(i)0. 
PAS3. Se iniţializează coada de priorităţi Q. astfel: Q(r)  0 şi pentru fiecare nod ir 

din graf execută: Q(i)r. 
PAS4. Cât timp nu s-au selectat cele n-1 muchii execută: 

PAS5. Se alege o muchie sigură din mulţimea muchiilor nealese – muchia [i,j] cu 
iA şi jX-A 

PAS6. Se adaugă muchia la lista H: H(j)Q(j). 

Temă 

Fig. 51 
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PAS7. Se elimină din coada de priorităţi nodul j adăugat la arbore, atribuindu-i 
valoarea 0: Q(j)0. 

PAS8. Se actualizează coada de priorităţi pentru nodurile nealese, astfel pentru 
fiecare nod i din Q execută: caută nodul jA cu care formează muchia cu 
costul minim. 

Coada de priorităţi Q este implementată cu un vector cu n elemente. Iniţial: 









r i dacă r

ri dacă 0
)i(Q  

În timpul execuţiei algoritmului:  













 minj])cost([i, şi U j]a.î.[i,A  j  şi A  i dacă j

U j]a.î.[i,A  j  nu şiA i dacă r

Ai dacă 0

)i(Q  

La terminarea execuţiei algoritmului: Q(i)=0, pentru orice i (1in).   

Lista H este implementată cu un vector cu n elemente. Iniţial: H(i)=0, pentru orice i (1in). 
În timpul execuţiei algoritmului: 









  Hj][i, iar A, i dacă j

 Ai sau ri dacă 0
)i(H  

La terminarea execuţiei algoritmului:  









  Hj][i,  şi r i dacă j

 ri dacă 0
)i(H  

Pentru ca muchia [i,j] care se alege să fie o muchie sigură trebuie să îndeplinească condiţile: 
 să aibă costul minim – se caută nodul j pentru care în matricea costurilor elementul 

a[Q[j]][j] are valoarea minimă; 
 extremităţile sale să aparţină la doi arbori parţiali diferiţi – trebuie ca Q(i)0 şi Q(j)=0. 
După ce s-a găsit o muchie sigură, ea este adăugată la arbore prin T(j)=Q(j).  

Pentru graful G42 din figura 49, considerând r=1, algoritmul se excută astfel: 

Lista muchiilor 
Muchia u [1,2] [1,3] [2,3] [2,4] [3,4] [3,6] [4,5] [4,6] [5,6] [5,7] [6,7] 
Costul c 5 8 11 10 15 9 2 7 10 4 12 

Arborele parţial (H) şi coada de priorităţi Q – iniţial sunt: 
Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 

H[i] 0 0 0 0 0 0 0 
Arborele iniţial 

Hinit=({1},) 
Q[i] 0 1 1 1 1 1 1 min=5 

Costul muchiei [i,Q[i]] - 5 8 VMAX VMAX VMAX VMAX j=2 
 

Muchia cu costul minim este [Q[j],j]= [Q[2],2]= [1,2]  
 Nodul i 1 2 3 4 5 6 7  
H[2]=Q[2] H[i] 0 1 0 0 0 0 0  
Q[2]=0 Q[i] 0  0 1 1 1 1 1  
 Costul [i,Q[i]] -  - 8 VMAX VMAX VMAX VMAX  

Q[i] 0  0 1 2 1 1 1 min=8 Actualizare 
Q Costul [i,Q[i]] -  - 8 10 VMAX VMAX VMAX j=3 

Arborele parţial H=({1,2},{[1,2]}) şi X-A={3,4,5,6,7}  m=1 
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Muchia cu costul minim este [Q[j],j]= [Q[3],3]= [1,3]  
 Nodul i 1 2 3 4 5 6 7  
H[3]=Q[3] H[i] 0 1 1 0 0 0 0  
Q[3]=0 Q[i] 0  0 0 1 1 1 1  
 Costul [i,Q[i]] -  - - 10 VMAX VMAX VMAX  

Q[i] 0  0 0 2 1 3 1 min=9 Actualizare 
Q Costul [i,Q[i]] -  - - 10 VMAX 9 VMAX j=6 

Arborele parţial H=({1,2,3},{[1,2], [1,3]}) şi X-A={4,5,6,7}  m=2 

Muchia cu costul minim este [Q[j],j]= [Q[6],6]= [3,6]  
 Nodul i 1 2 3 4 5 6 7  
H[6]=Q[6] H[i] 0 1 1 0 0 3 0  
Q[6]=0 Q[i] 0  0 0 2 1 0 1  
 Costul [i,Q[i]] -  - - 10 VMAX - VMAX  

Q[i] 0  0 0 6 6 0 6 min=7 Actualizare 
Q Costul [i,Q[i]] -  - - 7 10 - 12 j=4 

Arborele parţial H=({1,2.3,6},{[1,2], [1,3], [3,6]}) şi X-A={4,5,7}  m=3 

Muchia cu costul minim este [Q[j],j]= [Q[4],4]= [6,4]  
 Nodul i 1 2 3 4 5 6 7  
H[4]=Q[4] H[i] 0 1 1 6 0 3 0  
Q[4]=0 Q[i] 0  0 0 0 6 0 6  
 Costul [i,Q[i]] -  - - - 10 - 12  

Q[i] 0  0 0 0 4 0 6 min=2 Actualizare 
Q Costul [i,Q[i]] -  - - - 2 - 12 j=5 

Arborele parţial H=({1,2.3,4,6},{[1,2], [1,3], [3,6], [4,6]}) şi X-A={5,7}  m=4 

Muchia cu costul minim este [Q[j],j]= [Q[5],5]= [4,5] 
 Nodul i 1 2 3 4 5 6 7  
H[5]=Q[5] H[i] 0 1 1 6 4 3 0  
Q[5]=0 Q[i] 0  0 0 0 0 0 6  
 Costul [i,Q[i]] -  - - - - - 12  

Q[i] 0  0 0 0 0 0 5 min=4 Actualizare 
Q Costul [i,Q[i]] -  - - - - - 4 j=7 

Arborele parţial H=({1,2.3,4,5,6},{[1,2], [1,3], [3,6], [4,5], [4,6]}) şi X-A={7}  m=5 

Muchia cu costul minim este [Q[j],j]= [Q[7],7]= [5,7] 
 Nodul i 1 2 3 4 5 6 7  
H[7]=Q[7] H[i] 0 1 1 6 4 3 5  
Q[7]=0 Q[i] 0  0 0 0 0 0 0  
 Costul [i,Q[i]] -  - - - - - -  

Q[i] 0  0 0 0 0 0 0 X-A= Actualizare 
Q Costul [i,Q[i]] -  - - - - - -  

Arborele parţial H=({1,2.3,4,5,6,7},{[1,2], [1,3], [3,6], [4,5], [4,6], [5,7]})  m=6 

Pentru implementarea algoritmului se folosesc următoarele variabile şi structuri de date: 
 variabilele n şi r pentru numărul de noduri, respectiv pentru nodul rădăcină; 
 matricea pătratică A, cu dimeniunea n, pentru matricea costurilor asociată grafului; 
 vectorul Q, cu n elemente, pentru coada de priorităţi; 
 vectorul H, cu n elemente, pentru lista muchiilor din APM; 
 variabila ct pentru a calcula costul total al arborelui; 
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 variabila k pentru a număra muchiile adaugate la arborele parţial; iniţial are valoarea 0 
– arborele nu conţine nici o muchie – valoarea sa finală este n-1 (numărul de muchii 
ale unui arbore cu n noduri); 

 variabilele i şi j pentru indicele cu care se parcurge coada de priorităţi, respectiv 
pentru nodul care se adaugă la arbore; 

şi subprogramele: 
 funcţia procedurală init_mc iniţializează matricea costurilor; 
 funcţia procedurală citire_mc actualizează matricea costurilor cu datele din fişier; 
 funcţia procedurală init_Q iniţializează coada de priorităţi Q; 
 funcţia operand muchie caută o muchie sigură în mulţimea muchiilor nealese; 
 funcţia procedurală actualizează_Q actualizează coada de priorităţi Q după ce a 

fost adăugată muchia la arborele parţial; 
 funcţia procedurală afişare afişează APM.  

#include <fstream.h> 
fstream f("costapm.txt",ios::in); 
int a[50][50],Q[50],H[50],n,r; 
const int VMAX=5000; 
void init mc() 
{int i,j; f>>n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
  for(j=1;j<=n;j++) if (i!=j) a[i][j]=VMAX; }  
void citire mc()  
{int i,j,c; while (f>>i>>j>>c) a[i][j]=c; a[j][i]=c; f.close();} 
void init Q() {for (int i=1;i<=n;i++) if (i!=r) Q[i]=r;} 
int muchie() 
{int i,j,min=VMAX; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
    if (Q[i]!=0 && a[Q[i]][i]<min) {min=a[Q[i]][i]; j=i;} 
 return j;} 
void actualizeaza Q(int j) 
{for(int i=1;i<=n;i++) if (Q[i]!=0 && a[i][Q[i]]>a[i][j]) Q[i]=j;} 
void afisare() 
{cout<<"APM este format din muchiile: "<<endl; 
  for(int i=1;i<=n;i++) if (H[i]!=0) cout<<"["<<H[i]<<","<<i<<"]  ";} 
void main() 
{int i,j,k=0,ct=0; init mc();  citire_mc(); 
 cout<<"Nodul initial: "; cin>>r; init Q(); 
 while (k<n-1) //cât timp nu s-au găsit cele n-1 muchii ale APM 
  {j=muchie(); //alege o muchie sigură 
   H[j]=Q[j]; ct+=a[Q[j]][j]; //adaugă la arbore nodul şi muchia 
   Q[j]=0;     //elimină din coada de priorităţi nodul adăugat 
   actualizeaza Q(j); //actualizează coada de priorităţi 
   k++;} 
 cout<<"costul total= "<<ct<<endl; afisare();} 
Complexitatea algoritmului lui Prim    

Pasul 2 şi pasul 3 au ordinul de complexitate O(n). Pasul 4 se execută de n-1 ori. În cazul 
pasului 3, pentru fiecare muchie aleasă, se execută pasul 5 şi pasul 8 de n ori. Rezultă că 
Pasul 3 are ordinul de complexitate O((n-1)(n+n))=O(n2). Ordinul de complexitate al 
algoritmului va fi: O(n)+O(n)+O(n2)=O(n2).  

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



292                                                          Implementarea structurilor de date 

Pentru graful G43 din figura 51, determinaţi APM executând algoritmul lui 
Prim. Verificaţi dacă soluţia obţinută este corectă executând programul 
pentru graful G43. 

2.8.2.4. Aplicaţii practice 

1. Trebuie să se construiască o reţea de autostrăzi care să lege cele mai importante oraşe 
din ţară. Fiecare tronson de autostradă care leagă două oraşe are un cost de construire. 
Să se determine reţeaua de autostrăzi astfel încât toate oraşele să fie legate prin 
autostrăzi şi costul construirii ei să fie minim. 

2. Într-o localitate trebuie construită o reţea de canalizare care să lege n locuinţe şi să 
comunice cu două puncte de deversare. Fiecare tronson de reţea are un cost de 
construire. Să se determine reţeaua de canalizare astfel încât toate locuinţele să aibă 
acces la ea şi costul construirii ei să fie minim.     

2.8.3. Arborele cu rădăcină 
2.8.3.1. Definiţia arborelui cu rădăcină  

Se numeşte arbore cu rădăcină un arbore A în care 
 există un nod privilegiat numit nod rădăcină. 

Terminologie – Mulţi dintre termenii folosiţi sunt preluaţi din terminologia arborilor 
genealogici sau a arborilor din natură (ca exemplu, arborele A1 figura 52). 

 Muchiile unui arbore se mai numesc ramuri sau arce. 
 Nodul rădăcină mai este 

numit vârf sau tulpină. În 
nodul rădăcină nu intră nici 
un arc. 

 Într-un nod intră un singur 
arc (exceptând rădăcina) 
care îl leagă de un alt nod 
numit părinte sau prede-
cesor. 

 Dintr-un nod pot să iasă 
niciunul, unul sau mai mul-
te arce care îl leagă de un alt nod numit fiu sau succesor. 

 Nodurile fără succesori (din care nu iese nici un arc) se numesc frunze sau noduri 
terminale. Nodurile care nu sunt terminale se mai numesc noduri de ramificare. 

 Două noduri adiacente din arbore sunt în relaţia tată-fiu sau părinte-fiu, iar muchiile 
sunt legături de tip tată-fiu. Între mai multe noduri se poate stabili o relaţie de tipul 
fiul fiului ... fiului sau tatăl tatălui… tatălui. În primul caz se poate spune că nodul 
este descendent sau urmaş al unui alt nod, iar în al doilea caz că nodul este 
ascendent sau strămoş al unui nod. 

 Două noduri care descind direct din acelaşi nod tată se numesc noduri frate. 
 Ordinul unui nod este dat de numărul de descendenţi direcţi. 
 Nodurile sunt organizate pe niveluri. Numerotând nivelurile nodurilor, rădăcina se gă-

seşte pe nivelul 0, descendenţii ei pe nivelul 1, descendenţii acestora pe nivelul 2 etc. 
Nivelul unui nod este egal cu numărul de noduri parcurse pe calea de la rădăcină la el. 

 Un arbore cu rădăcină este arbore vid (arbore nul) dacă nu are nici un nod. 

Temă 

AAA111    

Fig. 52

Înălţimea 4
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 Înălţimea unui arbore este dată de maximul dintre nivelurile nodurilor terminale 
(lungimea celui mai lung lanţ care porneşte din rădăcină). 

1. Pentru arborele cu rădăcină A1 din figura 52 precizaţi: 
 eticheta nodului rădăcină; 
 numărul de frunze şi etichetele lor; 
 etichetele nodurilor care se găsesc pe nivelul 2; 
 etichetele fiilor nodului 2; 
 etichetele fraţilor nodului 5; 
 eticheta părintelui nodului 9; 
 numărul de fraţi ai nodului 7.  

2. Un arbore cu rădăcină A2 (X, U) este definit astfel: 
X={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 
U={[1,2], [1,3], [1,4], [2,6], [3,5], [3,7], [3,9], [4,8], [8,10] }. 

Precizaţi: 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 1, câte frunze are arborele şi care sunt aceste 

frunze; 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 2, câţi fraţi are nodul cu eticheta 1 şi pe ce nivel se 

găseşte nodul cu eticheta 10; 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 10, ce înălţime are arborele, cine este părin-

tele nodului cu eticheta 1 şi care sunt fiii nodului cu eticheta 3. 

Caracteristici:  
 Nodul rădăcină este un nod considerat privilegiat. El nu are părinte (ascendent), ci 

numai fii (descendenţi). Este nodul de la care se consideră că pornesc ramurile către 
rădăcinile altor arbori. Orice nod al arborelui poate fi considerat nod rădăcină. 

 Un arbore A este fie vid, fie format dintr-un nod rădăcină R căruia îi este ataşat un 
număr finit de arbori. Aceşti arbori sunt subordonaţi rădăcinii şi se numesc subarbori ai 
arborelui A. Orice nod dintr-un arbore este rădăcina unui subarbore. 

 Între doi subarbori nu pot exista decât două tipuri de relaţii: 
a. relaţia de incluziune – unul dintre subarbori este subarborele celuilalt;  
b. relaţia de excluziune – cei doi subarbori nu au noduri comune, dar aparţin 

aceluiaşi arbore.  
 Accesul de la rădăcina unui arbore (subarbore) nevid la oricare nod, înseamnă parcur-

gerea unui lanţ format din m arce, care trec prin n noduri (m=n+1), n reprezentând 
nivelul pe care se găseşte nodul faţă de rădăcină. 

Definiţii recursive:  
 Definiţia arborelui. Un arbore nevid este o mulţime finită A de noduri care au următoa-

rele proprietăţi: 
a. Există un nod care poate fi considerat nod rădăcină. 
b. Celelalte noduri pot fi repartizate în i (i0) mulţimi disjuncte (A1, A2, ...., Ai), 

fiecare dintre aceste mulţimi fiind considerate la rândul lor arbori. 
 Definiţia înălţimii. Înălţimea unui arbore este egală cu 1+maximul dintre înălţimile 

subarborilor săi. 

1. Dacă nodul cu eticheta 2 are patru fraţi, iar nodul cu eticheta 1 este 
părintele lui, ce ordin are nodul cu eticheta 1? 

2. Pentru arborele cu rădăcină A1 din figura 52 precizaţi: 
 câţi subarbori are nodul rădăcină – pentru fiecare subarbore precizaţi rădăcina; 

Temă 

Temă 
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 câţi subarbori are nodul cu eticheta 2 – pentru fiecare subarbore precizaţi rădăcina; 
 câţi subarbori are nodul cu eticheta 10 – precizaţi cine este acest subarbore; 
 în ce relaţie sunt subarborele cu rădăcina în nodul cu eticheta 2 şi subarborele cu rădăcina 

în nodul cu eticheta 4; 
 în ce relaţie sunt subarborele cu rădăcina în nodul cu eticheta 2 şi subarborele cu rădăcina 

în nodul cu eticheta 9. 
3. Pentru arborele cu rădăcină A2 definit anterior precizaţi: 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 1, în ce relaţie sunt subarborele cu rădăcina în nodul 

cu eticheta 2 şi subarborele cu rădăcina în nodul cu eticheta 8; 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 3, câţi subarbori are nodul rădăcină – pentru fiecare 

subarbore precizaţi rădăcina; 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 2, câţi subarbori are nodul cu eticheta 9 – precizaţi 

cine este acest subarbore; 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 3, câţi subarbori are nodul cu eticheta 2 – pentru 

fiecare subarbore precizaţi rădăcina;. 
 dacă eticheta nodului rădăcină este 4, în ce relaţie sunt subarborele cu rădăcina în nodul 

cu eticheta 1 şi subarborele cu rădăcina în nodul cu eticheta 3. 

Se numeşte arbore ordonat un arbore cu rădăcină în care  
fiii fiecărui nod sunt ordonaţi. 

Observaţie. Într-un arbore ordonat, dacă un nod are k fii, atunci există un prim fiu, un al 
doilea fiu, …, un al k-lea fiu. 

Se numeşte arborescenţă sau structură arborescentă un arbore cu 
rădăcină în care s-a stabilit nodul rădăcină. 

Pentru a înţelege deosebirea dintre tipurile de arbori enumerate, vom 
considera pentru exemplificare un arbore cu 3 noduri etichetate cu A, B 
şi C şi vom pune în evidenţă numărul de arbori diferiţi care se pot forma 
cu aceste noduri. 
 Arbori liber. Se pot obţine 3 arbori liberi diferiţi. În figura 53 sunt 

prezentaţi aceşti arbori. 
 Arbori cu rădăcină. Se pot obţine 9 arbori cu rădăcină diferiţi. Există 

trei moduri de a alege rădăcina (nodul A, nodul B sau nodul 
C). Pentru un nod rădăcină ales, se pot obţine trei arbori 
diferiţi. De exemplu, dacă se consideră nodul A ca nod 
rădăcină, există trei moduri diferite de a repartiza în arbore 
nodurile B şi C: nodul A are doi fii (B şi C) sau un singur fiu: B 
sau C, obţinându-se trei arbori diferiţi (cei prezentaţi în figura 
54). În total se obţin 33=9 arbori cu rădăcină diferiţi. 

 Arbori cu rădăcină ordonaţi. Se pot obţine 12 
arbori cu rădăcină ordonaţi diferiţi. Ca şi în cazul 
precedent, există trei moduri de a alege rădăcina. 
Pentru un nod rădăcină ales, se pot obţine patru 
arbori diferiţi. De exemplu, dacă se consideră 
nodul A ca nod rădăcină, există patru moduri 
diferite de a repartiza în arbore nodurile B şi C: 

Fig. 53 

Fig. 54 

Fig. 55 
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nodul A are doi fii (B şi C sau C şi B – în acest caz ordinea nodurilor B şi C contează), 
sau un singur fiu: B sau C, obţinându-se patru arbori diferiţi (cei 
prezentaţi în figura 55). În total se obţin 34=12 arbori cu 
rădăcină ordonaţi diferiţi. 

 Structuri arborescente. Pentru un nod rădăcină ales (de 
exemplu nodul B) se pot obţine 3 structuri arborescente diferite 
deoarece există trei moduri diferite de a repartiza în arbore 

nodurile A şi C: nodul B are doi fii (A şi C) sau un singur fiu: A 
sau C (figura 56).  

Se numeşte arbore poziţional un arbore cu rădăcină în 
care  este precizată poziţia fiecărui fiu. 

Observaţie. Într-un arbore poziţional, fiii fiecărui nod sunt etichetaţi 
cu numere întregi pozitive consecutive, iar dacă lipseşte fiul cu 
eticheta k, această etichetă nu se atribuie nici unui fiu (arborele A3 
din figura 57).  

Scop: identificarea colecţiilor de date care pot fi reprezentate prin arbori cu rădăcină. 

Enunţul problemei 1. O firmă are mai mulţi angajaţi. Între angajaţi există fie relaţii de subor-
dine, fie relaţii de colaborare. Directorul firmei dă o dispoziţie pe care o transmite subordo-
naţilor săi direcţi. Aceştia primesc simultan dispoziţia şi o transmit mai departe subordonaţilor 
direcţi ş.a.m.d. Transmiterea dispoziţiei de la un nivel ierarhic la altul necesită acelaşi timp t. 
Să se determine în cât timp ajung să cunoască dipoziţia dată toţi angajaţii firmei (figura 58).       

Firma are o structură ierarhică, iar relaţiile dintre angajaţi pot fi reprezentate cu ajutorul 
unei arborescenţe, în care angajaţii sunt nodurile, iar arcele relaţiile de subordonare. 
Rădăcina arborelui este directorul. Între un angajat care are în subordine un alt angajat 
există o legătură de tip tată-fiu. Între angajaţii subordonaţi aceluiaşi angajat există relaţii 
de colaborare. Aceşti angajaţi sunt noduri frate. Timpul T necesar ca dispoziţia să ajungă 
de la director la toţi angajaţii este dat de produsul dintre timpul t necesar pentru 
transmiterea de la un nivel la altul şi înălţimea h a arborelui: T=th. 

Enunţul problemei 2. Un produs este realizat din mai multe componente. Fiecare 
componentă la rândul său este realizată prin asamblarea altor componente. Atât produsul 
cât şi componentele sunt caracterizate printr-o listă de atribute (proprietăţi): denumire, 

Fig. 56 

Fig. 58

Director 
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cod, preţ, funcţia realizată, costul asamblării, firma care o produce etc. Să se determine 
preţul produsului (figura 59).          

Produsul are o structură ierarhică, iar relaţiile dintre componente pot fi reprezentate cu 
ajutorul unei arborescenţe, în care componentele sunt nodurile, iar arcele relaţiile de 
apartenenţă a unei componente la o altă componentă. Rădăcina arborelui este produsul 
final. Între o componentă şi componenta pe care o are în subordine există o legătură de 
tip tată-fiu. Componentele care fac parte din aceeaşi componentă sunt fraţi. Pentru 
stabilirea costului total al produsului trebuie parcurs arborele, ca să se calculeze costul 
fiecărei componente. Costul c al unei componente se obţine prin adunarea preţului de 
achiziţie p la costul asamblării a: c=p+a. Parcurgerea arborelui se face pornind de la 
ultimul nivel către rădăcină. Rădăcina se prelucrează ultima, după ce au fost prelucraţi 
toţi subarborii subordonaţi ei. 

Observaţie. Pentru studierea proprietăţilor unui obiect, orice obiect poate fi descompus 
la rândul său în obiecte mai simple. Fiecare obiect, la rândul său, poate fi caracterizat 
printr-o listă de proprietăţi. Procesul de descompunere poate să continue pe mai multe 
niveluri. El este finit şi se termină după un număr de etape care este dependent de 
problema care trebuie rezolvată. Procesul de descompunere este un proces recursiv 
(un obiect este compus din alte obiecte). Prin procesul de descompunere se 
stabileşte o ierarhie a obiectelor, iar reprezentarea acestei descompuneri se 
poate face printr-o arborescenţă. 

1. Reprezentaţi sub forma unui arbore cu rădă-
cină, relaţia de incluziune a mulţimilor prezen-
tate în figura 60. 

2. Doriţi să cumpăraţi un calculator şi dispuneţi de un anumit buget. 
Pentru a avea un calculator mai performant, alegeţi varianta de a 
cumpăra componentele şi de a le asambla singur. Calculatorul 
este un produs format din mai multe componente (unitatea 
centrală, monitorul, tastatura, mouse-ul etc.) care la rândul lor pot 
fi descompuse în alte componente (de exemplu, unitatea centrală 
este formată din carcasă, placă de bază, unitatea de hard-disc, unitatea de compact disc 
sau de DVD, etc.). Desenaţi arborele structurii de componente a calculatorului. 

3. Desenaţi un arbore genealogic al familiei care să prezinte filiaţia (descendenţii direcţi ai 
unei persoane). Se va lua ca nod rădăcină unul dintre stră-străbunici. Identificaţi pe 
acest arbore relaţii de rudenie de tip: fiu, nepot, frate şi văr. 

Temă 

Fig. 60 

Produs 
final 

Componenta 1 Componenta 2 Componenta 3 

Componenta 11 Componenta 13 Componenta 12 

... ... 

...................... 

....................................... 

Fig. 59
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4. Cuprinsul unei cărţi are o structură arborescentă. Desenaţi structura arborescentă a 
capitolului „Implementarea structurilor de date” din acest manual. 

5. Structura dosarelor cu fişiere de pe hard-disc, gestionate de sistemul de operare 
Windows, este o structură arborescentă. Desenaţi arborele dosarelor de pe hard-disc. 
Fişierele vor fi nodurile terminale. 

6. O matrice cu n linii şi m coloane este o structură de date ierarhizată care poate fi 
reprezentată pe trei niveluri, ca o arborescenţă, astfel: nodul rădăcină este matricea, 
fiii nodului matrice sunt liniile, iar fiii fiecărei linii, elementele de pe linia respectivă. 
Desenaţi arborele cu rădăcină al unei matrice cu patru linii şi trei coloane. Precizaţi ce 
tip de arbore cu rădăcină este.    

2.8.3.2. Implementarea arborelui cu rădăcină  
Implementarea structurilor de date de tip arbore cu rădăcină se poate face prin:  

 matrice de adiacenţă; 
 listă de adiacenţă; 
 referinţe descendente – legătura de tip tata; 
 referinţe ascendente – legătura de tip părinte nod terminal. 

Observaţie. Arborele, fiind un graf neorientat cu anumite proprietăţi, 
pentru implementarea sa statică se pot folosi aceleaşi metode ca şi 
la grafuri, dar aceste implementări sunt ineficiente. Arborilor le sunt 
specifice implementarea cu legătura de tip tată şi implementarea 
cu legătura de tip părinte nod terminal. În următoarele implemen-
tări se consideră că arborele are n noduri şi rădăcina are eticheta r.  

a)  Implementarea prin referinţe descendente 
Legătura de tip tată. Arborele este reprezentat sub forma unui vector t cu n componente 
în care se memorează, pentru fiecare nod, eticheta părintelui său. Algoritmul de constru-
ire a vectorului este următorul: 
PAS1. Pentru fiecare nod i din arbore execută: 

PAS2. Dacă nodul i=r, atunci t[i]0; altfel, t[i]j, unde j reprezintă 
nodul părinte al nodului i. 

Exemplu. Vectorul tată pentru arborele A4  din figura 61 este:  

Nod (indice i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Părinte (t[i]) 3 3 0 3 1 2 4 1 6 

Observaţie. Din vectorul tată puteţi obţine următoarele informaţii 
 eticheta nodului rădăcină – indicele i pentru care t[i]=0; 
 etichetele nodurilor terminale – nodurile j a căror etichetă nu există în vectorul t; 
 eticheta părintelui unui nod j – t[j]; 
 etichetele fiilor unui nod j – indicii i pentru care t[i]=j; 
 etichetele fraţilor unui nod j – indicii i pentru care t[i]=t[j].  

1. Reprezentaţi sub forma vectorului tată arborele 
cu rădăcină A5 din figura 62. 

2. Scrieţi un program care să citească dintr-un fişi-
er informaţii despre matricea de adicenţă a unui arbore cu rădă-
cină (de pe primul rând – numărul de noduri n şi eticheta rădăcinii 
r, iar de pe următoarele n rânduri – matricea de adiacenţă) şi care 
să scrie vectorul tată al arborelui într-un al fişier. 

Temă 

Fig. 62 

Fig. 61 

AAA444   

AAA555   
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3. Scrieţi un program care să citească din fişierul creat anterior vectorul tată al arborelui cu 
rădăcină şi să afişeze următoarele informaţii:    
a. eticheta nodului rădăcină; 
b. numărul de noduri terminale şi etichetele lor; 
c. pentru fiecare nod, eticheta părintelui, numărul de fii şi etichetele lor, şi numărul 

de fraţi şi etichetele lor. 

b)  Implementarea prin referinţe ascendente 

Legătura de tip părinte nod terminal. Arborele este reprezentat sub forma a doi vectori 
cu n-1 componente: vectorul t în care sunt memorate nodurile, în ordine, pornind de la 
nodurile terminale, şi vectorul pt în care sunt memorate nodurile părinte ale nodurilor 
terminale. Algoritmul de construire a celor doi vectori este următorul: 

PAS1. Pentru fiecare indice i de la 1 la n-1 execută: 
PAS2. Se caută nodul terminal cu eticheta cea mai mică. 
PAS3. Se atribuie această etichetă lui t[i]. 
PAS4. Se atribuie lui pt[i] eticheta nodului părinte al nodului terminal t[i]. 
PAS5. Se elimină din arbore nodul terminal t[i]. 

Exemplu. Pentru arborele A4 din figura 61, cei doi vectori se completează astfel (figura 63): 
 Iniţial nodurile terminale au etichetele: 5, 8, 9 şi 7. Se alege nodul terminal cu eticheta 

cea mai mică (5). Se scrie eticheta sa în primul element al vectorului t, iar eticheta 
părintelui său (1) în primul element al vectorului pt. Se înlătură nodul 5 din arbore. 

 Nodurile terminale au etichetele: 8, 9 şi 7. Se alege nodul terminal cu eticheta cea mai 
mică (7). Se scrie eticheta sa în al doilea element al vectorului t, 
iar eticheta părintelui său (4) în al doilea element al vectorului pt. 
Se înlătură nodul 7 din arbore. 

 Nodurile terminale au etichetele: 8, 9 şi 4. Se alege nodul 
terminal cu eticheta cea mai mică (4). Se scrie eticheta sa în al 
treilea element al vectorului t, iar eticheta părintelui său (3) în al 
treilea element al vectorului pt. Se înlătură nodul 4 din  arbore. 

 Procedeul de adăugare în vectorul t a nodului cu eticheta cea 
mai mică şi a părintelui său în vectorul pt, urmată de eliminarea 
din arbore a nodului adăugat, continuă până când în arbore nu mai rămâne decât nodul 
care are cea mai mare etichetă. 

Vectorii t şi pt pentru arborele A4 din figura 61 sunt:  
(indice vector i) 1 2 3 4 5 6 7 8 

Nod terminal (t[i]) 5 7 4 8 1 3 2 6 
Părinte nod terminal (pt[i]) 1 4 3 1 3 2 6 9 

1. Reprezentaţi arborele cu rădăcină A5 cu vectorii t şi pt. 
2. Scrieţi un program care să citească dintr-un fişier informaţii despre 

matricea de adicenţă a unui arbore cu rădăcină (de pe primul rând – 
numărul de noduri n şi eticheta rădăcinii r, iar de pe următoarele n rânduri – matricea de 
adiacenţă) şi care să scrie vectorii t şi pt ai arborelui într-un alt fişier. 

Observaţii: 
1. Vectorii t şi pt sunt aceiaşi pentru un arbore, indiferent de nodul rădăcină ales. 
2. La terminarea algoritmului, ultimul nod care mai rămâne în arbore este nodul cu eticheta 

cea mai mare – n. Cunoscându-se această etichetă, în vectorul pt este suficient să se 
memoreze numai primele n-2 elemente, ultimul element având întotdeauna valoarea n.   

Temă 

Fig. 63 
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3. Este suficient să se memoreze numai vectorul pt, deoarece din acest vector se poate 
construi vectorul t. Pentru a găsi algoritmul de construire a vectorului t, trebuie observat 
că eticheta j care se memorează în t[i] corespunde unui nod care îndeplineşte urmă-
toarele condiţii:  
a. Nu a fost încă eliminat din arbore – deci nu se găseşte printre etichetele t[1], t[2], 

…, t[i-1]. 
b. Nu este părintele nici unui nod terminal care se va adăuga ulterior, deoarece va fi 

eliminat din arbore – deci nu se găseşte printre etichetele pt[i], pt[i+1], …, pt[n-1]. 
c. Are cea mai mică etichetă dintre nodurile care îndeplinesc condiţiile (a) şi (b). 

Din aceste condiţii rezultă că, pentru orice i (1in-1): 

t[i] = min{kk{1, 2, …, n} - { t[1], t[2], …, t[i-1], pt[i], pt[i+1], …, pt[n-1] }} 

Teorema 23 

Numărul total de arbori liberi care se pot forma cu n noduri este nn-2. 

Demonstraţie. Vectorul pt fiind acelaşi pentru un arbore cu rădăcină, indiferent de nodul rădăcină 
ales, el poate fi asociat şi unui arbore liber. Vectorul pt are n-2 elemente. Notăm cu A mulţimea 
indicilor din vectorul pt şi cu B mulţimea nodurilor arborelui liber. Fiecărui arbore îi putem asocia o 
funcţie f:AB care asociază unui indice i din vectorul pt un nod j din arbore: f(i)=j. Invers, unei funcţii 
f îi putem ataşa un arbore. Notăm cu a=card(A)=n-2 şi cu b=card(B)=n. Numărul de funcţii f:AB este 
egal cu b

a
= n

n-2
. Rezultă că numărul total de arbori care se pot forma cu n noduri este egal cu 

numărul de funcţii f, adică n
n-2

.   

1. Pentru arborele A4 din figura 61 reconstituiţi vectorul t cu ajutorul 
vectorului pt. 

2. Scrieţi un program care să citească dintr-un fişier vectorul pt al unui 
arbore şi care să construiască vectorul t. Salvaţi acest vector, în acelaşi fişier, pe rândul 
următor. 

2.8.3.3. Algoritmi pentru parcurgerea unui arbore cu rădăcină  
Parcurgerea unui arbore cu rădăcină se poate face prin:  

a) Algoritmul de parcurgere în lăţime; 
b) Algoritmul de parcurgere în adâncime. 

a)  Algoritmul de parcurgere în lăţime  

Metoda: se prelucrează mai întâi informaţia din nodul rădăcină, după care sunt prelucrate, 
de la stânga la dreapta, nodurile aflate pe primul nivel, apoi pe cel de al doilea etc. 

Structura de date folosită este coada (c) în care se adaugă fiii nodului 
prelucrat. 

Algoritmul pentru parcurgerea arborelui este următorul: 
PAS1. Se iniţializează coada cu nodul rădăcină r. 
PAS2. Cât timp coada nu este vidă execută  (prim<=utlim): 

PAS3. Este extras din coadă primul nod şi este prelucrat. 
PAS4. Sunt adăugaţi în coadă fii nodului prelucrat. 

Exemplu. Coada de aşteptare la parcurgerea arborelui A6 din figura 64:  
Pas 1 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4 3 

Nod curent  1  2  3  4  5  6  7  8 
Coada 1 - 2 3 3 3 4 4 4 5 6 5 6 5 6 6 6 7 8 7 8 7 8 8 8 - 

Nodurile sunt parcurse în ordinea: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 

Temă 

Fig. 64 AAA666   
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Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală citire creează vectorul t (vectorul tată) prin preluarea infor-

maţiilor din fişier; 
 funcţia operand  rad determină rădăcina r a arborelui; 
 funcţia procedurală  init iniţializează coada de aşteptare cu rădăcina; 
 funcţia operand este_vida testează coada de aşteptare dacă este vidă; 
 funcţia procedurală adauga adaugă un nod la coada de aşteptare;  
 funcţia procedurală elimina elimină nodul prelucrat din coada de aşteptare;  
 funcţia procedurală prelucrare prelucrează primul nod din coadă: adaugă la coada de 

aştepare toţi fiii acestui nod şi apoi îl elimină din coada de aşteptare;  
 funcţia procedurală afisare afişează nodurile arborelui în ordinea prelucrării. 

#include <fstream.h> 
int t[20],n,c[20],prim,ultim;  
fstream f("arbore.txt",ios::in); 
void citire() {f>>n; for (int i=1;i<=n;i++) f>>t[i]; f.close();} 
int rad() 
{for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==0) return i; 
 return 0;} //în caz de eroare – nu există nod rădăcină 
void init (int k) {prim=ultim=1; c[ultim]=k;} 
int este vida() {return ultim<prim;} 
void  adaug(int i) {ultim++; c[ultim]=i;} 
void  elimina() {prim++;} 
void  prelucrare() 
{int r=c[prim]; 
 for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==r) adaug(i); elimina();} 
void  afisare() {for (int i=1;i<=n;i++) cout<<c[i]<<" ";} 
void main() {int r; citire(); r=rad(); init(r); 
             while (!este vida()) prelucrare(); afisare();} 
b)  Algoritmul de parcurgere în adâncime  

Metoda: pornind de la nodul rădăcină se prelucrează fiii unui nod de la stânga la dreapta, 
iar trecerea, de la nodul curent la fratele din dreapta, se face numai după ce au fost vizitaţi 
toţi descendenţii nodului curent, deci ai întregului subarbore dezvoltat din acesta. În funcţie 
de ordinea relativă de prelucrare a nodului rădăcină şi, respectiv, a subarborilor, există doi 
algoritmi: 
 Algoritmul de parcurgere în preordine. Informaţia din nodul rădăcină este prelucrată 

înaintea informaţiilor din celelalte noduri ale subarborilor. Implementarea arborelui se 
face prin referinţe descendente.  

 Algoritmul de parcurgere în postordine. Informaţia din nodul rădăcină este prelucrată 
după ce au fost prelucrate informaţiile din toate celelalte noduri ale subarborilor. Imple-
mentarea arborelui se face prin referinţe ascendente. 

Algoritmul de parcurgere în preordine  
Structura de date folosită este stiva (st) în care informaţia este formată din perechi (nod 
tată, următorul fiu neprelucrat al acestuia). Iniţial, se consideră că nodul prelucrat este 
nodul rădăcină. Notăm: NC = nod curent 
   NP = nod prelucrat (nodul care s-a vizitat) 
   PFNNC = primul fiu neprelucrat al nodului curent 
   PFNNP = primul fiu neprelucrat al nodului prelucrat 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         301 

 

În vârful stivei se va memora perechea (NP, PFNNP). 

Algoritmul pentru parcurgerea arborelui este următorul: 
PAS1. Se iniţializează stiva cu perechea  (nodul rădăcină, primul fiu al rădăcinii). 
PAS2. Cât timp stiva nu este vidă (mai există noduri în stivă) execută: 

PAS3. Se extrag informaţii din vârful stivei despre: 
 Nodul prelucrat devine nod curent NC←st[vf].NP (la prima parcurgere NC←1).  
 Primul fiu neprelucrat al nodului prelucrat devine primul fiu neprelucrat al 

nodului curent PFNNC←st[vf].PFNNP (la prima parcurgere PFNNC←3). 
 Primul fiu neprelucrat al nodului curent devine nod prelucrat  NP←PFNNC  

(la prima parcurgere NP←2). 
 Primul fiu neprelucrat al nodului prelucrat devine primul fiu neprelucrat al 

nodului prelucrat PFNNP←st[vf].PFNNP (la prima parcurgere PFNNP←4). 
PAS4. Dacă nodul curent mai are şi alţi fii neprelucraţi, atunci la stivă se adaugă 

perechea (NC, PFNNC). La prima parcurgere perechea este (1,3). 
PAS5. Dacă nodul prelucrat nu este nod terminal şi mai are şi alţi fii neprelucraţi, 

atunci la stivă se adaugă perechea (NP, PFNNP). La prima parcurgere 
perechea este (2,4). 

Exemplu. Stiva la parcurgerea arborelui A6 din figura 64:  

PAS Stivă NC NP PFNNC PFNNP 
1 (1,2)  1  2 
3 - 1 2 3 4 
4 (1,3) 1 2 3 4 
5 (1,3);  (2,4) 1 2 3 4 
3 (1,3) 2 4 - - 
4 (1,3) 2 4 - - 
5 (1,3) 2 4 - - 
3 - 1 3 - 5 
4 - 1 3 - 5 
5 (3,5) 1 3 - 5 
3 - 3 5 6 7 
4 (3,6) 3 5 6 7 
5 (3,6); (5,7) 3 5 6 7 
3 (3,6) 5 7 8 - 
4 (3,6);(5,8) 5 7 8 - 
5 (3,6); (5,8) 5 7 8 - 
3 (3,6) 5 8 - - 
4 (3,6) 5 8 - - 
5 (3,6) 5 8 - - 
3 - 3 6 - - 
4 - 3 6 - - 
5 - 3 6 - - 

Nodurile sunt parcurse în ordinea: 1, 2, 4, 3, 5, 7, 8, 6. 

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală citire creează vectorul t (vectorul tată) prin preluarea infor-

maţiilor din fişier; 
 funcţia operand rad determină rădăcina r a arborelui; 
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 funcţia operand nodt verifică dacă un nod este nod terminal; 
 funcţia procedurală init iniţializează stiva cu perechea  (rădăcină, primul fiul al rădăcinii); 
 funcţia operand este_vida testează stiva dacă este vidă; 
 funcţia procedurală adauga adaugă un nod la stivă;  
 funcţia procedurală elimina elimină nodul din vârful stivei;  
 funcţia procedurală prelucrare prelucrează nodurile din vârful stivei astfel: nodul prelu-

crat devine nod curent, primul fiu neprelucrat al nodului curent devine nod prelucrat, afişea-
ză nodul prelucrat, elimină perechea de noduri din vârful stivei, dacă nodul curent mai are 
un fiu neprelucrat, adaugă la stivă perechea (NC, PFNNC), iar dacă nodul prelucrat nu 
este nod terminal şi mai are un fiu neprelucrat, adaugă la stivă perechea (NP, PFNNP).  

#include <fstream.h> 
struct stiva {int NP, PFNNP;}; 
stiva st[20]; 
int t[20],n,vf; 
fstream f("arbore.txt",ios::in); 
int nodt(int x) 
{for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==x) return 0; 
 return 1;} 
void init (int r) 
{int i=1; vf=1; 
 while (i<=n && t[i]!=r) i++; 
 st[vf].NP=r; st[vf].PFNNP=i;} 
int este vida() {return vf==0;} 
void  adaug(int x, int y) {vf++; st[vf].NP=x; st[vf].PFNNP=y;} 
void  elimin() {vf--;} 
void  prelucrare() 
{int NC=st[vf].NP,PFNNC=st[vf].PFNNP,NP=PFNNC,PFNNP,i=PFNNC+1; 
 cout<<NP<<"  "; PFNNP=st[vf].PFNNP; elimin(); 
 while (i<=n && t[i]!=NC) i++; 
 if (i<=n) {PFNNC=i; adaug(NC,PFNNC);} 
 if (!nodt(NP)) 
   {i=PFNNP+1; while (i<=n && t[i]!=NP) i++; 
    if (i<=n) {PFNNP=i; adaug(NP,PFNNP);}}} 
void citire(){f>>n; for (int i=1;i<=n;i++) f>>t[i]; f.close();} 
int rad() 
{for (int i=1;i<=n;i++) if (t[i]==0) return i; 
 return 0;} 
void main() 
{int r; citire(); r=rad(); init(r); cout<<"Nodurile vizitate: "<<r<<"  "; 
while (!este vida()) prelucrare();} 

Prin parcurgerea în lăţime a unui arbore cu rădăcină, prelucrarea 
informaţiilor din noduri se face pe niveluri ierarhice, iar prin 
parcurgerea în adâncime în preordine a unui arbore, prelucrarea 

informaţiilor din noduri se face după relaţiile de subordonare. 

Algoritmul de parcurgere în postordine  
Nodului rădăcină i se va atribui cea mai mare etichetă. Prelucrarea se face prin parcur-
gerea simultană a celor doi vectori şi căutarea nodurilor care aparţin aceluiaşi subarbore. 
Evidenţa nodurilor prelucrate este ţinută prin intermediul vectorului vizitat (care este 
definit la fel ca şi la algoritmii de parcurgere a grafurilor).  

Atenţie 
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Algoritmul pentru parcurgerea arborelui în postordine este următorul: 

PAS1. Se iniţializează cu 0 elementele vectorului vizitat. 
PAS2. Cât timp mai sunt noduri nevizitate execută: 

PAS3. Se caută în vectorul t indicele k al primului nod terminal nevizitat. 
PAS4. Se prelucrează nodul t[k] şi se declară vizitat. 
PAS5. Pentru toate nodurile t[i] frate cu nodul t[k] execută  

PAS6. Se prelucrează nodul t[i] şi se declară vizitat. 
PAS7. Se prelucrează părintele nodului t[k] (pt[k]) şi se declară vizitat.  

Pentru implementarea algoritmului se folosesc subprogramele: 
 funcţia procedurală citire creează vectorii t şi pt prin preluarea informaţiilor din fişier; 
 funcţia operand terminat verifică dacă au fost prelucrate toate nodurile arborelui; 
 funcţia procedurală  prelucrare prelucrează nodurile unui subarbore, pornind de 

la nodul terminal cu cea mai mică etichetă. 

#include <fstream.h> 
int t[20],pt[20],vizitat[20],n; 
fstream f("arbore.txt",ios::in); 
void citire()  
{int i; f>>n; for (i=1;i<=n;i++) f>>t[i]; 
              for (i=1;i<=n;i++) f>>pt[i]; f.close();} 
int terminat() 
{for (int i=1;i<n;i++) if (!vizitat[i]) return 0; 
 return 1;} 
void  prelucrare() 
{int i,k; 
 for (i=1;i<n && vizitat[t[i]];i++); 
 k=i; vizitat[t[k]]=1; cout<<t[k]<<" "; 
 for (i=k+1;i<n;i++) 
    if (pt[i]==pt[k]) {cout<<t[i]<<" "; vizitat[t[i]]=1;} 
 cout<<pt[k]<<" "; vizitat[pt[k]]=1;} 
void main() {citire(); cout<<"Nodurile vizitate sunt: "; 
             while (!terminat()) prelucrare();} 
Exemplu – În nodurile unui arbore se memorează eticheta nodului şi un număr. La numărul 
memorat în fiecare nod se adună suma numerelor memorate în nodurile descendente. Să se 
afişeze noua valoare memorată în fiecare nod. Pentru a putea calcula aceste sume, 
parcurgerea arborelui trebuie să se facă în postordine, cu ajutorul vectorilor t şi pt. Numerele 
din fiecare nod vor fi memorate în vectorul c. Informaţiile necesare se citesc dintr-un fişier 
text, astfel: de pe primul rând numărul de noduri n, iar de pe următoarele trei rânduri, cele n 
valori memorate în vectorii t, pt şi c. Pe un rând, numerele sunt separate prin spaţiu.    

#include <fstream.h> 
int t[20],pt[20],c[20],n;  
fstream f("arbore.txt",ios::in); 
void citire() //se citesc datele din fisier 
{int i; f>>n; for (i=1;i<=n;i++) f>>t[i]; 
 for (i=1;i<=n;i++) f>>pt[i]; for (i=1;i<=n;i++) f>>c[i];  f.close();} 
void  prelucrare(){for (int i=1;i<=n;i++) c[pt[i]]=c[pt[i]]+c[t[i]];} 
void  afisare() 
{for (i=1;i<=n;i++) 
    cout<<"Nodul "<<i<<" are totalul "<<c[i]<<endl;} 
void main() {citire(); prelucrare(); afisare();} 
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În nodurile unui arbore cu rădăcină sunt memorate numere naturale. 
Informaţiile despre arbore se citesc dintr-un fişier text, astfel: de pe primul 
rând numărul de noduri ale arborelui, de pe rândul al doilea vectorul tată, şi 

de pe al treilea rând, în ordinea etichetelor, numerele memorate în noduri. Scrieţi un 
program care să calculeze suma numerelor pare memorate în arbore.  

2.8.3.4. Aplicaţii practice 

1. Construiţi arborele genealogic al familiei, care să prezinte filiaţia (descendenţii direcţi ai 
unei persoane). Se va lua ca nod rădăcină unul dintre stră-străbunici. În fiecare nod se 
va memora numele unei persoane. Informaţiile despre arbore se citesc dintr-un fişier text, 
astfel: de pe primul rând numărul de noduri ale arborelui, de pe rândul următor vectorul 
tată, şi de pe al treilea rând, în ordinea etichetelor, numele memorate în noduri. Scrieţi 
un program care să furnizeze următoare informaţii: 
a. Pentru un nume de persoană, citit de la tastatură, să se afişeze descendenţii direcţi şi 

câţi copii are fiecare. 
b. Pentru două nume de persoană, citite de la tastatură, să se afişeze strămoşul comun. 

2. O fabrică de confecţii este formată din mai multe compartimente. Între compartimente 
există fie relaţii de subordonare, fie relaţii de colaborare (relaţiile de colaborare se 
stabilesc pe acelaşi nivel ierarhic). În figura 65 este prezentată organigrama firmei. Fiecare 
compartiment are următoarele atribute: numele compartimentului, numele persoanei care 
conduce acel compartiment şi numărul de angajaţi. 

a. Afişaţi lista angajaţilor care au funcţii de conducere (numele compartimentului şi 
numele persoanei) în două moduri: 

 punând în evidenţă relaţiile de subordonare; 
 grupând persoanele de pe acelaşi nivel ierarhic. 

b. Afişaţi lista angajaţilor care au funcţii de conducere şi numărul total de angajaţi pe care 
îi are fiecare dintre ei în subordine (o persoană cu funcţie de conducere are în 
subordine angajaţii din compartimentul pe care îl conduce şi din toate compartimentele 
subordonate acestuia). 

3. O reţea de distribuţie a produselor unei firme are o organizare piramidală în care fiecare 
dintre agenţii comerciali are în subordine alţi agenţi comerciali. În funcţie de vânzări, 
fiecare agent comercial primeşte un punctaj. Un agent comercial care are în subordine şi 
alţi agenţi comerciali cumulează la punctajul propriu şi punctajele agenţilor comerciali din 
subordine. Scrieţi un program care să afişeze următoarele informaţii: 

a. punctajul total al reţelei; 
b. care este subordonatul direct al unui agent comercial (al cărui nume se precizează 

de la tastatură) care are punctajul cel mai mare şi care este acest punctaj.  

Temă 

Direcţia generalå

Confecţii bărbaţi Confecţii femei Confecţii copii

Compartiment operaţional Compartiment marketing 

Creaţie Croit Confecţionat Finisat Zona 1 Zona 3 

.......... 

Fabrica de confecţii 

Fig. 65
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4. Angajaţii unei firme dispun de o sumă pentru prime distribuită astfel: directorul general 
îşi stabileşte prima şi restul sumei o distribuie în mod egal subordonaţilor lui direcţi. 
Orice subordonat care a primit o sumă îşi stabileşte singur prima (o parte sau întreaga 
sumă primită) restul sumei fiind distribuită în mod egal subordonaţilor săi direcţi, iar 
angajaţii care nu au subordonaţi reţin întreaga sumă pe care o primesc. Ştiind că orice 
subordonat are un singur şef, scrieţi un program de distribuire a primelor şi afişaţi lista 
angajaţilor şi primele primite. Pentru prima pe care o stabileşte pentru sine un angajat, 
folosiţi generatorul de numere aleatoare, care va genera un număr între 0 şi suma 
primită pentru prime – pentru a o distribui.   

(Sesiunea august Bacalaureat 2003 – adaptată) 

2.8.4. Arborele binar 
2.8.4.1. Definiţia arborelui binar  

  Se numeşte arbore binar un arbore cu rădăcină poziţional care are 
proprietatea că fiecare nod are cel mult doi descendenţi direcţi (succesori). 

Terminologie: 
 Cei doi succesori ai unui nod (dacă există) se numesc succesor stâng (subarbore 

stâng) şi succesor drept (subarbore drept) – arborele A7 din figura 66. 

Caracteristici:  
 Deoarece, oricare ar fi un nod al arborelui, el nu 

are mai mult de doi descendenţi direcţi, ordinul 
unui nod dintr-un arbore binar poate fi 0 (nod 
terminal), 1 (unul dintre subarbori este vid) sau 2. 

 Definiţia arborelui binar este o definiţie recursivă. 
Există un nod privilegiat – numit nod rădăcină, iar 
celelalte noduri (dacă există) sunt repartizate în 
două grupuri disjuncte şi, fiecare dintre aceste 
grupuri formează, la rândul său, un arbore binar. 

Observaţie. Arborele binar fiind un arbore cu rădăci-
nă poziţional, se face diferenţă între succesorul 
stâng şi succesorul drept, adică, dacă un nod are un singur descendent, trebuie să se 
precizeze care dintre descendenţi este. În figura 67 sunt prezentaţi doi 
arbori binari Ab1 şi Ab2 care sunt diferiţi, chiar dacă au două noduri şi 
rădăcina în nodul cu eticheta A. În arborele Ab1 succesorul stâng are un 
nod (B), iar succesorul drept este arborele vid, iar în arborele Ab2 
succesorul stâng este arborele vid, iar succesorul drept are un nod (B). 

Arbori binari
Sunt arbori cu rădăcină, la care ordinul 

fiecărui nod nu trebuie să fie mai mare de 2.  

Arbori cu rădăcină 
criteriul de clasificare folosit este 

ordinul nodurilor 

Arbori multicăi. 
Sunt arbori cu rădăcină, la care nu există o 

limită pentru ordinul nodurilor. 

Fig. 67 

AAA777   

Fig. 66 
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Cu 3 noduri, etichetate cu A, B şi C, se obţin 30 de arbori 
binari diferiţi. Există trei moduri de a alege rădăcina. Pentru 
un nod rădăcină ales, se pot obţine zece arbori binari diferiţi 
– în total se vor obţine 310=30 arbori binari diferiţi. În 
figura 68 sunt prezentaţi 6 dintre arborii binari care au 
rădăcina în nodul A. 

Se numeşte arbore binar stict un arbore care are 
proprietatea că fiecare nod, cu excepţia nodurilor 
terminale, are exact doi descendenţi (succesori). 

Exemplu – Arborele binar A8 din figura 69 

Propoziţia 17  

Un arbore binar strict, care are n noduri terminale, are în total 2n-1 noduri. 

Demonstraţie  – Notăm cu k numărul de nivele din arbore, cu  xk, xk-1, …, x2, x1, numărul de noduri 
terminale de pe fiecare nivel, şi cu yk, yk-1, …, y2, y1, numărul de noduri de pe fiecare nivel (cu 
excepţia nivelului 0, pe care se găseşte rădăcina) şi cu N – numărul total de noduri din arbore (N = 
yk+ yk-1+…+y2+y1+1), cu n – numărul total de noduri terminale (n = xk+xk-1+…+ x2+x1).  Nivelul k 
conţine numai noduri terminale, şi yk = xk.  Pentru fiecare alt nivel există relaţia: yi = yi+1/2 + xi. 
Arborele fiind strict, yi+1/2 este un număr întreg, deoarece pe fiecare nivel 
există un număr par de noduri. Adunând relaţiile, obţinem:  

yk = xk 
yk-1 = yk/2 + xk-1 
yk-2 = yk-1/2 + xk-2 
………………….. 
y2 = y3/2 + x2 
y1 = y2/2 + x1 

Rezultă că: N = 1+yk+yk-1+ …+y2+y1+y0 = 1+2(xk+xk-1+ … +x2+x1) = 2n+1 

Propoziţia 16. Un arbore binar strict are un număr impar de noduri. 

Demonstraţie  – Pe fiecare nivel k+1, pentru fiecare nod de pe nivelul k, 
există câte doi descendenţi sau nici un descendent. Rezultă că pe fiecare 
nivel, cu excepţia nivelului 0, există un număr par de noduri. Numărul total 
de noduri va fi impar, deoarece la aceste noduri se adaugă şi nodul 
rădăcină.  

Se numeşte arbore binar echilibrat un arbore binar care are 
proprietatea că diferenţa dintre înălţimile celor doi subarbori ai 

oricărui nod este cel mult 1. 

Exemplu  –  Arborele A9 din figura 70. 

Se numeşte arbore binar perfect echilibrat un arbore binar care 
are proprietatea că diferenţa dintre numărul nodurilor celor doi 

subarbori ai oricărui nod este cel mult 1. 

Exemplu  –  Arborele A10 din figura 71 

Proprietate. Un arbore binar cu n noduri este perfect echilibrat 
dacă subarborele stâng are [n/2] noduri, iar subarborele drept are n-[n/2]-1 noduri. 

Se numeşte arbore binar complet un arbore binar strict care are 
 toate nodurile terminale pe acelaşi nivel. 

Exemplu  –  Arborele A11 din figura 72 

Fig. 69 

Fig. 70 

Fig. 71 

Fig. 68 
AAA888    

AAA999    

AAA111000    

AAA111111    
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Propoziţia 19. Un arbore binar complet, care are n noduri 
terminale, are în total 2n-1 noduri. 

Demonstraţie  – Folosind principiul inducţiei matematice, demonstrăm 
că, într-un arbore binar complet, pe nivelul k sunt 2k noduri  (se notează 
cu Pi propoziţia i).  

P0 – Pe nivelul 0 există un singur nod (nodul rădăcină), adică 20 =1 nod. 

P1 – Pe nivelul 1 există două noduri, adică 21 = 2 noduri.  
……………………………………………………………………………………………………………….…… 
Pk – Pe nivelul k există 2k noduri..  
Pk+1 – Considerând propoziţia Pk adevărată, trebuie să demonstrăm că pe nivelul k+1 există 2k+1 
noduri. Dacă nivelul k+1 aparţine arborelui, atunci pe acest nivel există câte doi descendenţi pentru 
fiecare nod de pe nivelul k, în total  22k=2k+1 noduri. 

Considerând că arborele are k niveluri şi că numărul de noduri de pe nivelul k este n, numărul total de 
noduri din arbore se obţine adunând nodurile de pe cele k niveluri: 

20 + 21 + 22 + … + 2k  = 2k+1–1= 2(2k) –1= 2n –1 

Se numeşte arbore binar aproape complet un arbore binar 
complet  până la penultimul nivel, la care completarea cu noduri,  

pe ultimul nivel, se face de la stânga la dreapta. 

 Exemplu  –  Arborele A12 din figura 73 

Scop: identificarea colecţiilor de date care pot fi reprezentate prin arbori binari. 

Enunţul problemei 1. Trebuie să se organizeze un campionat de meciuri de baschet 
între echipele mai multor licee. Numărul de echipe este n. În fiecare duminică se 
organizează un meci. Echipele care vor juca în prima etapă se trag la sorţi. Să se 
realizeze planificarea meciurilor şi să se determine numărul de duminici în care se va 
desfăşura campionatul (figura 74).            
Campionatul are o structură ierarhică, iar 
relaţiile dintre componente pot fi repre-
zentate cu ajutorul unui arbore binar, în 
care cele două echipe care joacă sunt 
nodurile. Nodurile terminale sunt echipele 
liceelor, iar celelalte noduri reprezintă câte o 
echipa care a câştigat în meciul etapei 
anterioare. Rădăcina arborelui este echipa 
care câştigă finala. Deoarece o echipă câştigătoare se desemnează în urma unui meci 
jucat, nodurile care nu sunt terminale reprezintă meciuri jucate, iar nodul rădăcină cores-
punde meciului final. Arcele reprezintă relaţia de participare a unei echipe la un meci. 
Arborele meciurilor este un arbore binar strict (la un meci participă două echipe). Dacă 
arborele meciurilor este un arbore binar complet şi la campionat participă n echipe, vor 
fi n noduri terminale şi arborele va avea 2n-1 noduri. Numărul de meciuri care se vor 
juca este dat de diferenţa dintre numărul total de noduri ale arborelui şi numărul de noduri 
terminale, adică n-1 meciuri, iar campionatul se va desfăşura în n-1 duminici.  

Enunţul problemei 2. Să se reprezinte modul în care se evaluează o expresie aritmetică.   
O expresie aritmetică este formată din operanzi (constante şi variabile), operatori aritme-
tici (+, -, /, * şi ^ – pentru ridicarea la putere) şi paranteze. În evaluarea expresiei aritme-

Fig. 73 

AAA111222 

Fig. 72 

Fig. 74
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tice se respectă prioritatea operatorilor aritmetici. Operatorii aritmetici sunt 
operatori binari care nu sunt toţi comutativi (operatorii pentru scădere, 
împărţire şi ridicare la putere nu sunt comutativi). Dacă notăm operanzii cu 
x şi y şi operatorul cu op, atunci expresiei E = x op y putem să-i asociem 
arborele binar din figura 75, în care rădăcina este operatorul op, subar-
borele stâng este primul operand – x, iar subarborele drept este al doilea 
operand – y. Dacă expresia conţine un singur operand, acestuia i se poate asocia un 
arbore binar cu un singur nod – nodul rădăcină – în care se memorează operandul. Pentru 
a putea reprezenta o expresie care este formată cu un operator unar (de exemplu, E=–x), 
vom transforma expresia astfel încât să conţină un operator binar (în exemplu, E=0–x).  

Expresia are o structură ierarhică, iar relaţiile dintre componente pot fi reprezentate cu ajutorul 
unui arbore binar, în care operanzii şi operatorii sunt nodurile. Nodurile terminale sunt ope-
ranzii, iar celelalte noduri reprezintă operatorii. Rădăcina arborelui este operatorul care se 
evaluează ultimul. Subarborele stâng şi subarborele drept ai rădăcinii reprezintă expresiile 
cărora li se aplică ultimul operand. Rădăcina fiecărui subarbore va reprezenta operatorul care 
se aplică pe cele două expresii reprezentate prin subarborii 
stâng şi drept ai săi. Arcele reprezintă relaţia de participare a 
unei expresii la operatorul din nodul părinte: ca prim operand 
sau ca al doilea operand. Arborele expresiei este un arbore 
binar strict (un operator leagă doi operanzi). Dacă expresia 
conţine n operanzi, arborele va avea n noduri terminale. Fiind 
un arbore binar strict, va avea 2n-1 noduri. Numărul de 
operatori este dat de diferenţa dintre numărul total de noduri 
ale arborelui şi numărul de noduri terminale, adică n-1 
operatori. Arborele expresiei nu este un arbore echilibrat. 
Arborele binar din figura 76 este arborele expresiei aritmetice: 

y

x

yz

)y4x(
5E

2





  

Desenaţi 5 arbori binari cu trei noduri (etichetate cu A, B şi C) diferiţi, alţii 
decât cei din figura 69.  
1. Desenaţi arborele genealogic al strămoşilor unei persoane până la 

nivelul stră-străbunici. Rădăcina este persoana pentru care se întocmeşte arborele 
genealogic. Fiecare nod are doi descendenţi: mama şi tata. Ce tip de arbore binar este? 
Comparaţi acest arbore cu arborele genealogic al descendenţilor (arborele filiaţiei). 

2. Desenaţi arborele campionatului de baschet pentru 7 echipe. Ce fel de arbore binar este?  

3. Desenaţi arborele binar al expresiei )ba(7
dc

ba2





 

2.8.4.2. Implementarea arborelui binar  
Implementarea structurilor de date de tip arbore binar se poate face:  

a. static – folosind vectori; 
b. dinamic – folosind pointeri. 

a)  Implementarea statică a arborelui binar  

Există două metode de implementare statică a arborilor binari (se foloseşte arborele 
binar A13 din din figura 77). 

Temă 

Fig. 75 

Fig. 76 

Fig. 77 
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1. Folosind doi vectori în care se memorează cei doi succesori ai unui nod:  
 vectorul st – în elementul i se memorează eticheta nodului succesor stâng al 

nodului i;  
 vectorul dr – în elementul i se memorează eticheta nodului succesor drept al 

nodului i. 
Dacă nodul i nu are succesor stâng, respectiv drept, elementul din vectorul st, 
respectiv dr, va avea valoarea 0. 

Pentru arborele A13 din figura 77 cei doi vectori sunt: 

Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
st[i] 2 3 0 0 0 7 0 9 0 
dr[i] 4 6 0 5 0 8 0 0 0 

Observaţie. Din cei doi vectori puteţi obţine următoarele informaţii: 
 eticheta nodului rădăcină r – nodul i pentru care, oricare ar fi indicele j, st[j]i şi 

dr[j]i (nodul a cărui etichetă nu există nici în vectorul st, nici în vectorul dr); 
 etichetele nodurilor terminale – nodurile i pentru care st[i]+dr[i]=0; 
 eticheta părintelui unui nod i – indicele j pentru care st[j]=i sau dr[j]=i; 
 etichetele fiilor unui nod i – st[i] şi dr[i]  (dacă sunt diferiţi de 0); 
 eticheta fratelui unui nod i – st[j] pentru dr[j]=i sau dr[j] pentru st[j]=i.  

2. Folosind doi vectori în care se memorează filiaţia nodurilor: 
 vectorul tata – în elementul i se memorează numărul de ordine al nodului predece-

sor (părinte) al nodului i;  
 vectorul fii (în elementul i se memorează ce fel de succesor al părintelui este; dacă 

fii[i]=–1, atunci nodul i este succesorul stâng al părintelui său, iar dacă fii[i]=1, 
atunci nodul i este succesorul drept al părintelui său. 
Dacă nodul i este nodul rădăcină, elementul din vectorul tata, respectiv fii, va avea 
valoarea 0. 

Pentru arborele A13 din figura 77 cei doi vectori sunt: 

Nodul i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
tata[i] 0 1 2 1 4 2 6 6 8 
fii[i] 0 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 

Observaţie. Din vectorul tată puteţi obţine următoarele informaţii: 
 eticheta nodului rădăcină r – indicele i pentru care tata[i]=0; 
 etichetele nodurilor terminale – nodurile i a căror etichetă nu există în vectorul tata; 
 eticheta părintelui unui nod i – tata[i]; 
 etichetele fiilor unui nod i – fiul stâng: indicele j pentru care tata[j]=i şi fii[j]=-1, iar fiul 

drept: indicele j pentru care tata[j]=i şi fii[j]=1; 
 eticheta fratelui unui nod i – indicele j pentru care tata[i]=tata[j].  

Observaţie. Datorită definiţiei arborilor binari, algoritmii utilizaţi pentru prelucrarea lor pot 
folosi tehnica recursivităţii (definiţia recursivă a arborilor binari) şi strategia divide et 
impera (fiecare nod nu are decât doi descendenţi – prelucrarea unui nod se descompune 
în două subprobleme: prelucrarea subarborelui stâng şi prelucrarea subarborelui drept, 
urmată de compunerea celor două soluţii).  

Exemple – dacă pentru arborele binar se foloseşte implementarea statică, pentru a 
construi algoritmi recursivi cu strategia divide et impera se utilizează vectorii st şi dr.   
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Înălţimea arborelui binar Numărul de „frunze“ din arborele binar 
int max(int x, int y) 
{if (x>y) return x; else return y;} 
int h(int i) 
{if (st[i]==0 && dr[i]==0) return 0; 
   else 
 return 1+max(h(st[i]),h(dr[i]));} 
void main() 
{int r; ... cout<<h(r); ... } 

int frunza(int i) 
{return st[i]+dr[i]==0;} 
int nr_fr(int i) 
{if (frunza(i)) return 1;  
  else  
   if (st[i]==0) 
       return nr frunze(dr[i]); 
     else  
    if (dr[i]==0)  
        return nr frunze(st[i]); 
     else 
 return nr fr(st[i])+nr fr(dr[i]);} 
 void main() 
{int r; ... cout<<nr fr(r); ... } 

1. Scrieţi un program care să furnizeze următoarele informaţii despre un 
arbore binar: nodul rădăcină, nodurile terminale, nodurile cu exact un 
fiu, nodurile cu exact doi fii, nodurile fraţi şi înălţimea. Informaţiile 

despre arbore (numărul de noduri şi cei doi vectori) se vor citi dintr-un fişier. Arborele 
este implementat: 

a. cu vectorii în care se memorează cei doi succesori ai unui nod;  
b. cu vectorii în care se memorează filiaţia nodurilor. 

2. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier numărul de noduri şi vectorii st şi dr ai unui 
arbore binar. Să se reprezinte arborele prin vectorii tata şi fii. 

3. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier numărul de noduri şi vectorii tata şi fii ai 
unui arbore binar. Să se reprezinte arborele prin vectorii st şi dr. 

4. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier numărul de noduri şi vectorii st şi dr ai unui 
arbore binar. Să se verifice dacă arborele binar este un arbore binar strict. 

5. Scrieţi un program care citeşte dintr-un fişier numărul de noduri şi vectorii st şi dr ai unui 
arbore binar. Să se verifice dacă este un arbore binar perfect echilibrat sau un arbore 
binar echilibrat. 

b)  Implementarea dinamică a arborelui binar  
Se face prin definirea unui tip de dată pentru un nod din arbore (tipul nod) şi a adresei unui 
nod (un pointer către tipul de dată nod – nod*). Tipul de dată este definit ca o înregistrare 
care conţine 3 categorii de câmpuri: 
 informaţia utilă – poate fi compusă din mai multe câmpuri (<tip> info); 
 adresa subarborelui stâng – (nod *s  s este adresa rădăcinii subarborelui stâng); 
 adresa subarborelui drept – (nod *d  d este adresa rădăcinii subarborelui drept). 

struct  nod {<tip> info:; 
           nod *s,*d;};  
nod *r; //r=adresa rădăcinii          

Trebuie precizate în fiecare moment poziţiile a trei componente: rădăcina (*r) şi cei 
doi subarbori (*s şi *d).  

Regulă. Întotdeauna este reprezentat subarborele stâng şi apoi subarborele drept. 

Dacă un nod nu are un succesor, succesorul va fi considerat arborele vid. 

Se numeşte arbore vid un arbore care are adresa NULL. 

Temă 
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Exemplul 1 – Pentru un arbore binar pe care-l construim pentru campionatul de meciuri de 
baschet între echipele mai multor licee, informaţia utilă poate fi formată din mai multe 
câmpuri: numele echipei (n e), numele liceului (n l) şi eticheta nodului (nr): 

struct  nod {char n e[15],n l[15]; 
             int nr; 
           nod *s,*d;} *r;          

Exemplul 2 – Pentru exemplele următoare, informaţia utilă va fi formată numai din eticheta 
nodului: 

struct  nod {int nr; 
           nod *s,*d;};  
nod *r;          

În figura 78 este prezentată imple-
mentarea dinamică a arborelui A13 din 
figura 77. 

Algoritmul pentru crearea unui arbore binar 

Agoritmul pentru crearea unui arbore binar implementat dinamic foloseşte strategia 
divide et impera prin descompunerea problemei în trei subprobleme: 

1. crearea nodului rădăcină (cazul de bază); 
2. crearea subarborelui stâng; 
3. crearea subarborelui drept. 

Descompunerea problemei continuă până când subarborele care se creează este arborele 
vid. Combinarea soluţiilor se face prin legarea nodului rădăcină de cei doi subarbori.   

Dacă datele se citesc de la tastatură, pentru a evidenţia că nodul care se creează este 
rădăcina unui arbore vid, în câmpul pentru etichetă se introduce valoarea 0 (care mar-
chează lipsa de informaţii pentru acel nod). De exemplu, pentru a crea arborele din figura 
79, se introduc în ordine, de la tastatură, etichetele: 1 2 3 0 0 6 7 0 0 8 9 0 0 0 4 0 5 0 0.  
Algoritmul pentru crearea arborelui binar este: 

PAS1. Se citeşte informaţia utilă din nod. 
PAS2. Dacă nodul nu conţine informaţie utilă, atunci se creează arborele vid; altfel: 

PAS3. Se creează un nod rădăcină prin alocarea unei zone de memorie. 
PAS4. Se atribuie, câmpului cu informaţie din nod, informaţia citită. 
PAS5. Se creează subarborele stâng. 
PAS6. Se creează subarborele drept.   

Subprogramul care creează un arbore binar poate fi implementat ca funcţie procedurală 
sau ca funcţie operand.   

 Funcţie procedurală Funcţie operand 
void creare(nod *&r) 
{int n; 
 cout<<"Eticheta nod: "; cin>>n; 
 if (n==0) r=NULL; 
    else {r = new nod; 
          r->nr=n; 
          creare(r->s); 
          creare(r->d);}} 
 

nod *creare() 
{int n; nod *r; 
 cout<<"Eticheta nod: "; cin>>n; 
 if (n==0) return NULL; 
    else {r = new nod; 
          r->nr=n; 
          r->s=creare(); 
          r->d=creare(); 
          return r;}} 

Fig. 78 
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void main() 
{creare(r); 
 cout<<"Radacina= "<<r->nr;... } 

void main() 
{r=creare(); 
 cout<<"Radacina= "<<r->nr;... }  

Exemple – Funcţii, implementate recursiv folosind strategia divide et impera, prin care se 
prelucrează arbori binari. 

Înălţimea arborelui binar Numărul de „frunze“ ale arborelui binar 

int max(int x, int y) 
{if (x>y) return x; 
     else return y;} 
int h(nod *r) 
{if (r==NULL) return 0; 
    else  
   return 1+max(h(r->s),h(r->d));} 

int frunza(nod *r) 
{return r->s==NULL && r->d==NULL;} 
int nr fr(nod *r) 
{if (r==NULL) return 0; 
   else if (frunza(r)) return 1; 
       else 
 return nr fr(r->s)+nr fr(r->d); } 

Copierea unui arbore binar Compararea a doi arbori binari 

nod *comb(int n,nod *s,nod *d) 
{nod *c; c = new nod; c->nr=n; 
 c->s=s; c->d=d; return c;} 
nod *copie(nod *c) 
{if (c==NULL) return NULL; 
   else return 
comb(c->nr,copie(c->s),copie(c->d));} 
void main() 
{r1=creare(); r2=copie(r1); ...  } 

int egal(nod *r1,nod *r2) 
{if (r1==NULL) return r2==NULL; 
    else if (r2==NULL) return 0; 
      else return 
          r1->nr==r2->nr && 
           egal(r1->s,r2->s) && 
            egal(r1->d,r2->d);} 
void main() 
{... if (egal(r1,r2)) ...  } 

Afişarea etichetelor de pe un nivel 
precizat  

Verificarea existenţei unui nod cu 
eticheta precizată 

void nivel(nod *r,int i,int k) 
{if (r!=NULL) 
  {if (i==k) cout<<r->nr<<" "; 
   nivel(r->s,i+1,k); 
   nivel(r->d,i+1,k);}}  
void main() 
{int k; r=creare(); 
 cout<<"Nivelul: "; cin>>k; 
 nivel(r,0,k);} 

int caut(nod *r,int k) 
{if (r==NULL) return 0; 
  else 
   if (r->nr==k) return 1; 
     else 
 return caut(r->s,k)||caut(r->d,k);} 
void main() 
{int k; r=creare(); 
 cout<<"Nodul: "; cin>>k; 
 if (caut(r,k)) 
        cout<<"A fost gasit"; 
   else cout<<"Nu a fost gasit";} 

2.8.4.3. Algoritmi pentru parcurgerea unui arbore binar  

Parcurgerea unui arbore binar se poate face prin: 
 algoritmul de parcurgere în lăţime (la fel ca la grafuri); 
 algoritmi de parcurgere în adâncime (specifici arborilor binari): 

 algoritmul RSD (traversarea în preordine); 
 algoritmul SRD (traversarea în inordine); 
 algoritmul SDR (traversarea în postordine). 

Observaţie. Algoritmii pentru parcurgerea unui arbore binar pot fi folosiţi pentru a prelucra 
informaţiile din noduri. 
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Algoritmul RSD  

Metoda: se prelucrează rădăcina, subarborele stâng, subarborele drept (pentru arborele 
A13 din figura 77 – 1 2 3 6 7 8 9 4 5). 

Implementarea statică Implementarea dinamică 

void rsd(int i) 
{cout<<i<<" "; 
 if (st[i]!=0) srd(st[i]); 
 if (dr[i]!=0) srd(dr[i]);} 
void main() 
{ ...rsd(r); cout<<endl; ...} 

void rsd(nod *r) 
{if (r!=NULL) 
  {cout<<r->nr<<" "; 
   rsd(r->s); 
   rsd(r->d);}} 
void main() 
{ ...rsd(r); cout<<endl; ...} 

Algoritmul SRD  

Metoda: se prelucrează subarborele stâng, rădăcina, subarborele drept (pentru arborele 
A13 din figura 77 – 3 2 7 6 9 8 1 4 5). 

Implementarea statică Implementarea dinamică 

void srd(int i) 
{if (st[i]!=0) srd(st[i]); 
 cout<<i<<" "; 
 if (dr[i]!=0) srd(dr[i]);} 
void main() 
{ ...srd(r); cout<<endl; ...}  

void srd(nod *r) 
{if (r!=NULL) 
   {srd(r->s); 
    cout<<r->nr<<" "; 
    srd(r->d);}} 
void main() 
{ ...srd(r); cout<<endl; ...} 

Algoritmul SDR  

Metoda: se prelucrează subarborele stâng, subarborele drept, rădăcina (pentru arborele 
A13 din figura 77 – 3 7 9 8 6 2 5 4 1). 

Implementarea statică Implementarea dinamică 

void sdr(int i) 
{if (st[i]!=0) srd(st[i]); 
 if (dr[i]!=0) srd(dr[i]); 
 cout<<i<<" ";} 
void main() 
{ ...sdr(r); cout<<endl; ...}   

void sdr(nod *r) 
{if (r!=NULL) 
  {sdr(r->s); 
   sdr(r->d); 
   cout<<r->nr<<" ";}} 
void main() 
{ ...sdr(r); cout<<endl; ...} 

Observaţie. Informaţiile din nodurile arborelui binar, după prelucrare, pot fi salvate într-un 
fişier text. La o nouă execuţie a programului ele permit restaurarea arborelui pentru o nouă 
prelucrare. 

Exemplu – pentru arborele creat anterior, etichetele nodurilor sunt salvate într-un fişier text 
(sunt scrise pe un rând, despărţite prin spaţiu) şi la o nouă execuţie a programului sunt 
readuse în memoria internă: 

Salvarea arborelui în fişierul text Restaurarea arborelui din fişierul text  

fstream f("arbore.txt",ios::out); 
void salvare(nod *r) 
{if (r!=NULL) 
  {f<<r->nr<<" "; 
   rsd(r->s); 
   rsd(r->d);} 
  else f<<0<<" ";} 

fstream g("arbore.txt",ios::in); 
nod *restaurare() 
{int n; nod *r; g>>n; 
 if (n==0) return NULL; 
   else {r = new nod; 
         r->nr=n; 
         r->s=restaurare(); 
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void main() 
{ ...salvare(r); ...}   

         r->d=restaurare(); 
         return r;}} 
void main() 
{ ...r=restuarare(r); ...} 

 

1. Scrieţi câte un subprogram pentru următoarele metode de parcurgere 
a arborilor binari: RDS (rădăcină, subarbore drept, subarbore stâng), 
DRS (subarbore drept, rădăcină, subarbore stâng) şi DSR (subarbore 

drept, subarbore stâng, rădăcină). 
2. Scrieţi un program care citeşte succesiunea nodurilor afişate prin parcurgerea SDR şi 

prin parcurgerea RSD şi afişează etichetele nodurilor prin parcurgerea RSD. 
3. Scrieţi o funcţie iterativă pentru metoda de parcurgere RSD a arborilor binari. 
4. Scrieţi o funcţie care afişează numărul nivelului cu cele mai multe frunze. 

5. Scrieţi o funcţie care să verifice dacă un arbore binar este perfect echilibrat. 
6. Scrieţi un program care să furnizeze următoarele informaţii despre un arbore binar: 

nodul rădăcină, nodurile terminale, nodurile cu exact un fiu, nodurile cu exact doi fii, 
nodurile fraţi şi înălţimea. Arborele binar este implementat dinamic şi crearea lui se face 
prin introducerea informaţiilor din noduri de la tastatură. 

7. Scrieţi un program care creează un arbore binar implementat dinamic prin citirea etiche-
telor dintr-un fişier text (etichetele sunt scrise pe un rând, despărţite prin spaţiu, în ordi-
nea în care ar fi fost introduse de la tastatură) şi care verifică dacă arborele binar este 
un arbore binar strict. 

8. În nodurile unui arbore binar sunt memorate numere întregi care nu sunt distincte. Scrieţi 
un program care creează un arbore binar implementat dinamic prin citirea numerelor din-
tr-un fişier text (numerele sunt scrise pe un rând. despărţite prin spaţiu, în ordinea în care 
ar fi fost introduse de la tastatură) şi care creează o listă dublu înlănţuită care să conţină 
numai numerele distincte şi, pentru fiecare număr, de câte ori apare în arbore. 

9. În nodurile unui arbore binar sunt memorate numere întregi care nu sunt distincte. 
Scrieţi un program care creează un arbore binar implementat dinamic prin citirea 
numerelor dintr-un fişier text şi care creează o listă simplă, ordonată descrescător, care 
să conţină numai numerele distincte. 

10. În nodurile unui arbore binar sunt memorate numere naturale. Scrieţi un program care 
să realizeze următoarele: 
a. Creează arborele binar (implementat dinamic) prin introducerea numerelor de la 

tastatură. 
b. Calculează suma numerelor pare din nodurile terminale.  
c. Calculează suma numerelor pozitive din nodurile care au exact doi succesori. 
d. Determină numărul cu valoarea cea mai mare şi de câte ori apare în nodurile arborelui. 
e. Creează o listă simplu înlănţuită cu numerele din nodurile arborelui care au ultima 

cifră 5 sau 3. 
f. Afişează pe ecran numerele de pe un nivel k (k se citeşte de la tastatură). 
g. Salvează, într-un fişier text, numerele de pe fiecare nivel (numerele de pe acelaşi 

nivel vor fi scrise pe un rând, separate prin spaţiu). 
h. Creează un arbore cu aceeaşi structură arborescentă ca cel creat la punctul (a) dar 

care diferă de el prin informaţia din noduri: dacă în primul arbore numărul este par, în 
al doilea arbore este înlocuit cu suma cifrelor sale, iar dacă în primul arbore numărul 
este impar, în al doilea arbore este înlocuit cu inversul lui.   
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2.8.4.4. Aplicaţii practice 

1. Construiţi arborele genealogic al strămoşilor familiei până la nivelul stră-străbunici  
(părinţii direcţi ai fiecărei persoane). Se va lua ca nod rădăcină persoana pentru care se 
întocmeşte arborele. În fiecare nod se va memora numele unei persoane (mama sau 
tatăl persoanei din nodul părinte). Informaţiile despre arbore se citesc dintr-un fişier text, 
astfel: de pe primul rând, numărul de noduri ale arborelui, de pe următoarele două rânduri 
vectorii st şi dr, şi de pe al patrulea rând, în ordinea etichetelor, numele memorate în 
noduri. Scrieţi un program care, pentru un nume citit de la tastatură, să afişeze numele 
părinţilor şi numele bunicilor persoanei respective. 

2. Construiţi arborele campionatului de meciuri de baschet. În fiecare nod  se vor păstra 
următoarele informaţii: eticheta nodului, numele celor două echipe, scorul fiecărei 
echipe şi data la care s-a jucat meciul. În nodurile terminale vor fi păstrate numai 
numele echipelor. Scrieţi un program care să asigure următoarea funcţie: după fiecare 
meci, se va copleta informaţia în fiecare nod: data la care s-a jucat meciul şi scorul; pe 
baza scorului, în nodul părinte va fi scris numele echipei câştigătoare. După fiecare 
execuţie a programului, arborele trebuie salvat într-un fişier, de unde trebuie readus la 
următoarea execuţie.  

2.8.5. Arborele binar de căutare 
2.8.5.1. Definiţia arborelui binar de căutare 

Terminologie: 
 Se numeşte cheie un câmp din informaţia utilă a nodului care poate fi folosit pentru a 

identifica unic nodurile arborelui. 

  Se numeşte arbore binar de căutare un arbore binar 
care are proprietatea că, pentru fiecare nod, cheia din 
succesorul stâng este mai mică decât cheia din nod, 
iar cheia din succesorul drept este mai mare decât 

cheia din nod. 

Exemplu – Arborele binar A14  din figura 79. 

Caracteristici:  
 Pentru orice nod, subarborele stâng conţine noduri cu valori mai mici ale cheii, iar 

subarborele drept conţine noduri cu valori mai mari ale cheii.  
 Într-un arbore binar de căutare nu există două noduri cu aceeaşi valoare a cheii. 

Pentru mulţimea de chei {2, 5, 7, 10, 12, 15, 23} desenaţi arborii binari de 
căutare cu înălţimea 2, 3, 4, 5 şi 6. 

2.8.5.2. Algoritmi pentru prelucrarea unui arbore binar de căutare 

Pentru prelucrarea unui arbore binar de căutare se pot folosi următorii algoritmi: 
 Algoritmul pentru creare, 
 Algoritmii pentru parcurgere, 
 Algoritmii pentru actualizare.   
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Algoritmul pentru crearea unui arbore binar de căutare 

Crearea unui arbore binar de căutare se face prin adăugarea fiecărui nod ca nod terminal, în 
poziţia corespunzătoare, astfel încât arborele să nu-şi piardă proprietatea din definiţie. 
Căutarea nodului la care se va adăuga ca succesor nodul terminal şi ce fel de succesor va fi 
(stâng sau drept) se face cu ajutorul unui pointer care va indica nodul curent care se 
analizează. Nodul de la care se porneşte este rădăcina arborelui. Cu ajutorul acestui pointer 
se avansează pe nivelurile arborelui prin succesorul stâng sau succesorul drept al nodului 
curent, în funcţie de rezultatul comparaţiei dintre valoarea citită pentru cheie şi valoarea cheii 
din nodul curent. Avansarea continuă până când succesorul nodului curent la care a ajuns 
pointerul este arborele vid. Algoritmul pentru crearea arborelui binar de căutare este: 

PAS1. Se iniţializează arborele cu arborele vid, atribuind rădăcinii adresa NULL. 
PAS2. Se citeşte informaţia utilă, cu valoarea v pentru cheie. 
PAS3. Cât timp există informaţie utilă execută:  

PAS4. Se iniţializează nodul curent cu nodul rădăcină.  
PAS5. Dacă nodul curent nu este un arbore vid, atunci se trece la Pasul 9.  
PAS6. Se creează un nod prin alocarea unei zone de memorie. 
PAS7. Se atribuie, câmpului cu informaţie din nod, informaţia citită. 
PAS8. Se atribuie, succesorilor nodului, arborele vid. Se trece la Pasul 11. 
PAS9. Dacă v (cheia din informaţie), este mai mică decât cheia nodului curent, 

atunci nodul curent devine succesorul stâng şi se revine la Pasul 5. 
PAS10. Dacă v (cheia din informaţie) este mai mare decât cheia nodului curent, 

atunci nodul curent devine succesorul drept şi se revine la Pasul 5; 
altfel, se afişează mesajul ”Cheia exista deja”. 

PAS11. Se citeşte informaţia utilă cu valoarea v pentru cheie.  

Implementarea subprogramului prin care se adaugă un nod la arbore s-a făcut recursiv. 

Observaţie. Dacă se prelucrează o mulţime de valori numerice care nu sunt diferite între 
ele, se poate folosi arborele binar de căutare, adăugând la structura nodului un câmp în 
care se numără frecvenţa de apariţie a numărului în şirul de valori (frecv):  

struct  nod {int nr,frecv; 
           nod *s,*d;};  

În acest mod, este respectată condiţia de cheie unică impusă de definiţia arborelui binar de 
căutare, în nodurile lui fiind memorate numai valorile unice ale cheii. Programul de creare a 
unui arbore binar de căutare, în cele două variante, este: 

Valoarea pentru cheie este unică Valoarea pentru cheie nu este unică 

void creare(nod *&r, int n) 
{if (r!=NULL) 
  if (n<r->nr) creare(r->s,n); 
   else if (n>r->nr) creare(r->d,n); 
     else 
       cout<<"Numarul exista"<<endl; 
   else {r = new nod; 
         r->nr=n; 
         r->s=NULL; 
         r->d=NULL;}} 
void main() 
{int n; r=NULL; 
 cout<<"Numar: "; cin>>n; 

 void creare(nod *&r, int n) 
{if (r!=NULL) 
  if (n<r->nr) creare(r->s,n); 
   else if (n>r->nr) creare(r->d,n); 
     else r->frecv++; 
   else {r = new nod; 
         r->nr=n; 
         r->frecv=1; 
         r->s=NULL; 
         r->d=NULL;}} 
void main() 
{int n; r=NULL; 
 cout<<"Numar: "; cin>>n; 
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 while (n!=0) 
  {creare(r,n); 
   cout<<"Numar: "; cin>>n;} 
  ...} 

 while (n!=0) 
  {creare(r,n); 
   cout<<"Numar: "; cin>>n;} 
  ...} 

Observaţie. Înălţimea arborelui binar de căutare depinde de ordinea în care se 
introduc valorile cheii.  

1. Pentru fiecare dintre arborii binari de căutare desenaţi la tema anteri-
oară, precizaţi în ce ordine au fost citite cheile, la crearea arborelui. 

2. Desenaţi arborii binari de căutare care se creează atunci când 
introduceţi pentru cheie, în ordine, următoarele valori: 

a. 3, 6, 2, 7, 8, 1, 5, 4, 0; 
b. 7, 3, 1, 2, 8, 5, 4, 6, 0; 
c. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 0. 

Algoritmi pentru parcurgerea unui arbore binar de căutare 

Pentru parcurgerea arborilor binari de căutare se folosesc algoritmii de parcurgere a unui 
arbore binar.  

Observaţii 
1. Prin parcurgerea arborelui cu algoritmul SRD cheile sunt afişate în ordine crescătoare. 
2. Prin parcurgerea arborelui cu algoritmul DRS cheile sunt afişate în ordine descrescătoare. 
3. Cheia cu valoarea maximă se găseşte în nodul cel mai din stânga, iar căutarea sa se 

face parcurgând arborele numai pe legătura cu succesorul stâng, pornind din rădăcină.   
4. Cheia cu valoarea minimă se găseşte în nodul cel mai din dreapta, iar căutarea sa se 

face parcurgând arborele numai pe legătura cu succesorul drept, pornind din rădăcină.  

Valoarea minimă Valoarea maximă 
Implementare recursivă 

int min(nod *r) 
{if (r->s!=NULL) 
      return min(r->s); 
 else return r->nr;} 
void main() 
{ ... 
 cout<<endl<<"Minim: "<<min(r); ...} 

int max(nod *r) 
{if (r->d!=NULL) 
      return max(r->d); 
 else return r->nr;} 
void main() 
{ ... 
 cout<<endl<<"Maxim: "<<max(r); ...} 

Implementare iterativă 

int min(nod *r) 
{while (r->s!=NULL) 
      r=r->s; 
 return r->nr;} 
void main() 
{ ... 
 cout<<endl<<"Minim: "<<min(r); ...} 

int max(nod *r) 
{while (r->d!) 
      r=r->d; 
 return r->nr;} 
void main() 
{ ... 
 cout<<endl<<"Maxim: "<<max(r); ...} 

5. Deoarece între nodurile arborelui binar de căutare este stabilită o relaţie de ordine, 
căutarea unei anumite chei se face rapid prin mecanismul căutării binare (se caută în 
una din cele două submulţimi de valori – subarborele stâng sau subarborele drept). 
Căutarea nodului se face cu ajutorul unui pointer, care porneşte din nodul rădăcină şi 
care va indica nodul curent care se analizează. Pointerul va avansa prin succesorul 
stâng sau succesorul drept al nodului curent, în funcţie de rezultatul comparaţiei dintre 
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Fig. 80 

valoarea citită pentru cheie şi valoarea cheii 
din nodul curent. Avansarea continuă până 
când se găseşte un nod care conţine cheia 
căutată sau până se ajunge la un arbore vid  
(cazul în care nu există cheia căutată în 
arbore) – figura 80. 

PAS1. Se citeşte cheia k care se caută. 
PAS2. Se iniţializează pointerul cu adresa rădă-

cinii. 
PAS3. Cât timp nu s-a găsit cheia căutată şi nu s-a ajuns la arbore vid execută:  

PAS4. Dacă nodul curent are cheia mai mică decât k, atunci pointerul avansează 
la subarborele stâng; altfel, pointerul avansează la subarborele drept.  

Implementare recursivă Implementare iterativă 

nod *cauta(nod *r,int k) 
{if (r==NULL || r->nr==k)  return r; 
  else 
  if(r->nr>k) return cauta(r->s,k); 
        else return cauta(r->d,k);} 
void main() 
{int k; ... 
 cout<<"Cheia cautata: "; cin>>k; 
 if (cauta(r,k)!=NULL) 
      cout<<"S-a gasit"; 
 else cout<<"Nu s-a gasit"; ...} 

nod *cauta(nod *r,int k) 
{while (r!=NULL && r->nr!=k) 
   if(r->nr>k) r=r->s; 
          else r=r->d; 
 return r;} 
void main() 
{int k; ... 
 cout<<"Cheia cautata: "; cin>>k; 
 if (cauta(r,k)!=NULL) 
      cout<<"S-a gasit"; 
 else cout<<"Nu s-a gasit"; ...} 

Algoritmi pentru actualizarea unui arbore binar de căutare 

În arborii binari de căutare se pot executa următoarele operaţii de actualizare:  
 inserarea unui nod; 
 ştergerea unui nod. 

În urma acestor operaţii de actualizare, arborele trebuie să-şi 
păstreze calitatea de arbore binar de căutare.   

Algoritmul pentru inserarea unui nod 

Căutarea poziţiei în care se inserează nodul se face cu ajutorul unui pointer, care porneşte 
din nodul rădăcină şi care va indica nodul curent care se analizează. Pointerul va avansa 
prin succesorul stâng sau succesorul drept al nodului curent, în funcţie de rezultatul 
comparaţiei dintre valoarea citită pentru cheia care se inserează şi valoarea cheii din nodul 
curent. Avansarea continuă până când se găseşte un nod care conţine o cheie egală cu 
cheia care se inserează (cazul în care nodul nu se poate insera, deoarece mai există o 
cheie cu aceeaşi valoare în arbore) sau până când, în nodul curent, succesorul pe care 
avansează pointerul este un arbore vid. Dacă s-a ajuns la arborele vid, înseamnă că 
valoarea cheii care se inserează nu mai există în arbore – şi cheia se adaugă ca succesor 
al nodului curent, drept sau stâng, în funcţie de valoarea cheii care se inserează şi de 
valoarea cheii din nodul curent. Variabila r este pointerul către nodul care se inserează. În 
varianta iterativă, variabila c este pointerul către nodul curent, iar variabila logică x se 
foloseşte pentru a şti dacă în arbore s-a găsit cheia care se inserează (este iniţializată cu 
valoarea 1, presupunându-se că nu mai există cheia în arbore).   

Atenţie 
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PAS1. Se citeşte cheia k a nodului care se inserează. 
PAS2. Se iniţializează pointerul r cu adresa rădăcinii. 
PAS3. Cât timp nu s-a ajuns la arbore vid şi nu s-a găsit cheia care se inserează execută:  

PAS4. Dacă nodul curent are cheia egala cu k, atunci se afişează mesajul “Cheia 
exista”, se atribuie lui x valoarea 0 şi se trece la Pasul 6.  

PAS5. Dacă nodul curent are cheia mai mică decât k, atunci pointerul avansea-
ză la subarborele stâng; altfel, pointerul avansează la subarborele drept 
şi se revine la Pasul 3. 

PAS6. Dacă nu s-a găsit în arbore cheia care se inserează (x0), atunci:  
PAS7. Se creează un nod prin alocarea unei zone de memorie. 
PAS8. Se atribuie, câmpului cu informaţie din nod, informaţia care se inserează. 
PAS9. Se atribuie, succesorilor nodului, arborele vid.  
PAS10. Dacă nodul curent c are cheia mai mică decât k, atunci nodul care se in-

serează este succesorul drept; altfel, nodul care se inserează este 
succesorul stâng.  

Valoarea pentru cheie este unică Valoarea pentru cheie nu este unică 
Implementare recursivă 

void inserare(nod *&r,int k) 
{if (r!=NULL) 
  if (r->nr==k) 
   cout<<"Cheia exista"<<endl; 
    else if (r->nr>k)  
           inserare(r->s,k); 
         else inserare(r->d,k); 
  else {r=new nod; r->nr=k; 
        r->s=NULL; r->d=NULL;}} 
void main() 
{int k; ... 
 cout<<"Cheia care se insereaza: ";  
 cin>>k; inserare(r,k); ...} 

void inserare(nod *&r,int k) 
{if (r!=NULL) 
  if (r->nr==k)r->frecv++; 
    else if (r->nr>k)  
           inserare(r->s,k); 
         else inserare(r->d,k); 
  else {r=new nod; r->nr=k; 
        r->s=NULL; r->d=NULL;}} 
void main() 
{int k; ... 
 cout<<"Cheia care se insereaza: ";  
 cin>>k; inserare(r,k); ...} 

Implementare iterativă 
void inserare(nod *r,int k) 
{int x=1; nod *c; 
 while (r!=NULL && x) 
  if (r->nr==k) 
   {cout<<"Cheia exista"<<endl;  
    x=0;} 
   else  
    if (r->nr>k) {c=r; r=r->s;} 
            else {c=r; r=r->d;} 
  if (x) 
   {r=new nod; r->nr=k; 
    r->s=NULL; r->d=NULL; 
    if (c->nr>k) c->s=r; 
            else c->d=r;}} 
void main() 
{int k; ... 
 cout<<"Cheia care se insereaza: ";  
 cin>>k; inserare(r,k); ...} 

void inserare(nod *r,int k) 
{int x=1; nod *c; 
 while (r!=NULL && x) 
  if (r->nr==k) 
    {r->frecv++; x=0;} 
   else  
    if (r->nr>k) {c=r; r=r->s;} 
            else {c=r; r=r->d;} 
  if (x) 
   {r=new nod; r->nr=k; 
    r->s=NULL; r->d=NULL; 
    if (p->nr>k) c->s=r; 
            else c->d=r;}} 
void main() 
{int k; ... 
 cout<<"Cheia care se insereaza: ";  
 cin>>k; inserare(r,k); ...} 

 

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



320                                                          Implementarea structurilor de date 

Algoritmul pentru ştergerea unui nod 

La ştergerea unui nod din arborele binar pot să apară trei cazuri:    

1. Nodul care se şterge nu are fii. În nodul părinte, adresa lui este înlocuită cu adresa 
arborelui vid – figura 81. 

2. Nodul care se şterge are un fiu. În nodul părinte, adresa lui este înlocuită cu adresa 
fiului (se stabileşte o legătură între părintele lui şi fiul lui) – figura 82. 

3. Nodul care se şterge are doi fii. Se caută, în subarborele drept al nodului care trebuie 
şters, primul nod care nu are succesor drept. Acest nod are cea mai mare cheie din 
subarborele drept şi, implicit, cea mai mare cheie din subarborii subordonaţi nodului 
care se şterge. Informaţia utilă din acest nod este copiată în nodul care trebuie şters, 
după care este şters nodul găsit ca nod cu un singur fiu – succesorul stâng (cazul 2). 
Prin copierea informaţiei din nodul cu cheia cea mai mare, arborele îşi păstrează 
proprietatea de arbore binar de căutare  – figura 83. 

PAS1. Se citeşte cheia k a nodului care se şterge. 
PAS2. Se iniţializează pointerul r cu adresa rădăcinii. 
PAS3. Cât timp nu s-a şters nodul şi nu s-a ajuns la arborele vid execută:  

PAS4. Dacă nodul curent are cheia egală cu k, atunci se trece la Pasul 5, pentru 
a se analiza ce tip de nod este; altfel, se trece la Pasul 9.  

PAS5. Dacă nodul curent este nod terminal, atunci, în nodul părinte, adresa lui 
este înlocuită cu arborele vid, se eliberează zona de memorie ocupată de 
nodul curent – şi se revine la Pasul 3. 

PAS6. Dacă nodul curent are numai succesor drept, atunci, în nodul părinte, 
adresa lui este înlocuită cu adresa succesorului său drept, se eliberează 
zona de memorie ocupată de nodul curent – şi se revine la Pasul 3.   

Ştergere nod terminal: k=1. 
p->s=NULL; 
delete q1; 

Ştergere nod terminal: k=7. 
 p->d=NULL; 
delete q2; 

Fig. 81 

Ştergere nod cu fiu stâng: k=5.
p->s=p->s->s; 
delete q1; 

Ştergere nod cu fiu drept: k=11.
 p->d=p->d->d; 
delete q2 

Fig. 82 

Ştergere nod cu doi fii: k=7. 
q->info=r->info; 
p->s=p->s->d; 
delete r; 

Fig. 83 
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PAS7. Dacă nodul curent are numai succesor stâng, atunci, în nodul părinte, 
adresa lui este înlocuită cu adresa succesorului său stâng, se eliberează 
zona de memorie ocupată de nodul curent – şi se revine la Pasul 3. 

PAS8. Se caută, în subarborele drept al nodului curent, primul nod care nu are 
succesor drept, se copiază informaţia utilă din acest nod în nodul curent, se 
eliberează zona de memorie ocupată de nodul găsit – şi se revine la Pasul 3. 

PAS9. Dacă nodul curent are cheia mai mică decât k, atunci se caută nodul 
care trebuie şters în succesorul drept; altfel, se caută nodul care trebuie 
şters în succesorul stâng. Se revine la Pasul 3.  

PAS10. Dacă s-a ajuns la arborele vid, atunci se afişează mesajul “Cheia nu exista”, 
Observaţie. Transmiterea adresei de la nodul curent (care se şterge) la părintele său, se 
face prin transmiterea prin referinţă a parametrului cu adresa nodului.    

void sterge nod(nod *&r, nod *&c)  
/*se caută în subarborele drept al nodului curent (r) primul nod care   
  nu are succesor drept (c) */ 
{nod *p; 
 if (c->d!=NULL) sterge nod(r,c->d); 
  else {r->nr=c->nr;  //se copiază informaţia utilă din nodul  
                        //găsit în nodul curent 
        p=c->s; delete c; c=p; }} 
//se şterge nodul găsit ca nod care are numai succesor drept 
void stergere(nod *&r,int k) 
{nod *c; 
 if (r!=NULL) 
   if (r->nr==k) //dacă s-a găsit nodul care trebuie şters 
     if (r->s==NULL && r->s==NULL) //dacă este nod terminal 
        {delete r; r=NULL;} 
      else 
       if (r->s==NULL) //dacă este nod care are numai succesor drept 
                        {c=r->d; delete r; r=c;} 
        else if (r->d==NULL) //dacă este nod care are numai succesor stâng 
                        {c=r->s; delete r; r=c;} 
              else sterge nod(r,r->s); //dacă are ambii succesori 
     else //dacă nu s-a găsit nodul care trebuie şters 
        if (r->nr<k) stergere(r->d,k); //caută în succesorul drept  
                else stergere(r->s,k); //caută în succesorul stâng 
  else cout<<"Cheia nu exista";} 
void main() 
{int k; ... cout<<"Cheia care se sterge: "; cin>>k; stergere(r,k); ...} 
Complexitatea algoritmilor de prelucrare a arborilor binari de căutare    

Căutarea unei informaţii identificată printr-o cheie cu valoarea k începe de la nodul 
rădăcină şi se termină, în cel mai rău caz, într-unul dintre nodurile terminale ale arborelui. 
Găsirea nodului presupune executarea operaţiei de comparare dintre cheia cu valoarea k şi 
cheia nodului curent. Timpul mediu de execuţie al algoritmului se calculează la fel ca la 
algoritmul de căutare secvenţială într-o structură liniară de n chei (reprezentate sub formă 
de vector sau listă înlănţuită), unde:  

2

1n
Tmed


  
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În cazul arborelui binar de căutare, dimensiunea datelor nu este n, ci numărul de niveluri 
ale arborelui de căutare (sau înălţimea lui). Înălţimea fiind cu 1 mai mică decât numărul de 
niveluri parcurse (se consideră şi nivelul rădăcinii), în cazul arborelui binar de căutare: 

2

2h
Tmed


  

Ordinul de complexitate al algoritmului este O(h). Rezultă că timpul consumat pentru operaţii-
le de prelucrare a arborilor binari de căutare este direct proporţional cu înălţimea arborelui h. 

Propoziţia 20  

Înălţimea unui arbore binar cu n noduri poate lua valori între log2(n)-1 şi n-1. 

Demonstraţie. Notăm cu h înălţimea arborelui binar cu n noduri. Arborele binar are cea mai mare 
înălţime (h_max) atunci când este degenerat (nodurile sunt distribuite câte unul pe fiecare nivel  – 
cu excepţia nodului terminal, ordinul fiecărui nod este 1). Rezultă că h_max=n-1 şi hn-1 Arborele 
binar are cea mai mică înălţime (h_min) atunci când este complet (toate nodurile terminale se 
găsesc pe acelaşi nivel – şi ordinul fiecărui nod, cu excepţia nodurilor terminale, este 2). În acest caz, 
pe fiecare nivel i vor fi 2i noduri, iar numărul n de noduri va fi egal cu  2h_min+1–1. Rezultă că  n+1 = 
2h_min+1 şi h_min+1= log2(n+1). Din ultima egalitate rezultă că h  log2(n)-1.  

Eficienţa algoritmului de prelucrare a arborilor binari depinde de modul în care a fost 
creat arborele. Dacă el are înălţimea maximă (arborele binar degenerat, în care fiecare nod nu 
are decât un succesor), ordinul de complexitate al algoritmului va fi O(n) şi este egal cu cel al 
algoritmului de căutare secvenţială într-o structură de date liniară. Dacă el are înălţimea minimă 
(arborele complet sau aproape complet), ordinul de complexitate al algoritmului va fi O(log2n). 

1. Comparaţi, din punct de vedere al eficienţei, algoritmii recursivi şi 
iterativi pentru determinarea minimului, respectiv a maximului, într-un 
arbore binar de căutare. Care dintre variante este mai eficientă? 

2. Pentru arborele binar A14  din figura 79, câte operaţii de deplasare în structura de date 
se execută pentru a determina minimul? Dacă valorile din arbore ar fi fost memorate 
într-o structură liniară, câte operaţii de deplasare s-ar fi executat pentru a determina 
minimul? Care dintre structurile de date este mai eficientă?   

3. Scrieţi o funcţie care să creeze un arbore binar de căutare perfect echilibrat. 
4. Scrieţi o funcţie care să verifice dacă un arbore binar este un arbore binar de căutare. 
5. În nodurile unui arbore binar sunt memorate numărătorul şi numitorul unor fracţii 

distincte. Să se simplifice fracţiile din arbore, iar dacă în urma simplificării rezultă un 
număr întreg, să se elimine din arbore.  

6. În nodurile unui arbore binar sunt memorate numere întregi. Se citeşte de la tastatură un 
număr întreg x. Să se caute în arbore nodul cheia x şi dacă se găseşte, să se afişeze 
fratele său – precizându-se dacă este fratele stâng sau fratele drept. Să se afişeze un 
mesaj de informare dacă nu se găseşte cheia x în arbore sau dacă nodul nu are frate. 

2.8.5.3. Aplicaţii practice 

1. Un text conţine cuvinte care se pot repeta. Textul este memorat într-un fişier text. Scrieţi 
un program care să citească textul din fişier şi care să afişeze cuvintele din text, 
ordonate alfabetic, şi frecvenţa lor de apariţie în text. 

2. Realizaţi o agendă de telefon cu ajutorul unui arbore binar de căutare. În fiecare nod se 
vor păstra următoarele informaţii: numele şi prenumele persoanei, numărul (numerele 
de telefon) şi adresa de e-mail. Scrieţi un program care să permită adăugarea de noi 
persoane în agendă, eliminarea unor persoane şi căutarea unei persoane pentru a afla 
numărul de telefon şi adresa de e-mail.  
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2.8.6. Ansamblul Heap 
2.8.6.1. Definiţia ansamblului Heap 

  Se numeşte ansamblu Heap un arbore binar care îndeplineşte următoarele condiţii:  
 (1)  este un arbore aproape complet; 
 (2)  în orice pereche de noduri tată-fiu cheile sunt într-o relaţie de ordine prestabilită.  

Exemplu. În figura 84 este prezentat ansamblul Heap A15 în 
nodurile căruia sunt memorate numere naturale, relaţia de 
ordine fiind: dacă în nodul tată este un număr impar, în 
nodul fiu nu poate fi decât tot un număr impar. Numerele 
scrise în exteriorul nodurilor, reprezintă indici pentru nume-
rotarea nodurilor.   

Terminologie: 
 Ansamblul Heap se mai numeşte şi arbore de selecţie sau arbore parţial ordonat. 
 Un ansamblu Heap maxim este un ansamblu Heap în care 

cheia părintelui este mai mare sau egală cu cheia fiului 
(arborele binar A16 din figura 85). 

 Un ansamblu Heap minim este un ansamblu Heap în care 
cheia părintelui este mai mică sau egală cu cheia fiului 
(arborele binar A17 din figura 86). 

Caracteristici:  
 Într-un ansamblu Heap cu n noduri, înălţimea arborelui h este egală cu [log2n]-1. 
 Într-un ansamblu  Heap (de exemplu, într-un ansamblu 

Heap minim sau Heap maxim) pot exista chei cu 
aceeaşi valoare. 

 Într-un ansamblu  Heap minim cheia din orice nod este 
mai mică sau egală cu cheile tuturor nodurilor din cei doi 
subarbori ai săi, iar în nodul rădăcină se găseşte cheia 
cea mai mică din arbore. 

 Într-un ansamblu  Heap maxim cheia din orice nod este mai mare sau egală cu cheile 
tuturor nodurilor din cei doi subarbori ai săi, iar în nodul rădăcină se găseşte cheia cea 
mai mare din arbore. 

 Un ansamblu Heap poate fi folosit pentru a implementa o coadă de priorităţi (de aici îi 
vine şi denumirea de arbore de selecţie), deoarece – prin extragerea cheilor prin nodul 
rădăcină – se extrag datele în conformitate cu relaţia de ordine prestabilită. Pentru 
ansamblul Heap A15 din figura 85, ordinea de extragere a datelor este: mai întâi 
numerele pare şi apoi numerele impare. În ansamblul Heap A16 din figura 86 extragerea 
nodurilor se face în ordinea descrescătoare a etichetelor, iar în ansamblul Heap A17 din 
figura 86 extragerea nodurilor se face în ordinea crescătoare a etichetelor. 

Proprietate: Ansamblul Heap are o proprietate foarte importantă (pe care o moşteneşte de 
la arborii binari compleţi): dacă nodurile arborelui se numerotează cu indici, în ordinea 
parcurgerii în lăţime (ca în figura 84), între indicii părintelui, al subarborelui stâng şi al 
subarborelui drept  – există următoarele relaţii: 

 Părintele nodului cu indicele i are indicele 





2

i . 

Fig. 84 

Fig. 86 

Fig. 85 

AAA111555 

AAA111666 

AAA111777 
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 Fiul stâng al părintelui cu indicele i are indicele 2i. 
 Fiul drept al părintelui cu indicele i are indicele 2i+1. 

Această proprietate a arborilor compleţi şi aproape compleţi ne permite să implementăm 
static ansamblul Heap, cu ajutorul unui vector v.  

 Rădăcina arborelui are eticheta v[1]. 
 Fiul stâng al nodului cu eticheta v[i] este nodul cu eticheta v[2*i]. 
 Fiul drept al nodului cu eticheta v[i] este nodul cu eticheta v[2*i+1]. 

Indice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
A16 2 10 18 20 3 5 9 11 15 25 
A17 2 3 5 10 9 15 11 18 20 25 

vectorul 
v 

pentru A18 25 20 18 11 15 9 10 5 3 2 

Observaţii: 

1. Într-un vector care implementează un ansamblu Heap Maxim: v[i]v[2i] şi v[i]v[2i+1] 
pentru i{1, 2, 3, …, [n/2]} şi dacă 2in, respectiv 2i+1n. 

2. Într-un vector care implementează un ansamblu Heap Minim: v[i]v[2i] şi v[i] v[2i+1] 
pentru i{1, 2, 3, …, [n/2]} şi dacă 2in, respectiv 2i+1n. 

Invers, un vector v – poate fi reprezentat ca un arbore binar aproape 
complet. Pentru un indice i{1, 2, 3, …, [n/2]}:  

 dacă 2in, se poate construi un subansamblu Heap care este format numai 
din nodul părinte v[i] (figura 87); 

 dacă 2i=n, se poate construi un subansamblu Heap care este format din 
nodul părinte v[i] şi fiul stâng v[2i] (figura 88); 

 dacă 2i<n şi 2i+1n, se poate construi un subansamblu Heap care este 
format din nodul părinte v[i], fiul stâng v[2i] şi fiul drept v[2i+1] (figura 89). 

Pentru mulţimea de chei {2, 5, 7, 10, 12, 15, 23, 25, 28} 
scrieţi vectorul corespunzător ansamblului Heap maxim şi 
vectorul corespunzător ansamblului Heap minim. Dese-

naţi ansamblurile Heap pornind de la vectori. 

2.8.6.2. Algoritmi pentru prelucrarea unui ansamblu Heap 
Pentru prelucrarea unui ansamblu Heap se pot folosi următorii algoritmi: 

 Algoritmul pentru crearea ansamblului Heap, 
 Algoritmul pentru inserarea unui nod, 
 Algoritmul pentru extragerea unui nod.   

În urma acestor operaţii de prelucrare, arborele trebuie să-şi 
păstreze calitatea de ansamblu Heap.   

În algoritmii pentru prelucrarea unui ansamblu Heap se va folosi implementarea statică a 
ansamblului cu ajutorul vectorului. Dacă lungimea fizică a vectorului este NMAX, numărul 
de noduri n ale ansamblului Heap nu trebuie să fie mai mare decât NMAX-1. Deoarece 
vectorul Heap se construieşte pe baza mecanismului de legătură părinte-fii între indici, 
etichetele ansamblului Heap se vor memora în vector începând cu indicele 1.   

 

Temă 

Atenţie 

Fig. 89 

Fig. 87

Fig. 88

ED
IT

UR
A 

DI
DA

CT
IC
Ă 
ŞI

 P
ED

AG
OGIC

Ă



Informatică                                                                                                         325 

 

Algoritmul pentru crearea unui ansamblu Heap 

Crearea unui ansamblu Heap presupune adăugarea elementelor în vector, pornind de la pri-
mul element, astfel încât această reprezentare să respecte proprietăţile unui ansamblu Heap: 

(1) Să fie un arbore aproape complet. Deoarece în arbore nodul trebuie adăugat pe 
ultimul nivel, imediat la dreapta nodului existent, înseamnă că în vector se va 
adăuga noua cheie imediat după ultimul element.  

(2) În orice pereche de noduri tată-fiu, cheile trebuie să fie în relaţia de ordine presta-
bilită. Dacă în arbore se adaugă un nod în poziţia precizată, este posibil ca el să 
nu fie cu părintele său în relaţia de ordine prestabiită. Soluţia este de a propaga 
informaţia din acest nod către rădăcină, până când este îndeplinită relaţia de 
ordine între nodul în care a ajuns informaţia şi părintele său.   

În algoritmul pentru crearea ansamblului Heap se foloseşte variabila j pentru lungimea 
logică a vectorului (reprezintă numărul de elemente care au fost adăugate în vector) şi 
variabila i pentru indicele nodului curent. Algoritmul următor se poate folosi pentru crearea 
unui Heap Maxim: 

PAS1. Se citeşte prima cheie şi se memorează în rădăcina arborelui (elementul v[1]). 
PAS2. Pentru nodul j de la al doilea nod, până la ultimul nod din arbore, execută: 

PAS3. Se scrie cheia în elementul cu indicele j.  
PAS4. Se iniţializează indicele elementului curent i cu lungimea logică a vectorului j. 
PAS5. Cât timp nodul curent este diferit de nodul rădăcină execută: 

PAS6. Dacă cheia memorată în nodul curent (elementul cu indicele i) este 
mai mare decât cheia memorată în nodul părinte al nodului curent 
(elementul cu indicele i/2), atunci se interschimbă cheia din nodul 
curent cu cheia din nodul părinte, iar nodul părinte devine nod curent; 
altfel, rădăcina devine nod curent.  

fstream f("heap.txt",ios::in); //cheile se citesc din fişier 
int const NMAX=100; 
int v[NMAX],n; 
void creare heap() 
{int i,j,aux; f>>n; 
 if (n<=NMAX-1) 
  {f>>v[1]; 
   for (j=2;j<=n;j++) 
    {f>>v[j]; i=j; 
     while (i>1) 
      if (v[i]>=v[i/2]) {aux=v[i],v[i]=v[i/2]; v[i/2]=aux; i=i/2;} 
                   else i=1;}} 
   else cout<<"Nu se poate crea - arborele are mai multe noduri 
               decat lungimea fizica a vectorului"<<endl;} 
void afisare() {for (int i=1;i<=n;i++) cout<<v[i]<<" ";} 
void main() {creare heap()(); afisare();} 
Algoritmul pentru inserarea unui nod în ansamblul Heap 

Prin adăugarea unui nou nod, lungimea logică a vectorului creşte cu 1 şi trebuie să se 
verifice să nu depăşească lungimea fizică a vectorului. Prin inserarea unui nod, arborele 
trebuie să-şi păstreze calitatea de ansamblu Heap, adică să aibă proprietăţile: 

(1) Să fie un arbore aproape complet. În arbore, nodul se va adăuga pe ultimul nivel, 
imediat la dreapta nodului existent. Dacă ultimul nivel este complet, nodul se va adăuga 
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pe următorul nivel, ca succesor stâng al nodului din extremitatea stângă de pe nivelul 
anterior. Înseamnă că în vector se va adăuga noua cheie imediat după ultimul element.   

(2) În orice pereche de noduri tată-fiu cheile trebuie să fie în relaţia de ordine presta-
bilită. Dacă în arbore se adaugă un nod în poziţia precizată, este posibil ca el să nu fie 
cu părintele său în relaţia de ordine prestabilită – şi informaţia trebuie să se propage 
din acest nod către rădăcină, la fel ca la algoritmul de creare. Înseamnă că, în vector, 
ultimul element va fi considerat element curent – şi cheia memorată în ele se va 
compara cu cheia memorată în părinte. Dacă nu respectă relaţia de ordine, se in-
terschimbă cheia nodului curent cu cheia părintelui, iar părintele devine nod curent. 
Propagarea cheii continuă până când între elementul curent şi părintele său este 
respectată relaţia de ordine, sau până când rădăcina ajunge să fie element curent. 

... 
void adauga() //pentru ansamblul Heap Maxim 
{int x,i; 
 if (n==NMAX-1) cout<<"Nu se mai poate adauga nodul"<<endl; 
 else 
   {cout<<"cheia= "; cin>>x; n++; v[n]=x; i=n; 
    while (i>1) 
       if (v[i]>=v[i/2]) {x=v[i]; v[i]=v[i/2]; v[i/2]=x; i=i/2;} 
                    else i=1;}} 
void main() {creare(); ... adauga(); ... } 
Algoritmul pentru extragerea unui nod din ansamblul Heap 
Ansamblul Heap, fiind o coadă de priorităţi, prima informaţie care se prelucrează este cea 
din nodul rădăcină. Extragerea unui nod din ansamblul Heap înseamnă de fapt prelucrarea 
informaţiei din nodul rădăcină şi eliminarea acestui nod din arbore. Pentru ca arborele să-şi 
păstreze calitatea de ansamblu Heap, după eliminarea nodului rădăcină trebuie să aibă 
proprietăţile: 

(1) Să fie un arbore aproape complet. Înseamnă că trebuie să dispară din arbore 
nodul cel mai din dreapta de pe ultimul nivel. Dacă din arbore dispare nodul din 
dreapta de pe ultimul nivel, nu trebuie să dispară din arbore şi informaţia din acest 
nod – din arbore trebuie să dispară informaţia din nodul rădăcină. De aceea, în 
nodul rădăcină este adusă informaţia din ultimul nod. În vector, cheia din ultimul 
element va fi salvată în primul element, după care, este eliminat ultimul element 
prin decrementarea lungimii logice a vectorului. 

(2) În orice pereche de noduri tată-fiu cheile trebuie să fie în relaţia de ordine presta-
bilită. Dacă în nodul rădăcină este adusă informaţia din ultimul nod, este foarte pro-
babil să nu mai fie respectată relaţia de ordine între nodul rădăcină şi fiii săi. Soluţia 
este de a propaga informaţia adusă în rădăcină, către nivelurile inferioare, până 
când este îndeplinită relaţia de ordine între nodul în care a ajuns informaţia şi fiii săi.  

În algoritmul pentru eliminarea nodului din ansamblul Heap se foloseşte variabila i pentru 
indicele nodului curent, iar variabila j – pentru indicele nodului fiu al nodului curent.  

PAS1. Se prelucrează cheia din rădăcină (elementul v[1]). 
PAS2. Se copiază în rădăcină cheia din ultimul nod (elementul v[n]) şi se micşorează cu 

1 lungimea logică a vectorului.  
PAS3. Se iniţializează nodul curent cu nodul rădăcină (indicele i are valoarea 1). 
PAS4. Cât timp nodul curent face parte din arbore (elementul cu indicele i face parte din 

vector) execută: 
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PAS5. Dacă nodul curent are succesor stâng, atunci fiul său va fi succesorul stâng 
(indicele j este egal cu 2*i); altfel, nodul curent este scos în afara arborelui, 
atribuind indicelui i o valoare mai mare decât lungimea logică a vectorului – 
şi se revine la Pasul 4. 

PAS6. Dacă nodul curent are şi succesor drept, şi cheia din succesorul stâng este 
mai mică decât cheia din succesorul drept, atunci fiul nodului curent va fi 
succesorul drept (indicele j este egal cu 2*i+1). 

PAS7. Dacă cheia memorată în nodul curent (elementul cu indicele i) este mai mică 
decât cheia memorată în nodul fiu al nodului curent (elementul cu indicele j), 
atunci se interschimbă cheia din nodul curent cu cheia din nodul fiu, iar 
nodul fiu devine nod curent; altfel, nodul curent este scos în afara arborelui. 
Se revine la Pasul 4. 

... 
int elimina() //pentru ansamblul Heap Maxim 
{int i,j,x=v[1],aux; v[1]=v[n]; n--; i=1; 
 while (i<=n) 
  {if (2*i<=n) 
     {j=2*i; 
      if (j+1<=n && v[j+1]>=v[j]) j++; 
      if (v[i]<=v[j]){aux=v[i]; v[i]=v[j]; v[j]=aux; i=j;} 
                else i=n+1;} 
     else i=n+1;} 
 return x;} 
void main()  
{creare();...cout<<"Cheia cea mai mare este "<<elimina()<<endl;...} 
Observaţie. Dacă se extrag din arbore toate nodurile şi se afişează cheile nodurilor 
extrase, cheile vor fi afişate în relaţia de ordine prestabilită pentru ansamblul Heap. 

Complexitatea algoritmilor de prelucrare a ansamblurilor Heap    
În algoritmul de creare a unui ansamblu Heap, se parcurge secvenţial vectorul pentru adău-
garea celor n elemente. Complexitatea parcurgerii secvenţiale este O(n). Pentru fiecare ele-
ment adăugat la vector, cheia nodului trebuie adusă în poziţia corespunzătoare din ansamblul 
Heap. Cazul cel mai defavorabil este atunci când cheia se propagă de pe nivelul pe care a 
fost adăugată, până la nivelul rădăcinii, numărul de comparaţii executate fiind egal cu 
înălţimea h a arborelui la acel moment (care ia valori de la 0 până la lg2n), iar complexitatea 
algoritmului de propagare a unui nod de pe nivelul cu înălţimea h până în rădăcină va fi 
O(lg2n). Rezultă că, în algoritmul de creare, complexitatea este O(n) O(lg2n) = O(nlg2n). 
Algoritmul de inserare a unui nod are complexitatea O(lg2n) – cazul cel mai defavorabil 
fiind atunci când cheia se propagă de pe ultimul nivel până în rădăcină. Algoritmul de 
adăugare a unui nod are complexitatea O(lg2n) – cazul cel mai defavorabil fiind atunci când 
cheia se propagă din rădăcină până la ultimul nivel.     

2.8.6.3. Algoritmul HeapSort 
Dacă un vector este organizat ca ansamblu Heap, nodurile vor fi extrase în ordinea preci-
zată prin relaţia de ordine asociată arborelui. Această caracteristică a ansamblurilor Heap, 
stă la baza algoritmului de sortare HeapSort. Dacă fiecare element eliminat este adus după 
ultimul element din vectorul rămas după extragerea lui, în vectorul obţinut, cheile vor fi 
ordonate invers decât prin relaţia de ordine prestabilită în ansamblul Heap. Astfel: 
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 Dacă vectorul era organizat ca un ansamblu Heap Maxim, va fi ordonat descrescător. 
 Dacă vectorul era organizat ca un ansamblu Heap Minim, va fi ordonat crescător. 

Algoritmul este: 
PAS1. Se creează vectorul care urmează să fie sortat ca un vector care implementează 

un ansamblu Heap. 
PAS2. Se salvează lungimea logică a vectorului. 
PAS3. Se iniţializează nodul curent cu ultimul nod  (indicele i are valoarea n). 
PAS4. Cât timp mai există noduri de extras din ansamblul Heap execută 

PAS5. Se elimină nodul din arbore şi se salvează în nodul curent. 
PAS6. Nodul curent devine ultimul nod din ansamblul rămas după eliminare (se 

decrementează cu 1 indicele nodului curent) şi se revine la Pasul 4.    

...//datele şi structurile de date declarate global 
void creare heap() {...} 
void afisare(){...} 
int elimina() {...} 
void HeapSort() 
{int i,j=n; 
 for (i=n;i>1;i--) v[i]=elimina();  
 n=j;} 
void main() {creare heap(); HeapSort(); afisare(); cout<<endl;} 
Complexitatea algoritmului de sortare     
În algoritmul de sortare a unui ansamblu Heap se parcurge secvenţial vectorul pentru a elimi-
na cele n elemente. Complexitatea parcurgerii secvenţiale este O(n). Pentru fiecare nod se exe-
cută algoritmul de eliminare – care are complexitatea O(lg2n). Rezultă că, în algoritmul de sor-
tare a unui vector organizat ca ansamblu Heap, complexitatea este O(n)O(lg2n) = O(nlg2n). 
Algoritmul de sortare a unui vector folosind metoda HeapSort presupune organizarea vecto-
rului ca un ansamblu Heap – complexitatea O(nlg2n), urmată de sortarea ansamblului Heap –  
complexitatea O(nlg2n). Rezultă că în algoritmul de sortare prin metoda HeapSort, com-
plexitatea este O(nlg2n)+O(nlg2n) = O(nlg2n+nlg2n) = O(2nlg2n)= O(nlg2n).    

Se citesc din fişierul BAC.TXT mai multe şiruri de numere naturale nenule, 
sfârşitul fiecărui şir fiind marcat de o valoare 0 (care nu se consideră că 
face parte din vreun şir). Ştiind că fiecare dintre şiruri este un şir strict 

1 2 3 4 5 … n-1 n 

        

Cheia maximă din n noduri 
1 2 3 4 … n-2 n-1 n 

        

Cheia maximă din n-1 noduri 
………………………………………………………. 
1 2 3 4 … n-2 n-1 n 

        

Cheia maximă din 2 noduri 

Temă 
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crescător şi că în total sunt cel mult 5000 de numere, scrieţi un program care să realizeze 
afişarea tuturor numerelor nenule distincte din fişier, în odinea crescătoare a valorilor lor. 

a. Descrieţi două metode de rezolvare, una dintre metode fiind eficientă ca timp de 
executare. 

b. Scrieţi un program corespunzător metodei eficiente descrise. 
    (Bacalaureat – Simulare 2004) 

2.8.6.4. Aplicaţii practice 

1. Mai multe vehicule parcurg acelaşi traseu. Fiecare vehicul este caracterizat de un 
identificator, timpul de pornire, timpul de sosire şi timpul de parcurgere a traseului (care 
se calculează din diferenţa celor doi timpi). Scrieţi un program care să memoreze aceste 
informaţii într-un ansamblu heap şi care să asigure următoarele funcţii: adăugarea unui 
nod (un vehicul care a sosit) şi afişarea informaţiilor despre vehicule, în ordinea 
crescătoare a timpului de parcurs. 

2. Produsul realizat de o secţie a unei fabrici este cerut de mai mulţi clienţi. Fiecare client 
este caracterizat de nume, număr de telefon, data la care trebuie livrat produsul şi 
cantitatea comandată. Cererile sunt onorate în ordinea calendaristică a datelor de livrare 
şi în funcţie de cantitatea disponibilă în stoc. Scrieţi un program care să permită între-
ţinerea zilnică a acestei structuri de date, prin următoarele operaţii: 
a. adăugarea de noi comenzi; 
b. afişarea listei de comenzi care trebuie onorate în ziua respectivă şi salvarea ei într-un 

fişier text (data calendaristică şi stocul de produse la începutul zilei se citesc de la 
tastatură); 

c. stocul la sfârşitul zilei, după ce au fost onorate comenzile.  

Adevărat sau Fals: 
1. Arborele este un graf fără cicluri, minimal cu această proprietate. 
2. Arborele parţial de cost minim determină drumurile de lungime minimă dintre oricare 

două noduri dintr-un graf conex. 
3. În algoritmul lui Kruskal pentru construirea APM, se porneşte de la un arbore parţial 

care conţine nodul rădăcină. 
4. Într-un arbore cu rădăcină, implementarea cu referinţe ascendente foloseşte doi 

vectori: unul pentru a memora nodurile terminale şi altul pentru a memora părinţii 
nodurilor terminale. 

5. Algoritmul de parcurgere în lăţime a unui arbore cu rădăcină prelucrează informaţia 
în funcţie de relaţiile de subordonare dintre noduri. 

6. Arborele binar este un arbore cu rădăcină, în care fiecare nod are cel mult doi 
succesori. 

7. Un arbore binar strict este un arbore echilibrat. 
8. Un arbore vid este un arbore în care nodul rădăcină nu are succesori.  
9. Într-un arbore binar de căutare, cheia oricărui nod este mai mare decât cheile 

succesorilor lui. 
10. Pentru a sorta crescător un vector cu algoritmul HeapSort, vectorul trebuie să imple-

menteze un arbore binar în care, pentru fiecare nod, cheia din succesorul stâng este 
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mai mică decât cheia din nod, iar cheia din succesorul drept este mai mare decât cheia 
din nod. 

11. Într-un ansamblu Heap, cheile nodurilor trebuie să fie distincte. 

Alegeţi: 
1. Orice graf neorientat cu n noduri şi n-1 muchii:  

a.  este aciclic şi neconex b.    este conex dacă şi numai dacă este aciclic 
c.  este un arbore d.    este conex şi conţine un ciclu 

(Bacalaureat – Simulare 2003) 
2. Numărul de muchii ale unui arbore cu 9 noduri este:  

a.  9   b.  7     c.  8    d.  10 

3. Numărul maxim de noduri terminale ale unui arbore liber cu 15 noduri este:  
a.  15  b.  14     c.  12    d.  10 

4. Numărul maxim de noduri terminale ale unui arbore cu rădăcină cu 15 noduri este:  
a.  15  b.  14     c.  12    d.  10 

5. Numărul maxim de noduri terminale ale unui arbore binar cu 15 noduri este:  
a.  6   b.  7     c.  5    d.  4 

6. Se consideră un arbore cu următoarele proprietăţi: rădăcina este nodul 1 (considerat 
de nivel 1) şi fiecare nod i (cu 1i3) aflat pe nivelul j are ca descendenţi nodurile i+j 
şi i+2*j. Nodurile i (cu i3) sunt noduri terminale (frunze). Stabiliţi care dintre vectorii 
următori este vectorul de taţi (sau de predecesori) corespunzător arborelui:   

a.  0 1 2 2 1 3 3 b.    0 -1 1 -1 -1 1 1 
c.  0 1 1 2 3 2 3 d.    0 1 1 2 2 3 3  

(Bacalaureat – Simulare 2003) 
7. Se consideră arborele din figura alăturată. Care dintre noduri 

trebuie ales ca rădăcină astfel încât înălţimea arborelui să fie 
minimă.    
a.  7          b.  3    c.  5       d.  6 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 
8. Un arbore are 14 noduri. Atât rădăcina, cât şi fiecare dintre nodurile neterminale au 

cel mult 3 descendenţi direcţi. Înălţimea maximă a arborelui (numărul maxim de 
muchii ce leagă rădăcina de o frunză) este:     
a.  4   b.  13     c.  5    d.  3 

(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 

9. Memorarea unui arbore cu ajutorul matricei de adiacenţă a grafului este o metodă:     

a.  eficientă  b.  neeficientă    c.  incorectă             d.  recomandabilă 
(Bacalaureat – Sesiunea specială 2003) 

10. Se consideră arborele din figura A28. Definim înălţimea arborelui ca fiind numărul 
maxim de muchii care formează un lanţ care uneşte rădăcina de 
un nod terminal. Care este înălţimea maximă a arborelui cu 
rădăcină ce se poate obţine alegând ca rădăcină unul dintre 
noduri?    
a.  5   b.  3    c.  6   d.  7 

(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 

11. Se consideră un arbore cu rădăcină în care orice nod care nu este terminal are exact 
3 descendenţi direcţi. Atunci, numărul de noduri terminale (frunze) poate fi:    
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a.  15  b.  24     c.  2    d.  14 
(Bacalaureat – Sesiunea iunie-iulie 2003) 

12. Se consideră un arbore în care rădăcina este considerată de nivelul 1 şi orice nod de 
pe nivelul i  are exact i+1 descendenţi direcţi, cu excepţia nodurilor de pe nivelul 4 
care sunt noduri terminale. Numărul de noduri terminale (frunze) sunt:    
a.  24  b.  120    c.  6    d.  30 

(Bacalaureat  – Sesiunea august 2003) 

13. Se consideră un arbore. Despre un lanţ care uneşte două noduri distincte n1 şi n2 se 
poate afirma:    

a.  este unic oricare ar fi n1 şi n2 b.  este unic dacă şi numai dacă n1 sau n2 este terminal 
c.  nu este unic oricare ar fi n1 şi n2 d.  este unic dacă şi numai dacă n1 sau n2 este rădăcină 

 (Bacalaureat – Sesiunea august 2003) 

14. Stabiliţi care dintre grafurile alăturate 
este arbore: 

    (Bacalaureat – Simulare 2004) 

Următorii 4 itemi se referă la arborele cu 
rădăcină cu 8 noduri, cu muchiile [1,7], 
[1,8], [3,1], [3,4], [3,5], [4,2], [4,6] şi cu rădăcina în nodul cu eticheta 3. 

15. Vectorul tată al arborelui este: 
a.  3 4 0 3 3 4 1 2  b.  3 3 0 4 3 4 1 1 c.  3 4 0 3 3 4 1 1         d.  3 4 3 3 4 1 1 0 

16. Numărul de noduri terminale ale arborelui este: 
a.  6    b.  4   c.  5                  d.  3  

17. Înălţimea maximă pe care o poate avea, schimbându-se nodul, rădăcină este: 
a.  6    b.  5   c.  4                  d.  3  

18. Dacă se ia ca rădăcină nodul cu eticheta 2, înălţimea arborelui este: 
a.  5    b.  2   c.  4                  d.  3  

19. Numărul de componente conexe care se obţin dacă se elimină muchiile care au o 
extremitate în nodul cu eticheta 3 este: 
a.  3    b.  4   c.  2                  d.  1  

Următorii 5 itemi se referă la arborele cu rădăcină cu 8 noduri care are vectorul tată: 2 0 2 
1 1 1 3 3. 

20. Numărul de noduri terminale ale arborelui este: 
a.  3    b.  4   c.  5                  d.  2  

21. Numărul de lanţuri de lungime 3 este: 
a.  3    b.  4   c.  5                  d.  6  

22. Numărul de lanţuri de lungime 2 care pornesc din rădăcină este: 
a.  2    b.  4   c.  3                  d.  5  

23. Numărul de nivele ale arborelui este: 
a.  2    b.  3   c.  4                  d.  5  

24. Fiii nodului 3 sunt: 
a.  4, 5, 6    b.  1, 2   c.  7, 8                  d.  2, 7, 8  

25. Un arbore binar strict cu 4 noduri terminale are în total 
a.  5 noduri  b.  7 noduri  c.  9 noduri        d.  10 noduri  

26. Un arbore binar strict are: 

a. b. c. d. 
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a.  un număr par de noduri b.  un număr impar de noduri 
c.  un număr par de muchii d.  un număr impar de muchii 

27. Se consideră arborele din figura alăturată. Stabiliţi ce fel de 
arbore nu este: 

a.  arbore binar          b.  arbore de căutare        
c.  ansamblu Heap      d.  arbore strict 

28. Se consideră arborele din figura de la problma anterioară. 
Stabiliţi ce fel de arbore nu este: 

a.  arbore echilibrat          b.  arbore complet       
c.  arbore aproape complet d.  arbore strict 

29. Un arbore binar strict cu 4 noduri terminale are în total: 
a.  4 muchii     b.  muchii   c.  8 muchii  d.  9 muchii  

Următorii 5 itemi se referă la arborele binar din figura alăturată; r 
este un pointer către rădăcină, iar p şi q, doi pointeri către un 
nod oarecare: 

30. Alegeţi varianta corectă pentru a afişa cheia 15: 
a.  cout<<r->d->d>->info; b.    cout<<r->s->s>->info; 
c.  p=r->s->d;cout<<p->d->info; d.    p=r->s->d;cout<<p->info;  

31. Dacă se execută instrucţiunea: p=r->s->d->d; pointerul p va indica cheia:  
a.  21   b.  20     c.  18    d.  25 

32. Următoarea secvenţă de instrucţiuni: 
p=r->d->d; p=p->s; q=new nod; q->info=5; q->s=NULL;  q->s=NULL; p->s=q; 
realizează: 

a. adaugă nodul cu cheia 5 ca succesor stâng al nodului cu cheia 30; 
b. adaugă nodul cu cheia 5 ca succesor drept al nodului cu cheia 30; 
c. adaugă nodul cu cheia 5 ca succesor stâng al nodului cu cheia 19; 
d. adaugă nodul cu cheia 5 ca succesor drept al nodului cu cheia 19; 

33. Următoarea secvenţă de instrucţiuni: 
for (p=r;p->s!=NULL;p=p->s); q=new nod;  
q->info=20; q->s=NULL;  q->s=NULL; p->s=q; 
realizează: 

a. adaugă nodul cu cheia 20 ca succesor stâng al nodului cu cheia 25; 
b. adaugă nodul cu cheia 20 ca succesor drept al nodului cu cheia 25; 
c. adaugă nodul cu cheia 20 ca succesor stâng al nodului cu cheia 21; 
d. adaugă nodul cu cheia 20 ca succesor drept al nodului cu cheia 21; 

34. Următoarea secvenţă de instrucţiuni: 
for (p=r;p->d->d!=NULL;p=p->d); q=p->d; p->d=NULL;  dispose q; 
realizează: 

a.  elimină nodul cu cheia 21; b.    elimină nodul cu cheia 18; 
c.  elimină nodul cu cheia 25; d.    elimină nodul cu cheia 30;  

Miniproiecte: 

1. Pentru evidenţa elevilor din clasă, se păstrează următoarele informaţii: numărul de ordine 
din catalog, numele şi prenumele, mediile semestriale şi media anuală la disciplina infor-
matică. Realizaţi o aplicaţie care să asigure următoarele funcţii: 
a. adăugarea unui nou elev; 
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b. eliminarea unui elev; 
c. modificarea mediei unui elev; 
d. afişarea elevilor cu mediile (semestriale, respectiv anuale), în ordinea descrescătoare a 

mediilor; 
e. afişarea elevilor cu mediile (semestriale, respectiv anuale) cuprinse între două valori care 

se citesc de la tastatură.    

2. Într-o bibliotecă, pentru fiecare carte se păstrează următoarele informaţii: codul cărţii, titlul, 
autorul, numărul total de exemplare şi numărul de exemplare disponibile la un moment dat. 
Realizaţi o aplicaţie care să asigure următoarele funcţii; 
a. regăsirea unei cărţi, după autor, pentru a afişa numărul de exemplare disponibile; 
b. adăugarea unui nou titlu; 
c. adăugarea de noi exemplare, pentru titlurile existente; 
d. modificarea numărului total de exemplare (în cazul distrugerii unora dintre ele); 
e. modificarea numărului de exemplare disponibile, în cazul în care o carte este 

împrumutată sau înapoiată: 
f. afişarea cărţilor pentru care nu mai există exemplare disponibile; 
g. afişarea în ordine alfabetică a autorilor.  

3. Pentru fiecare articol dintr-o magazie, se păstrează următoarele informaţii: codul articolului 
(este unic pentru fiecare articol), denumirea articolului, unitatea de măsură şi cantitatea din 
stoc. Realizaţi o aplicaţie pentru gestionarea magaziei – care să asigure următoarele funcţii; 
a. adăugarea unui nou articol; 
b. ştergerea unui articol; 
c. introducerea de la tastatură a cantităţii intrate, dintr-un articol precizat prin cod, şi 

actualizarea stocului; 
d. introducerea de la tastură a cantităţii ieşite, dintr-un articol precizat prin cod, şi cu 

actualizarea stocului; 
e. afişarea articolelor care au stocul pe 0; 
f. afişarea stocului unui articol al cărui cod se introduce de la tastatură; 
g. afişarea, în ordinea codurilor, a stocurilor din fiecare articol.  
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